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内 容 简介 


本 书 为 法 国 著名 数学 家 本 迪 厄 多 内 关于 现代 分 析 的 多 卷 集 的 第 一 卷 . 
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空间 ;微分 学 ;解析 函数 ;初等 谱 论 等 、 
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再 版 序言 


本 书 是 我 的 一 部 九 卷 本 著作 的 第 一 卷 . 它 也 是 1960 年 出 版 的 
《现代 分 析 基 础 》 的 修订 版 ,但 本 质 上 没有 变动 ， 很 多 读者 ,同事 与 
朋友 敦促 我 去 写 续篇 ,结果 使 我 相信 ,确实 还 可 以 写 一 些 现代 分 析 
的 基本 知识 ， 它 们 的 内 容 介 于 我 曾 想 写 的 基本 性 质 的 "最 小 工具 
箱 " 与 引 向 研究 前 缘 的 专著 之 间 。. 我 的 教学 经 验 也 使 我 确信 ,学 数 
学 的 学 生 在 跨 过 了 "基础 "的 第 一 步 以 后 ， 在 置身 于 数学 文献 的 海 
洋 或 进入 他 自己 研究 课题 的 狭 径 以 亨 ， 需 要 进一步 的 引导 以 及 对 
于 他 的 论题 的 一 般 性 刍 脏 . 

因此 , 最 后 我 就 试图 为 七 十 年 代 的 数学 家 们 写 一 本 象 Jordan， 
Picard 与 Goursat 曾经 为 1880 到 1920 年 闻 的 学 数学 的 学 生 们 写 
的 分 析 教 程 那样 的 相应 著作 . 

写成 一 本 百科 全 书 式 的 著作 显然 不 可 能 , 同时 改写 N. Bour- 
baki 的 著作 也 一 定 是 多 余 的 ， 因 而 我 被 迫 无 情 地 删 制 到 这 样 一 种 
地 步 , 使 之 能 与 古典 著作 相 比 拟 ， 我 宁可 将 宽度 看 得 比 深度 重 些 ， 
因为 我 认为 ， 向 读者 指明 现代 分 析 许 多 分 支 的 人 门 比 给 他 提供 少 
量 课题 的 详尽 论述 要 好 一 些 . 

经 验 似乎 表明 ， 通 常 学生 遇 到 新 理论 ， 难 于 在 初 读 时 一 下 子 
掌握 .在 他 觉得 熟悉 这 种 理论 并 能 区 分 哪些 是 主要 概念 ,哪些 是 次 
要 结果 以 前 ,需要 多 次 翻阅 它 , 只 有 这 样 ,他 才能 运用 自如 。 因 而， 
这 部 著作 的 各 章 是 采样 式 的 而 非 完整 的 理论 ;事实 上 我 有 意 使 它 
不 成 为 包罗 万 象 的 .文献 中 所 引 的 著作 总 可 使 读者 深入 学 习 任何 
特殊 的 理论 。 

然而 ,我 不 履 成 用 过 于 特殊 的 形式 介绍 分 析 的 主要 概念 ,这 样 
做 容易 掩盖 一 般 性 工具 的 效能 ， 例 如 , 借口 直观 成 易于 接受 而 把 
微分 几何 限于 二 维 或 三 维 情形 ,或 把 积分 限于 Lebesgue 测度 情形 ， 


i 


在 我 看 来 ,这 将 导致 错误 的 观念 

另 一 方面 我 却 认为 ， 初 学 时 限于 考察 可 分 可 距离 化 拓扑 空 
闻 ， 不 会 委 掉 所 涉及 的 一 些 概念 的 基本 内 容 ， 我们 这 一 代数 学 家 
对 可 数 性 假设 能 不 用 就 不 用 这 种 做 法 确实 很 对 ， 因 为 这 是 求 得 一 
种 清晰 理解 的 唯一 办 法 .现在 下 述 情况 已 很 清楚 : 分 析 中 最 中 心 
的 部 分 ( 指 的 是 与 有 限 维 流 形 有 关 的 那些 概念 ) 在 大 多 数 重 要 应 用 
中 只 涉及 可 分 可 工 离 化 空间 .此 外 ,有 一 种 有效 的 与 通常 便于 使 用 
的 一 般 技巧 ,可 使 基于 可 数 性 假设 的 证 法 过 渡 到 一 般 的 证 法 (在 多 
数 情 况 下 ,这 是 可 能 的 )、 概 括 地 说 , 秘 计 在 于 “用 滤 系 代替 序列 ”. 
应 该 说 ,结果 往往 只 是 使 原来 证 法 更 为 精炼 ， 因 而 , 冒 着 被 责 购 的 
危险 ,我 记 取 我 的 格言 “ 唯 有 可 数 存在 于 无 限 ”, 我 相信 初学 者 集中 
注意 象 微分 流 形 与 积分 概念 中 涉及 的 真正 难点 将 会 学 得 更 好 些 ， 
用 不 着 同时 担心 实际 上 罕见 的 有 关 第 二 级 拓扑 问题 ? 

在 本 教程 中 ,分 析 的 整个 结构 是 从 基础 开 给 建立 起 来 的 .最 初 
承认 的 仅 是 逻辑 规则 与 自然 数 的 通常 性 质 ,并 且 除 了 这 两 者 以 外 ，、 
课文 中 所 有 证 明 都 依赖 于 公理 和 以 前 已 证 过 的 定理 ?。 然 而 ,这 部 
著作 (包括 第 一 卷 ) 对 尚未 学 完 大 学 头 两 年 数学 专业 课程 的 学 生来 
说 是 不 适宜 的 . 

本 书 在 分 析 的 基本 部 分 一 个 明显 的 特点 是 要 求 少量 代数 知 
识 。 实 际 上 只 要 求 一 点 初等 线 狂 代数 知识 (为 了 读者 方便 ,把 它 放 
在 第 一 卷 末 的 附录 中 ). 然而 ,代数 所 起 的 作用 在 以 后 几 卷 中 是 不 
断 增加 的 ,并 且 最 后 当 这 种 作用 异常 显著 ,尤其 是 高 等 交换 代数 与 
同调 代数 出 现时 ， 我 们 就 把 它 贸 给 读者 了 ， 至 于 代数 方面 的 参 沽 
书 ， 我 们 选取 了 RR,，Godement 的 《抽象 代数 》(Hougheon-Mifflin, 
New York，1968， 原 文 为 法 文 版 ，Hermann，Paris，1963) 与 S. 
A. Lang 的 《代数 学 》 (Addison-Wesley， Reading， Massachusetts, 
1965), 并 且 可 能 会 在 菜 些 方向 上 用 附录 方式 增加 它们 . 


1) 根据 同样 精神 ,在 可 分 可 开 离 化 空间 中 我 已 不 用 (有 时 以 较 长 篇 幅 为 代价 ) 超 限 


归纳 法 - 
2 在 包含 定义 与 结果 的 某 些 问题 以 及 例题 中 ,水 辑 次 序 全 然 没有 象 课文 中 已 出 现 


的 或 将 要 出 更 的 那样 产 格 、. 
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笃 于 第 一 卷 ， 当 准备 本 著作 时 ， 我 从 接触 N. Bourbaki 与 其 
协作 者 们 的 大 批 未 出 版 手稿 中 深 受 教 益 ， 某 些 课 题 介绍 中 的 性 何 
独到 之 处 完全 属于 他 位, 

于 迹 万 多 内 
1969 年 4 月 于 尼 白 


ii 。 


序 言 


本 卷 是 为 一 年 级 研究 生 或 者 三 、 四 年 级 大 学 生 中 的 高 材 生 开 
设 的 一 门 课程 的 产物 。 这 门 课程 (1956 一 1957 年 在 西北 大 学 讲 
授 ) 的 目的 有 了 两 个 : 

(a) 为 所 有 与 分 析 有 关 的 现代 数学 各 分 支 据 供 必要 的 初步 背 
景 (事实 上 ,可 能 除 膛 辑 与 纯粹 代数 以 外 ,各 分 支 都 有 需要 ); 

人 b) 训练 学 生 去 应 用 现代 最 基本 的 数学 工具 一 一 公理 化 方法 
(学 生 在 大 学 期 间 , 即 使 对 它 有 所 接触 的 话 ,也 是 非常 少 的 ). 

读者 将 会 非常 明显 地 看 到 我 们 宁肯 处 处 强调 每 个 论题 的 概 
念 方面 , 而 不 强调 它 的 计算 方面 、 后 者 是 经 典 分 析 中 最 关心 的 ;不 
仅 在 课文 中 如 此 ， 而 且 在 大 部 分 问题 中 也 是 这 样 ， 我 们 列 和 了 大 
最 问题 用 以 补充 课文 并 指出 进一步 有 下 的 发 展 ， 同 时 这 些 问题 将 
给 学 生 一 个 机 会 ,来 检验 他 对 所 学 内 容 的 理解 程度 . 

虽然 本 卷 包括 一 般 在 较为 初等 的 教程 中 讨论 的 许多 内 容 ( 包 
括 通常 所 谓 "高 等 微 积分 "), 但 是 我 们 考虑 问题 的 观点 与 通常 这 些 
教程 完全 不 同 . 关 于 函数 论 与 微 积分 的 ~- 些 基本 概念 的 叙述 ,是 在 
这 样 充分 一 般 的 理论 体系 下 进行 的 ,它们 在 揭示 这 些 概念 的 范围 、 
效力 与 本 性 方面 都 远 较 在 古典 分 析 的 通常 限制 下 所 做 的 为 佳 ， 没 
有 必要 去 强调 由 这 种 一 般 性 处 理 所 产 生 的 众所周知 的 “思想 的 节 
省 ”; 但 可 指出 有 一 种 对 应 的 “记号 的 节省 ”, 它 省 略 了 大 量 附 标 , 这 
几乎 完全 与 "向量 代 数 " 简 化 吉 典 解析 几何 一 样 。 另 外 。 这 种 一 般 
性 处 理 还 使 我 们 , 至 少 在 正式 的 证 明 中 , 必须 严格 持 公理 化 方法 ， 
而 不 求助 于 尾 何 “几何 直观 ": 这 一 点 我 们 又 通过 在 书 中 故意 不 引 
进 任何 图 解 来 加 以 强调 ， 我 个 人 认为 :今天 的 研究 生 必须 尽快 地 
在 这 种 思维 的 抽象 与 公理 化 方法 上 得 到 彻底 碘 练 ， 如 果 仙 想 了 齐 
数学 研究 的 是 前 趋向 的 话 。 本 书 的 目的 在 于 帮助 学 生 建 立 起 “ 拍 


sy 


象 的 直观 ”这 在 现代 数学 家 的 头脑 中 是 相当 基本 的 . 

很 清楚 ， 学 生 在 接触 本 教程 之 前 必须 精通 古典 分 析 . 然而 从 
严格 逐 辑 的 观点 来 看 ,这 里 的 论述 并 不 以 任何 预先 的 知识 为 基础 ， 
只 是 除了 : 

1. 数理 丈 辑 的 最 基本 法 则 ,数学 归纳 法 与 ( 正 、 负 ) 整 数 的 基本 
性 质 . 

2《 域 上 的 ) 初 等 线性 代数 ,为 此 读者 可 以 参考 Halmos [11]， 
Jacobson [13] 或 Bourbaki [41; 然而 这 些 书 包含 的 内 容 比 我 们 实 
际 需 要 的 多 得 多 (例如 我 们 不 利用 对 偶 理 论 , 读 者 如 果 熟 悉 向 量子 
空间 , 超 平面 , 直 和 ,线性 映射 ,线性 式 , 维 数 与 余 维 数 等 概念 ,就 足 
够 了 ). 

在 证 明 每 一 论断 时 ， 除 了 刚才 提 到 的 两 点 以 外 ， 我 们 只 依靠 
公理 与 课文 中 已 经 证 明 的 定理 ， 这 种 逻辑 步骤 的 严格 顺序 在 例题 
与 问题 中 稍微 有 点 放松 ,那里 我 们 常常 应 用 课文 中 尚未 (甚至 永远 
也 不 ?论证 的 定义 或 结果 . 

就 研究 生 在 第 一 学 年 应 当 学 习 的 那些 分 析 内 容 而 论 ， 移 实 有 
些 地 方 意见 分 歧 很 大 ， 因 为 我 们 要 让 本 书 的 内 容 实际 上 能 在 一 学 
年 内 教 完 ,所 以 某 些 题目 不 得 不 舍 去 有些 题目 之 所 以 没有 列 人 ， 
或 因 它们 过 于 专门 化 了 ， 或 因 它们 可 能 要 求 较 通 常 一 年 级 研究 生 
有 更 多 的 数学 修养 ,或 因 这 种 内 容 无 疑 地 已 被 包括 在 高 等 徽 积分 
教程 中 了 ， 如果 要 我 们 为 数学 家 位 提出 研究 生 学 习 的 一 般 课 目 ， 
那么 我 们 将 推荐 说 : 每 个 研究 生 部 应 熟悉 本 书 的 内 容 ， 不 管 他 将 
来 的 专门 方向 如 何 . 

我 要 向 帮助 我 编写 本 讲义 的 数学 家 们 、 特 别 是 H.Cartan 与 
NN、Bourbaki 表示 感谢 。 他 们 人 允许 我 接触 未 发 表 的 讲义 稿 与 手稿 
这 对 本 书 的 定稿 有 很 大 影响 ， 我 也 向 西北 大 学 数学 系 的 同事 们 至 
以 次 切 的 谢意 ,他 们 使 我 能 够 按照 既定 的 方针 讲授 这 门 课 程 ,并 以 
建设 性 的 批评 ,大 大 地 鼓励 了 我 . 


本 这 居多 内 
1960 年 4 月 
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第 一 章 集 论 初步 


本 章 我 们 不 打算 讲述 以 公理 为 基础 的 集 论 ; 要 获得 完全 公理 
式 的 描述 ， 我 们 建议 有 兴趣 的 读者 参看 Kelley [151 与 Bourbaki 
131， 本 章 所 列举 的 不 带 任 何 证 明 或 定义 的 条 文 ,可 以 认为 是 与 未 
定义 的 术语 有 关 的 公理 

本 章 从 关于 集合 、 于 集 与 积 集 的 一 些 基本 定义 与 公式 开始 
《1L1 到 1.3); 而 其 大 部 分 篇 幅 用 来 讲述 映射 的 基本 概念 ,映射 是 一 
个 或 几 个 数值 变量 "的 经 典 ( 数 值 ) 函 数 概念 的 现代 推广 . 关于 这 
个 概念 有 两 点 应 加 以 说 明 : 

a) 映射 最 重要 的 (与 特有 的 ) 属性 是 对 变量 的 任何 值 对 应 一 
全 元 素 ; 换 名 话说 , 不 存在 象 多 值 函数 那样 的 东西 , 尽管 有 很 多 著 
和 作 与 此 相反 。 抬 映射 定义 成 其 值 为 给 定 集 的 子 集 ， 而 且 这 些 子 集 
可 以 有 两 个 以 上 元 素 ， 当 然 完 全 合理 ， 但 这 样 的 定义 实际 上 是 无 
用 的 (至 少 在 初等 分 析 中 )， 因 为 不 可 能 在 这 种 函数 的 值 上 切实 地 
定义 出 代数 运算 .在 第 九 章 我 们 再 来 谈 这 个 问题 . 

b) 学 生 应 当 尽 快 熟悉 这 一 和 概念 ， 即 函数 了 是 一 个 单一 的 对 
象 ， 它 本 身 可 以 "变化 "并 且 一 般 地 又 被 看 成 为 大 "函数 空间 "中 的 
一 个 "点 "; 事 实 上 ,可 以 说 分 析 学 的 经 典 概念 与 现代 概念 之 间 的 主 
要 差别 之 一 就 是 , 当 我 们 写 f(x) 时 ,在 经 典 数 学 中 ， f 被 看 成 “ 画 
定 的 ”, * 被 看 成 自 变量 ,而 现在 了 与 > 都 被 看 成 是 “ 自 变量 "并 
且 有 时 正 是 = 为 固定 的 ,而 了 成 为 "变化 的 "对 象 ). 

最 后 一 节 (1.97 给 出 可 数 集 的 最 初等 的 性 质 , 这 是 由 Cantor 及 
其 继承 者 发 展 起 来 的 "基数 "的 广阔 理论 的 起 点 ， 对 它 有 兴趣 的 读 
者 可 以 参看 Bourbaki[3]( 第 三 章 ) 或 者 (更 详尽 的 ) Bachmann[2] 
然而 ,原来 除了 实数 集 不 构成 可 数 集 这 一 否定 结果 以 外 《网 
《2.2.17))， 在 集 论 对 分 析 的 应 用 中 、 人 们 简直 不 需要 比 这 些 初等 
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人 性质 更 多 的 东西 . 
元素 与 集 


我 们 将 讨论 一 些 对 和 象 ， 其 中 有 的 称 为 集 ， 这 些 对 象 具 有 某 种 
性 质 或 者 具有 相互 关系 .对 象 用 符号 (主要 是 字母 ) 表 示 ， 至 于 性 
质 或 关系 , 则 用 所 连接 的 对 象 的 符号 的 组 合 \, 以 及 标志 所 考虑 的 性 
质 或 关系 的 一 些 其 他 符号 的 组 合 表 示 ， 关系 = 一 ? 的 意思 是 由 符 
号 与 ?表示 的 对 象 是 相间 的 ; 其 否定 关系 写成 zx 天 泌 

车 X 是 一 个 集 , 则 关系 *< X 表示 * 是 集 自 的 元 素 , 或 “属于 
Xi; 其 否定 关系 写成 x 入 ， 

若 有 与 了 是 两 个 集 ， 则 关系 六 CY 表示 X 的 每 一 个 元 素 都 是 
Y 的 元 素 ( 换 名 话说 , 它 等 价 于 关系 (Yx)(x EX 一 > x€ 了 )); 我 们 
有 XCX， 并 且 关 系 (XCY 与 YCZ) 蕴 售 XCZ.。 区 XCY 和 县 
YCX， 则 和 一 Y， 换 句 话说 ,两 个 集 相等 , 当 且 仅 当 它们 具有 根 
同 的 元 素 ， 若 XCY， 则 我 们 说 X 仿 于 Y 中 , 或 者 说 Y 包含 X， 
或 者 说 X 是 了 的 子 集 ; 也 可 写成 了 2X。XCY 的 否定 关系 写成 
XEY, 

给 定 集 x 与 性 质 P, 丫 在 入 的 这 样 一 个 唯一 的 子 集 , 它 的 元 素 
是 所 有 使 P(x) 为 真 的 元 素 *e X; 这 个 子 集 记 为 {xeEX|PCx)}。 
关系 {xE XIP(x)}C{rE X10OCx)} 等 价 于 (Yx€ X) (PCz) 一 > 
0(w)); 关系 {xEXIP(x)} 一 {xzE X|QCx)] 等 价 于 (vx& X) 
(P(x) <> 0(*))， 例如 ,我们 有 关 一 {xEXIx 二 对 与 X= 
{xE XIlxEX}， 集 px 一 {xE XIx 志 x} 称 为 X 的 空子 集 ; 它 不 售 
任何 元 素 . 洲 了 是 任意 一 个 性 质 , 则 关系 *e $x 一 > P(x) 对 每 个 * 
为 真 ， 因为 x& $x 的 否定 关系 对 每 个 为 真 〈 记 住 0 一 >P 意 思 
是 “或 者 8 假 ， 或 者 8 真 则 P 真 ")， 因 此 ,着 X 与 了 是 两 个 集 , 则 
由 ze gx 推出 x& $y, 这 就 是 说 ，pxCGy; 类 似 地 , 我 们 有 $y 己 
bx， 于 是 dx 一 $y， 即 所 有 空 集 是 祖 等 的 。 因 而 , 我 们 把 空 集 记 
为 9。 


车 4 是 一 个 对 象 , 则 以 4 作为 唯一 元 素 的 集 记 为 {a}. 

若 X 是 一 个 集 , 则 存在 这 样 一 个 (唯一 的 ) 集 ,其 元 素 是 所 有 尺 
的 子 集 ;这 个 集 记 为 P(X)。 我 们 有 加 E 思 (X)，XE P(X); 关系 
x*EX 与 {x} ECX) 是 等 价 的 ; 关系 YCX 与 YE (X) 是 等 价 
的 . 


问 题 


试 证 ,其 有 >(> 关 0) 个 元 素 的 有 限 集 , 它 的 所 有 子 集 的 集 是 具有 2" 个 元 
素 的 有 限 集 。 


2 布尔 代数 


设 X, 7 是 两 个 集 且 YCX， 则 集合 {x€ XIxg&Y} 是 X 的 子 
集 , 称 为 X 与 Y 的 差 或 Y 关 于 X 的 余 , 记 为 X 一 Y 或 CxY (或 CY， 
当 不 会 混淆 时 ). 

给 定 两 个 集 X,Y ,存在 这 样 一 个 集 , 其 元 素 同时 属于 X 与 了 ， 
即 {fxE 尺 |x€ Y}; 它 称 为 XX 与 Y 的 交 ， 记 为 X 站 Y， 又 存在 这 样 
一 个 集 ， 其 元 素 至 少 属于 两 个 集 导 ，Y 中 之 一 ; 它 称 为 X 与 Y 的 
并 , 记 为 XUY. 


下 烈 命题 立即 由 定义 推出 
(1.2.1) XK—X=$, 和 一 由 一 其 
(1.2.2) XUX=X, XNX—X. 


(1.23) XUY = YUX, XNY= YNX. 

(1.2.4) 关系 XCY, XUY 二 了 ,XNY = X 是 等 价 的 . 

(1.2.5) XCXUY, XNYCX. 

(1.2.6) 关系 “XCZ 与 YC2* 等 价 于 XUYCZ; 
关系 “ZECX 与 ZCY* 等 价 于 ZCXNY. 

(1.2.7) XU(YUZ) = (XUY)UZ, 写成 XUYUZ. 
XNCYN2Z) = (XNY)NZ, 写成 XNYNZ. 

(1.2.8) XUC(YNZ)= (XUYTINCGXUZ), 


XNCYUZ) 一 (XNY)UCXNZ) (分配 律 ). 

(1.2.9) 对 于 集 王 的 两 个 子 集 X,Y (这 里 所 写 的 C 代 表 Ca) 
CCCX) = X; 

CCXUY) = CXNCY, COXNY) 一 (CX)UCCY). 
关系 XCY 与 CX2CY 是 等 价 的 ; 关系 XNY 一 8，XCCY， 
YCCX 是 等 价 的 ; 关系 XUY 一 ,CXCY CYCX 是 等 价 的 . 
并 集 {x}U{y) 写成 fr, y}; 类 似 地 ，{x}U{y}U{z} 写成 {x,y， 
zj 等 等 

如 时 下 们 Y 关 d, 则 我 们 说 X 和 Y 相交 ， 


3. 两 个 集 的 积 


任意 两 个 对 象 a, 对 应 于 一 个 新 对 象 ， 就 是 它们 的 序 对 (， 
2 关系 (ay 0) 一 〈a，) 等 价 于 “4 一 a” 与 "9 一 2? 特别 地 ， 
《as5) 二 (5, a) 当 且 仅 当 = 一生 序 对 < 一 (ae, 5) 的 第 一 (相应 
地 ,第 二 ) 元 素 称 为 “ 的 第 一 (相应 地 ,第 二 ) 射 影 , 并 记 为 a = pne 
《相应 地 , 8 = prc》。 

给 定 尾 意 两 个 集 X, Y (不 同 或 相同 ), 存在 一 个 (唯一 的 ) 集 ， 
其 元 素 是 所 有 使 得 *<X，?eY 的 序 对 《x,y); 这 个 集 记 为 
X XY ,并 称 为 X 与 Y 的 笛 卡 儿 积 (或 篇 称 积 ). 

我 们 把 xeX 与 ?6Y 之 间 的 关系 R(x，y) 同 zEXXY 的 
性 质 RCprz， praz) 联系 起 来 ; 则 使 这 个 性 质 为 真 的 那些 元 素 所 组 
成 的 X x Y 的 子 集 就 是 使 RCx。?) 为 真 的 所 有 序 对 《x,y) 的 
集 ; 它 称 为 关系 尺 的 图 象 ，X x Y 的 任意 子 集 G 都 是 某 个 关系 的 
图 象 ， 这 个 关系 就 是 《x,y)E C， 若 XCX，Y’CY， 则 关系 
“x EX'，yE Y'” 的 图 象 就 是 XX YY， 

对 每 个 xE XX，G(*) 为 满足 (x, ?7)E G 的 所 有 元 素 7EY 的 
集 ， 且 对 每 个 ye Y, G1(y) 为 满足 (x,，y)& G 的 所 有 元 守 re X 
的 集 ; G(x) 与 GTi(x) 称 为 C 在 < 与 y 的 交叉 截 痕 . 

下 列 命题 立即 由 定义 推出 : 


《1.3.1) 关系 XX Y 一 四 等 价 于 “XX 二 $ 或 Y 一 
(1.3.2) 基站 XY 关 w( 意 即 X 与 Y 均 非 空 ), 则 

关系 X Y'CX x Y 等 价 于 “XCX 与 YCY”, 
{1.3.3) (XX YIUC(X x Y= (XUX) xX YY. 
(1.3.4) (xX x NC x Y') = (XNX) x (YNY'). 

三 个 集 X, Y，2Z 的 积 定义 为 XXY XZ=(XXY)xZ, 
?个 集 的 称 用 归纳 法 类 似 地 给 出 定义 : 

Ks X Ra X +: X Ri = (XX XX XK KX) X RX,. 
XX RX .… XXs 的 元 素 Z 记 为 (xs%，…， xo) 而 不 是 
对 于 1 二 iw， 加 是 Z 的 
第 :射影 记 为 zi 二 prZ。 更 一 般 地 ， 若 1， za，……， 趟 是 11， 
2，……% 中 不 同 的 指标 ,我 们 可 记 

Prigeria C2) 一 《ray 30) E Ki, X Xa XX Ki 
车 Xi 一 一.… 二 Xs 一 贸 ， 则 我 们 记 为 X" 而 不 是 XXXX 
XXX( 乘 = 次) 


~ 


4 映射 


“ 设 卫 ,Y 是 滑 个 集 ，RCx，y) 是 xEX 与 YEY 闻 的 关系 ; 我 
们 说 尺 是 关于 ? 的 函数 关系 , 车 对 于 每 个 *e X, 都 有 一 个 且 仅 有 
一 个 yE Y 使 得 R(x,y) 为 真 、 这 种 关系 的 图 象 称 为 X Xx Y 中 函 
数 的 图 象 ;因此 XXY 的 这 种 子 集 忆 可 由 下 述 事实 刻 划 出 来 , 即 对 
于 每 个 ze X, 有 且 仅 有 一 个 ye Y 使 得 (x, ”7)e F; 这 个 元 素 ? 
称 为 了 在 * 处 的 值 , 记 为 F(x) .XX Xx Y 中 函数 的 图 象 也 称 为 * 到 
?的 晚 射 ,或 者 称 为 在 和 中 定义 在 Y 中 了 到 值 的 函数 ， 在 说 话 当中 ， 
通常 谈 到 映射 与 函数 图 象 时 ， 就 好 象 它们 是 一 一 对 应 的 两 种 不 司 
的 对 象 一 样 ,并 因此 说 及 “映射 的 图 象 ”, 亿 这 仪 仪 是 心理 上 的 区 别 
《 即 对 应 于 我 们 是 “几何 地 "还 是 “分 析 地 ”看 )， 在 现代 数学 中 要 
惯 于 把 映射 看 作 单独 的 对 象 , 就 好 象 一 个 点 或 者 一 个 数 一 样 ,并 要 
养 清 映射 了 与 它 的 任意 值 F (x) 之 间 的 区 别 ， 这 在 任何 情况 下 都 
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是 很 重要 的 ;第 一 个 是 P(X x Y) 的 元 素 , 第 二 个 是 了 的 元 素 , 我 
们 有 下 二 {《x, y) EXX Yly 一 F(x)}。 X XY 中 所 有 能 成 为 
泛 函 的 图 象 的 那些 子 集 构成 再 (X X Y) 的 一 个 子 集 , 称 为 X 到 Y 
的 映射 的 集 , 并 记 为 7* 或 (X,Y). 

映射 的 例 
(14.0) 若是 Y 的 元 素 , 则 XX x {8} 是 一 个 泛 函 的 图 象 ， 称 为 
XX 到 Y 的 具有 值 。 的 常 映射 ; 我 们 必须 把 它 与 Y 的 元 秦 5 区 分 
开 ， - 
(1.4.2) 对 了 一 多 ,关系 y 二 x 是 关于 了 儿 的 泛 函 ; 它 的 图 象 是 所 
有 序 对 (x, x) 的 集 , 称 为 X x X 的 对 角 线 , 或 称 为 X 到 它 自 身 的 
恒 千 映射 ,并 记 为 1x. 

如 果 对 每 个 xe XX, 我 们 都 构造 出 对 象 了 (x), 它 是 Y 的 元 素 。 
则 关系 y 一 T(x) 是 关于 7 的 泛 函 ;对 应 的 贞 射 记 为 * 玉 了 T(x) .这 
当然 是 映射 的 通常 定义 ; 本 质 上 它 与 前 面 所 给 定义 是 一 致 的 ， 因 
为 ， 着 了 是 泛 函 的 图 象 , 则 它 就 是 映射 > 一 FCx)。 例 (1.4.1) 与 
(1.4.2) 分 别 记 为 x 一 6 与 x 一 xz， 另外 的 例子 有 : 
《1.4.3) P(X) 到 它 自身 的 映射 Z~> 多 一 Z， 
《1.44) 久 XY 到 XX 的 映射 2 一 pa2Z， 与 系 XY 济 Y 的 映射 
Z pn2， 分 别称 为 X Xx Y 的 第 一 与 第 二 射影 . 

据 两 个 集 相等 的 定义 《1.1) 推 知 ,Xx 到 Y 的 两 个 映射 之 间 的 关 
系 F = G 等 价 于 关系 “对 每 个 xE X, 都 有 F(x) 一 GC*)”, 

若 4 是 * 的 于 集 , 是 XX 到 Y 的 映射 则 集 FN(4 Xx Y) 是 
4 X Y 中 谤 函 的 图 象 ， 它 作为 一 个 映射 ， 称 为 了 在 4 上 的 限制 .， 
当 P 与 G 在 4 上 有 有 相同 的 限制 时 ( 即 对 每 个 *6 4, 都 有 F(x) 一 
G(x)), 我 们 就 说 它们 在 4 中 重合 ， X 到 Y 的 映射 了 如果 有 给 定 
的 在 4 上 的 限制 F', 则 它 称 为 F' 到 X 上 的 延 拓 , 一般 地 , 存在 着 
F' 的 许多 不 同 的 延 拓 、 

我 们 认为 下 面 的 命题 是 一 个 公理 (选择 公理 ): _ 
《1.4.5) 给 定 X 到 $Y) 的 肌 射 F， 使 得 对 每 个 xeE 于 ，F(z) 关 
由, 则 存在 X 到 Y 的 映射 1 使 得 对 每 个 *E X, jx) € F(z)， 

有 


有 时 可 以 看 到 : 借助 于 选择 公理 证 出 的 定理 实际 上 不 用 这 个 
公理 也 能 证 明 。 我 们 绝 不 去 研究 这 种 问题 ， 因 为 它 完全 属于 有 运 辑 
教程 的 范围 . 


气象 与 道 象 


设 F 是 XX 到 ?的 映射 ， 对 于 xX 的 任意 子 集 4， 由 “存在 x€ 4 
使 得 y 一 F(x)” 这 个 性 质 定义 的 Y 的 于 集 称 为 4 在 F 下 的 象 (或 
直接 象 ), 记 为 FCA). 

我 们 有 : 

(1.5.1》 F(4)= pr FNCA XY)), 
《1.5.2》 关系 4 过 由 等 价 于 F(4) 天 由 
《1.5.3》 对 每 个 zeX， F({x}) = {F(x)}, 
(1.5.4) 车 4cB, 则 F(A4)CFCBY. 
《1.5.5) F(ANB)CEF(ANEFCB). 
(1.5.6) F(AUB)= F(A)UF(B), 

因为 据 (1.5.4) F(4)CFCAUYUB) 与 F(8)CF(4U8); 另 一 
方面 ， 若 y€ FC(4 U8)， 则 存在 x《 4UB 使 得 y 一 F(x); 因 
xE 4 或 者 xE B, 所 以 有 yE FC(4) 或 者 y€ F(B)， 

F(A 站 B) 到 F(A) 几 FCB) 的 例子 立即 可 得 (例如 ,可 取 了 是 
积 的 第 一 射影 pn)- 

对 于 YY 的 任意 子 集 4'， 由 满足 性 质 F(x) € 人 定义 的 和 的 子 
集 称 为 4 在 F 下 的 递 象 , 记 为 FA4')， 我 们 有 
《1.5.7) F-(4’) = pn(FNGK x A4)). 

(1.5.8) F(A 二 F-K《4'N FCX))， 因为 F(x) EE F(X) 对 每 
个 +€EX 都 真 . 

(1.5.9) F-《4$) 一 加 (但 对 非 空 子 集 4 ， 仍 可 能 有 FAK4D) 一 
中， 这 就 是 使 4 们 F(X) 一 由 的 那些 集 4). 

(1.5.10》 车 4CB', 则 F744)CF-AB). 

(1.5.11) F-(A'NB’) = F(A) NF-KB’). 


(1.5.12) FACA'UB') = FTCLDUP-KCB 
《1.5.13》 F(A4’ —B') = F(A4)— FI(B'), 郑 4 OB’. 
注意 (1.5.11) 与 《1.5.5) 之 间 的 差别 。 若 BC4CX， 则 由 
《1.5.6) 有 F(4) = FC(B)UF(4 一 B). 于 是 F(4 一 B)DF(4) 
一 F(8); 但 是 F(X 一 4) 与 Y 一 F(4) 之 间 没有 这 种 关系 。 
集 FA{y)) 恒 等 于 在 1.3 节 中 定义 的 交叉 戴 靖 Fy) ,我 们 


有 
(1.5.14) FCF-I(A)) = A'N F(X), 对 于 A'CY, 
(1.5.15) FMF(A))D 4, 对 于 ACX. 

最 后 指出 关于 积 的 特殊 关系 : 

(1.5.16》 对 任意 4CX, prii(4) 王 4 XY; 对 任意 4CY， 
pri(A) =XX 4A’, 
(1.5.17》 对 于 每 个 CCX Xx Y,， CCpn(C) X prA C). 

设 X。Y，Z 为 三 个 集合 ，4 为 X XY 的 于 集 ， 对 4 到 Z 的 
任意 了 射 与 每 个 x pr(4) (相应 地 , 每 个 ye pra(4))、 我 们 用 
F(x，*) 表示 交叉 截 疝 4Cx) 一 了 的 映射 ?一 下 《zy)《 相 应 地 ， 
F(C 六 表示 交叉 截 痕 4 一 工 的 对 射 zx 一 下 (zy 7))。， 这 些 了 对 
射 称 为 的 偏 映射 。 


. 问 题 

1) 举 出 x 的 两 个 子 集 4 5 与 一 个 映射 的 实例 ,使 得 (4 一 8) 拓 
P(A4) — FCB). 

2) 举 出 Xx 一 Y 的 映射 与 子 集 4 CX 的 例子 ,使 得 : 

3) F(X — A)CY 一 FJ 

b) F(X ~ A) SY ~ FA)s 

c) 集 F(X 一 有)，Y 一 F(4) 互 不 包含 (例如 ， 我 们 可 以 把 x 与 Y 取 为 
有 限 集 )。 

3) 对 于 积 X x 了 的 任意 于 集 6, 任意 子 集 4CX， 任 意 子 集 4 CY, 记 
GCC = pr(GN (AXY)), G4) = pn(GN CXxA)), 对 于 xE XEY, 
则 写成 G(z) (分 别 地 ，G-"《Y)) 而 不 是 CC{x}) 与 6-{y))， 证 明 下 列 
四 条 性 质 等 价 : 


3) 6G 是 x 的 于 集 到 Y 的 映射 的 图 象 。 

b) 对 于 了 的 任意 子 集 4,G(G™(4))C4。 

6) 对 于 Y 的 任意 一 对 子 集 4 BGAdnB) = G7 (4)NnG (CB). 

d) 对 于 了 的 任意 一 对 于 集 4,B" 只 要 ANB = 中, 我们 试 有 
GO4DnG(B) 一 由 

(提示: 证 明 当 a) 不 满足 时 ，b)，c) 和 d) 也 不 成 立 .》 


6. 满 映 射 , 单 映射 与 双 上 映射 


设 F 是 X 到 Y 的 映射 称 为 满 射 的 ， 或 满 映射 ， 如 果 
FLX) 一 了， 也 就 是 对 于 每 个 ye Y， 存 在 (至 少 ) 一 个 xEX 满足 
7 二 Flx)， 称 为 单 射 的 (一 一 映射 或 单 映射 ,如 果 关 系 FC*) 一 
F(x”) 获 售 + 一 x'。 称 F 为 双 射 的 (或 双 映 射 )， 如 果 它 既 是 单身 
的 又 是 满 射 的 ， 单 射 的 任意 限制 仍 是 单 射 . 

区 到 了 的 任意 卫 射 下 也 可 以 认为 是 和 到 F(X) 的 映射 ;这 时 
它 是 满 射 的 ,如 果 它 (作为 Xx 到 Y 的 映 射 ) 是 单 射 的 , 则 它 作为 六 到 
FLX) 的 映射 是 双 射 的 。 

例 . (1.6.1) 车 4 是 X 的 子 集 , 恒 等 映射 + 一 x 在 4 上 的 限制 
是 单 映射 ja， 称 为 4 到 和 的 自然 单 台 射 ， 对 于 XX 的 任意 子 集 B， 
12(B) = BN 4. 

(1.6.2) 若是 X 到 Y 的 任意 职 射 则 映射 + 一 《x，F(x)) 是 和 
到 XX Y 的 单 英 射 。 

《1.6.3) 射影 pn 与 prs 分别 是 XX Y 到 和 与 了 的 满 射 英 射 。 
《16.4) 任意 集合 的 便 等 映 射 是 双 射 的 . 

(1.6.5) ”BCX) 到 它 自 身 的 映 射 Z, 一 一 Z 是 双 射 的 。 

(1.6.6) 车 Y 一 {2} 是 单元 素 集 ， 则 和 到 X x {23 的 映射 * 一 
《x， 5) 是 双 射 的 . 

(1.6.7) XX XY 到 Y XX 的 映射 (x,y) 一 《?，x) 是 双 射 的 . 

车 是 音 射 的 , 则 对 任意 4CX 都 有 FFC4)) 一 4; 落下 
是 满 射 的 , 则 对 任意 4'CY 都 有 FCF-4)) = 一 个. 

四 和 


若是 双 射 的 , 则 由 定义 , 关系 y 一 F(x) 是 关于 = 的 泛 通关 
系 ; 对 应 的 了 到 XX 的 映射 称 为 的 北 映 射 , 记 为 或 "1( 若 不 是 
双 射 的 。 我 们 就 不 能 定义 这 个 瑞 射 1》)， 因此 ， 关 系 》 一 F(x) 与 
* 一 FT(y) 是 等 价 的 ; F-: 是 双 射 的 且 《FE 一) 一 F.。 对 于 Y 的 
每 个 子 集 4 ，4' 在 FT 下 的 直接 象 与 4' 在 F 下 的 逆 象 相同 、 因 
此 这 些 记 法 是 禄 容 的 . 


问 是 
设 F 是 Xx 到 Y 的 一 个 喘 射 ,证 明 下 列 和 性 质 是 等 价 的 :a》 忆 是 单 射 的 ; b) 
对 于 X 的 任意 子 集 A, P (PFC4)) = 4; e) 对 于 X 的 任意 一 对 子 集 4, B， 
(ANB) 一 F(4)mE(B); d) 对 于 XxX 的 任意 一 对 使 4nB 一 中 的 子 集 4， 
BF(4)nFCB) 一 9; 5) 对 于 X 的 任 一 对 使 BcC4 的 子 集 4, 8 F《4 一 
B) = F(A) ~ FCB). 


7. 映射 的 合 戌 


设 X, Y, Z 是 三 个 集 ，F 是 X 到 了 的 映射 ，G 是 Y 到 Z 的 映 
射 , 则 + 一 GCF(x)) 是 X 到 Z 的 映射 ,我 们 说 它 是 由 G 与 F 合 成 
的 ( 依 所 述 其 序 ) 并 记 为 二 GoF， 我 们 有 
《1.7.1) 对 性 意 4CX, HC4) = G(F(4)). 
(1.72) 对 任意 A*CZ, HL 一 F-(G-(4")), 

若 了 与 G 都 是 单 射 的 (相应 地 , 满 射 的 , 双 射 的 ), 则 一 GoF 
也 是 单 射 的 (相应 地 , 满 射 的 , 双 射 的 ); 若 F 与 @G 都 是 双 射 的 ， 则 
HT = FTloGT。 若是 双 射 的 ， 则 F~1oF 是 X 的 五 等 映射 ， 
FoF 是 Y 的 恒 等 映 射 

反之 ,若是 X 到 Y 的 映射 ,G 是 Y 到 X 的 映射 , 满足 GeF 一 
Ix 与 FoG = 1y, 则 FG 是 彼此 互 遂 的 双 射 。 因为 ,第 一 关系 表 
明 F 是 单 射 的 , G 是 满 射 的 ,而 第 二 关系 表明 G 是 单 射 的 而 是 满 

设 T 是 一 个 集 , F, 是 X 到 Y 的 映射 , F, 是 Y 到 Z 的 映射 ，F3 


是 到 工 的 映射 。 则 由 定义 Pae(FaoPi) 一 《FaoFa)oF3 它 是 X 
到 了 的 映射 ,也 记 为 Pae PieF:。 任意 有 限 个 映射 的 合成 可 同样 定 
义 、 


向 题 


1 设 4，B; C， 都 是 集合 , 1 是 4 到 习 的 陕 射 ，z 是 B 到 5 的 喘 射 :天 
是 5 到 的 映射 。 证明: 若 gof 和 hog 都 是 双 射 的 , 则 疡 8 4 也 都 是 双 身 

2) 设 4, B,C 都 是 集合 ,1 是 4 到 8 的 爱 射 ，5 是 8 到 C 的 映射, # 是 
C5 到 4 的 映射 证明; 若 映 射 hogof，gofoh，fehog 中 有 两 个 是 注射 的 ,而 
第 三 个 是 单 射 的 ,或 者 有 两 个 是 单 射 的 ,而 第 三 个 是 满 射 的 ， 则 三 个 贞 射 六 
和 天 都 是 双 射 的 - 

3) 设 F 是 Xx x Y 的 于 集 ,G 是 Y x * 的 子 集 ， 用 1.5 节 问题 3 的 记号 、 
设 对 于 任意 EX, GCF(*)) = {x}， 并 且 对 于 任意 y€E YF(G(Y)) = {9}. 
证 明 : 是 X 到 Y 的 双 射 的 图 象 。 G 是 二 的 逆 喘 射 的 图 象 。 

4) 设 X,Y 是 两 个 集合 ， 了 是 xX 到 Y 的 单 映射 ，z 是 Y 到 xX 的 单 映射 。 
证 明 : 存在 x 的 两 个 子 集 4, 8 与 ?的 两 个 于 案 4'，B', 使 得 B 一 X 一 4， 
BY 一 4, 而且 4 =1(4), B=g(B), ( 令 R=X 一 g(Y), 且 = 
gof; 把 4 取 为 x 的 所 有 这 祥 的 于 集 M 的 交 : MRUAhCM),) 


8, 元素 的 族 。 集 族 的 并 与 交 


设 工 与 是 两 个 集 ， 工 到 的 映射 有 时 也 称 为 以 工 为 附 标 集 
的 X 元 泰 的 族 ， 并 把 它 记 为 2 一 x 或 者 〈*i)ier* 或 者 当 不 致 
引 直 漫 活 时 , 简 记 为 (x1)、 最 重要 的 例子 由 (有限 或 无 穷 ) 序列 给 
出 , 它 对 应 于 工 是 非 负 整 数 集 六 的 有 限 或 无 穷 子 集 的 情形 。 

必须 把 X 的 元 素 的 族 《xi)iez 与 由 该 族 元 索 组 成 的 X 子 集 区 
别 开 来 ;后 者 是 工 在 映射 > x; 下 的 象 ， 它 完全 可 以 贝 由 一 个 元 
素 组 成 ,因此 不 同 的 族 可 以 有 相同 的 元 素 集 。 

对 于 任意 子 集 MCL，1 一 zu 在 M 上 的 限制 称 为 《zier 的 
以 MM 为 附 标 集 的 子 族 ,并 记 为 (x3)ien。 


sie 


对 于 有 限 序列 《xi)ieren， 其 元 素 侯 记 为 {tus 2 xj 对 
于 任意 有 有 限 或 无 穷 序列 的 元 素 集 ,我 们 可 以 使 用 类 似 的 记 法 ， 

设 (43)ier 是 集 X 的 子 集 旗 如 果 对 于 某 个 *E 导 至少 存 在 
一 个 XEL, 使 x€ 41， 那么 这 样 的 * 的 集 称 为 族 (421)xez 的 并 ， 
记 为 LU 4 或 U 44; 而 如 果 对 每 个 EL 都 有 x& 41, 那么 这 


2€U 7 


样 的 元 素 * 的 集 称 为 族 (42)xez 的 交 , 记 为 站 4 或 门 4 当 
1 


aEL 
一 1, 2) 时, 上述 并 与 交 分 别 是 41U 4; 与 41 4 
下 列 命 是 容易 验证 : 


(1.8.1) c(U 41)= 站 (c4， 


er 


(1.8.2) (U)n(U B.)= UY CnB). 


1 EM ELXM 


C1.8.3) (N 4)u(N)= NN C4 8. 


WELKM 


(1.8.4) 若是 X 到 了 的 映射 ，(dh)uer 是 X 的 子 集 的 族 ， 则 
F(U 4)= U PFC)， 


zr 1 
若是 x 到 Y 的 映射 , 《4i)wei 是 Y 的 子 集 的 族 , 则 
(1.8.5) FE(U 人 4) 一 LU EXK40. 


se x 
(1.8.6) En 让 ) 一 有 FE-(4D. 
ie ez 


车 B 是 XxX 的 子 集 , 则 了 的 覆盖 是 指 X 中 浦 足 BC 【4; 的 于 


1 
集 族 (4)ier。 - 
区 的 划分 是 和 这 样 的 子 集 族 〈4)xer: 它 是 不 的 一 个 覆盖 


(就 是 一 U4) 县 当 1 时 LA 一 由 


集美 中 的 等 价 关系 是 指 满足 下 述 条 件 的 工 中 的 两 元 素 x,y 之 


12 


间 的 关系 RCx, 六 ): 

1. 对 每 个 *e X，R(z, x) 为 真 ( 自 反 性 ) 

2. 关系 RCx，,y) 与 RC7，x) 是 等 价 的 (对 称 性 ); 

3. 关 系 RCx,y) 与 R(y， x) (对 x，yszEX) 葵 含 R(x, 2) 
《传递 性 ). 

假如 《42)xe 是 和 的 一 个 划分 , 则 很 清楚 ,关系 

“存在 4€ 工 ,使 得 x€ 与 y€ 4 

是 * 与 之 间 的 等 价 关系 。 

反之 ， 设 R 是 X 中 的 等 价 关系 ， 且 GCX Xx X 是 它 的 图 象 
(1.3), 对 每 个 xe X,G 的 交叉 截 症 G(x) (1.3) 称 为 x 关于 RR 的 类 
《或 等 价 类 ) (或 “modR”)》， 对 某 个 +e X， 能 写成 G(x) 的 X 所 有 
子 集 的 集 是 锌 (X) 的 子 集 , 称 为 X 关 于 的 商 集 ,并 记 为 X/R; 映 
射 x* 一 G(x) 称 为 X 到 X/R 的 典 则 (或 自然 ) 映 射 ; 由 定义 它 是 一 
个 满 射 ,由 X/R 到 第 (X) 的 自然 单身 所 定义 的 X 的 子 集 族 是 X 的 
一 个 划分 , 它 的 元 素 是 类 modR， 事 实 上 , 若 z€ G(x) f1G(y), 则 
关系 RCx、 y) 与 (ys) 两 者 都 成 立 ， 因 此 R(z, y) 成 立 (对 称 
竹 )，RKx*。 y) 也 成 立 〔 传 递 竹 )， 这 就 证 明了 y< GLx); 从 而 歼 含 
Gly) CG(x) (传递 性 )， 再 改 驹 * 与 ?的 位 置 , 就 得 到 G(x) 
Gly); 因此 有 G(x) 一 G(y); 又 因 对 每 个 xEX 有 x& Glx)( 自 
反 性 ) ,断言 得 证 . 

对 XX 到 集 Y 的 每 个 肌 射 六 关系 f(x) 二 了 (x 是 x 与 x* 之 间 
的 一 个 等 价 关系 ， 

设 (Xi)yei 是 集 Y 的 子 集 族 ,而 对 每 个 6 工 , 设 等 于 {24) 
X Xi(L XY 的 子 集 ); 很 清楚 ， 第 二 射影 pm: XY 一 了 在 
六 上 的 限制 六 是 Xi 到 Xs 上 的 双 射 . 子 集 S 二 【XiCLxY 


er 


称 为 族 X 的 和 (不 要 与 族 的 并 混淆 !) 显 然 (X2) 是 5 的 一 个 划分 。 
通常 由 于 自然 双 射 pi, X 与 X; 将 是 恒 等 的 。 如 果 对 每 个 4€ 工 ， 
tm 是 到 集 T 的 映射 , 则 有 且 仅 有 s 到 的 一 个 映射 x*， 在 每 个 
XK 中 与 ww 重合 . 


~ i132 


现在 ,我 们 涛 由 由 所 有 这 样 的 工 到 Y 的 映射 1 -> x 组 成 的 集 
Y"(1.4) 的 子 集 : 使 得 对 每 个 6 工 有 ze Xs; 这 个 子 集 称 为 族 
(C8Yi)aez 的 积 , 并 记 为 了 Xi; 对 每 个 * 二 (x,)€ 本 X; 与 每 个 

AEL 了 EL 
附 标 xeE 工 , 我们 记 x 一 preCe)。 更 一 般 地 ， 对 工 的 每 个 非 空子 
集 了 我们 记 po(e) = 《me (x 一 《x24)xer 的 子 族 )。 由 选择 公 


还 1.4.5 可 知 ， 若 对 每 个 4€ 工 ，Xi 天目， 则 条 XX; 过, 并 且 映 


[3 


射 pry 中 的 每 个 映射 都 是 满 射 。 此 外 ,车 y 与 上 一 7 都 非 空 ， 则 映 
射 z> Cul), pte) 是 条 XxX: 到 (TT x)x( 革 x.) 


Aer aEL MEL 
上 的 双 射 如果 对 每 个 1e 工 ;由 是 集 工 到 总 的 映射 , 则 存 
在 了 到 了 和 的 唯一 映射 wx 使 得 对 每 个 14€ 工 有 prioy 一 由 ; 对 


了 


每 个 :6 T，# 对 应 于 一 个 元 案 wD) == (wm(D)e 本 Xs; 映射 * 
通常 记 为 (m2). 


问 题 
设 (Xi)isien 是 一 有 限 集 族 , 对 于 的 区 间 [1, ="] 上 的 任意 子 集 石 , 令 
Pr 一 LD 与 Qa= NM. 设 了 4 是 [1 #] 的 所 有 县 万 个 元 素 的 于 集 的 
类 , 试 证 : 
当 2k<z+1 时 ， [LU os 站 Pr。 


HETK HEFK 


当 24>#+ 1 时 【J osc 门 Pa, 
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9 可 数 集 


我 们 称 集 X 对 舌 于 集 了 ,如 果 存 在 X 到 Y 上 的 双 庄 。 显然 ,X 
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对 等 于 ;着 怀 对 等 于 Y, 则 了 对 等 于 X; 若 X 与 了 都 对 等 于 Z 则 
和 对 等 于 Y。 一 个 集 称 为 可 数 的 ,如 果 它 对 等 于 整数 集 N。 
《1.9.1》 整数 集 NN 的 任意 于 集 是 有 限 或 可 数 的 。 

因为 ,假设 4CN 是 无 穷 的 ,我 们 用 下 面 的 归纳 法 定义 六 到 人 
的 一 个 映射 = 一 mm: m 是 4 中 最 小 元 素 ，x*。 是 集 4 一 {fzo mm 
…"， xam4) 的 最 小 元 素 , 由 假设 它 是 非 空 的 。 这 个 定义 首先 表明 对 
于 ?<4 有 ;天 #4， 因此 n 一 x 是 单 射 的 ; 此 外 我 们 证 明 , 对 于 
1 < 有 zi< xz。 固定 ”并 对 :使 用 归纳 法 : 由 zs 的 定义 ,有 
如 < zo， 于 是 假设 < 和 对 于 j << i 已 被 证 明 , 则 由 二 的 定义 ， 
如 怕 zs 从 而 ;过 x， 因为 已 有 xi 闫 xs。 其 次 对 # 使 用 归纳 法 ， 
立即 由 关系 : 对 i 达 n 有 x < mm 推 得 ,对 每 个 * 都 有 ”和 mm; 故 
车 a 4 就 有 a 所 x。， 令 mw 是 使 x。 <a 的 最 大 整数 之 a; 落 存 在 
整数 56 4， 使 得 x 过 5 < ao， 则 按 定义 我 们 有 xz 所 5 < 4, 这 
与 汉 的 定义 相 矛 盾 , 于是“ 是 4 一 {x0，-…。 zw 的 最 小 元 素 , 换 
名 话说 ,se 一 xes， 因此 映射 "~* xs 是 双 庙 的 ,证 完 . 

由 (1.9.1) 推 知 ， 可 数 集 的 任意 子 集 是 有 限 的 或 可 数 的 ， 这 种 
集 也 称 为 至 多 可 数 的 . 《1.9.2) 设 4 是 可 数 集 ，f 是 4 到 集 B 的 满 
射 , 则 B 是 至 多 可 数 的 , 

设 a 一 a, 是 N 到 4 的 双 射 ; 则 mn 一 Has) 是 N 到 8 的 满 射 ， 
因此 可 假定 4 = N， 对 于 每 个 5€ 3。 据 假设 六 (2) 是 非 空 的 ; 设 
m(5) 是 它 的 最 小 元 素 。 则 fm《&6)) 一 5, 这 立即 表 肯 mw 是 8 到 尺 
的 单 射 ;m 可 以 看 作 8 到 mCB)CN 的 双 射 , 而 据 (1.9.1),m(B8) 是 
至 多 可 数 的 ,证 完 . 

我 们 注意 到 , 落 集 4 是 至 多 可 数 的 , 则 总 存在 Y 到 4 的 一 个 满 
射 :车 4 是 无 穷 集 ,这 是 显然 的 ;不 然 的 话 , 则 存在 区 间 0 所 i 所 wm 
到 4 的 双 射 f， 然后 按 下 述 方 法 把 f 延 拓 成 满 射 ， 就 是 对 = > 天 
令 g(r) = fm), 

(1.9.3) 集 N xN 二 MN? 是 可 数 的 . 
定义 N XN 到 NN 的 单 射 
Kx =r st yt /2+y 


t 


(“对 角 线 算式 ”; 它 原 是 双 射 , 但 我 们 不 需要 这 一 结果 )。 事 实 上 ， 
著 z* 十 ?9 一 小 则 (ae 十 1)e 十 2)/2 一 ea 十 1 十 aa 十 1)72; 于 
是 若 x 十 y 达 x 十 六 则 由 于 y 坊 a, 而 有 fx,9) 所 4 + ala 十 
1D/2 过 Kx y); 又 车 x 十 y 一 x 十 县 之 3 则 f#sy) 一 
f(x y)》 一 一 六 于 是 由 (x; 四 隆 (x，y) 推出 fxs 四) 并 
fx ， yy)。 然 后 应 用 (1.9.1) 即 得 ， 

我 们 说 族 (*z)xez 是 可 数 的 (分 别 地 ,至 多 可 数 的 ), 如 果 附 标 
集 工 是 可 数 的 (分 别 地 ,至 多 可 数 的 ). 
(1.9.4) 可 数 集 的 可 数 族 的 并 是 可 数 的 , 

设 (diez 是 可 数 集 的 可 数 族 ; 则 在 在 N 到 工 的 双 射 > 一 4， 
并 且 对 每 个 16E 工 都 存 在 N 到 4 的 双 射 nfi (x), 设 4 出 Lay 
考 蕊 N XN 到 4 的 映射 (msn) 一 flm); 这 个 映射 是 满 射 的 ， 
因为 著 xe 4。， 则 存在 # 使 得 py 一 4。 与 m 使 得 * 一 f(m) 一 
fa《m)。 因 为 4 是 无 穷 的 , 于 是 结果 由 C1.9.3) 与 (1.9.2) 推 出 . 

把 “可 数 "一 词 处 处 换 为 “至 多 可 数 ” 时 ,结果 (1.9.4) 仍 然 有 效 。 
在 证 明 中 ， 只 要 用 (1.9,2) 后 的 附注 把 双 射 换 成 满 射 就 行 了 。 

最 后 ,我 们 认为 下 面 的 结果 是 一 条 公理 : 
(1.9.5) 每 个 无 穷 集 都 包含 一 个 可 数 子 集 . 


问 题 

1) 证 明 w 的 所 有 有 有 限于 集 的 类 7(N) 是 可 数 的 (把 它 写成 可 数 集 的 可 数 
并 集 ). 

2) 证 明 叉 的 元 素 的 所 有 有 限 序列 的 集 是 可 数 的 《应 用 问题 1: 注意 序 
烈 与 其 元 素 集 台 之 闻 的 区 别 1). 

3) 用 下 面 的 方法 证 明 1.7 节 问 题 4 的 结果 : 设 * = gej， ”一 fog? 并 归 
纳 地 定义 内 与 轨 为 和 一 Ws-io4， pm 一 tiot 然 后 考 藻 夺 中 递减 集 列 mm(X) 
《相应 地 ,vs(Y)) 以 及 它们 通过 1 (相应 地 、 8) 在 Y (相应 地 , X) 中 的 象 。 

4) 证 明 : 集 为 无 穷 案 的 充 要 条 件 是 ， 对 每 个 xX 到 它 自 身 的 映射 1 都 
存在 xX 的 非 空 于 集 4, 使 得 4 和 xX 且 1(4)c4.( 若 1 不 具备 上 述 性 质 而 x 是 
无 穷 集 , 则 首先 证 明 X 是 可 数 的 ,然后 可 这 假设 二 入 和 且 对 于 a>0,1(n)> 

6 。 


证 明 这 将 引出 矛盾 ,) 
5) 设 E 是 无 鹤 集 ，D 是 5 的 至 多 可 数 于 集 上 且 使 得 5 一刀 是 无 穷 集 ， 证 
明 一 D 对 等 于 (应 用 (1.9.5) 与 (1.9.4) 定 义 E 到 石 一 的 双 射 )。 


DL 


第 = 章 实 数 


本 章 的 内 容 完全 是 经 典 的 ; 与 实数 的 许多 处 理 方法 的 主要 差 
别 是 ,它们 的 性 质 在 这 里 由 一 定数 量 选 作 公理 的 命题 推导 出 来 ,而 
实际 上 那些 命题 可 以 证 明 是 集 论 公理 (或 者 是 自然 数 公理 连同 集 
论 的 某 一 部 分 ,使 我 们 能 够 实行 “Dedekind 分 割 "或 “Cantor 基本 
序列 ”的 经 典 构造 ) 的 必然 结果 .这 些 证 明 具 有 重大 的 逻辑 意义 ,而 
且 从 历史 上 说 。 它 们 在 乔 清 经 典 的 (有 点 模糊 的 连续 "概念 方面 
非常 有 用 . 但 是 ,它们 与 分 析 却 没有 关系 ,我 们 认为 把 它们 强加 给 
学 生 是 不 必要 的 ;有 兴趣 的 读者 ,实际 上 可 以 在 任何 一 本 分 析 书 中 
找到 它们 ;关于 一 个 特别 清晰 与 简洁 的 论述 ,可 参看 Landau 116]、 


1 实数 公理 


实数 域 是 一 个 集 民 ， 其 中 定义 了 : 1° RR x 民 到 民 中 的 两 个 
映射 (x，》) 王 x 十》 与 《x, 蕊 一 zx 2° 民 的 元 素 则 的 一 个 关 
系 * 委 ?( 也 记 为 》 关 *), 满足 下 列 四 组 公理 : 

{1) 民 是 一 个 域 , 换 句 话说 : 

(1) z+ (y+2)=(rty)+s 

(12) z+ y=y+ 

《3)》 存在 元 素 0€ RR 使 得 对 每 个 x&€ R,0 十 x 一 x; 

《04) 对 于 每 个 元 素 x € R, 都 存在 元 素 一 *6 民 ， 使 得 * 十 (一 *》 

— 0; 

(C15) x(y2) = (xy)ss 

{16) xy = yx 

(17) 在 民 中 存在 10, 使 得 对 每 个 xE R,1 :x 一 x; 

(1.8) 对 民 中 每 一 个 元 素 x 隆 0， 都 存在 元 案 x"1E 民 《也 写 为 
lg» 


1/x) 使 得 xx 一 1; 
19) zxCy + #8) = xy+ re, 
我 们 假定 这 些 公 理 的 基本 推论 ( 域 的 一 般 运 论 ) 都 是 已 知 的 。 
《ID ” 民 是 一 个 有 序 域 ,就 是 说 满足 下 列 公 理 : 
QL1) 若 x 志 y ,yz 则 x 安 站 
《2) “xc 委 ?与 》 甩 六 等 价 于 x 一 分 
《IL.3) 对 玉 的 任意 两 个 元 素 *，?， 或 者 * 所 ?或 者 y 所 x*; 
《1.4) 若 z 安 为 则 * 十 zx<7 十 2 
(5) 车 0 所 x 与 0 所 y 则 0 所 xy. 

关系 “x 魏 )》 与 y 关 只 记 为 xy 必 ? 或 ?> x， 如 果 民 的 任意 
一 对 元 素 a, 5 满足 a < 5， 则 使 。 < x < 6 的 实数 x 的 集 称 为 始 
虚 为 a 终点 为 8 的 开 区 间 ， 记 为 jo， 5[; 使 所 * 安 三 的 实数 * 
的 集 称 为 始点 为 。 终 点 为 5 的 闭 区 间 , 记 为 Ja,b[《 对 于 a=b, 记 
号 [a, oJ] 是 指 的 单 点 集 {0)); 使 4 过 «< 所 6( 相 应 地 ,a 委 x< 一 切 
的 实数 * 的 集 称 为 始点 为 « 终点 为 5 的 半 开 区 间 ， 开 于 a (相应 
地 ,8)， 闭 于 二 (相应 地 ,ea)， 记 为 a, 6]( 想 应 地 , fy 6[)， 区 间 
的 始点 与 终点 也 统称 为 区 间 的 “端点 ” 
《ID RR 是 一 个 阿 基 米 德 《Archimedes) 有 序 域 ,就 是 说 它 满足 呵 
基 米 德 公理 : 对 于 任 六 一 对 实数 x, ,满足 0 < *,0 和 ) 恒 存在 
整数 4 使 得 y < nx。 
QV) 民 满 足 区 间 套 公理 ; 任 给 一 个 这 样 的 闭 区 间 序列 ([[as5])， 
使 得 对 每 个 # 都 有 oo < wet 与 bots 所 如; 则 这 个 序列 的 交 非 空 . 


2 实数 的 序 性 质 


关系 x* 委 ? 等 价 于 “zx < ?或 xz 一 六 
《2.2.1) 对 于 每 一 对 实数 *，)， 三 种 关系 z+ 之 yx 一 yy xy 
中 有 一 个 且 只 有 一 个 成 立 ， 

这 由 《11.3) 与 《11.2) 推 得 , 因为 荐 x 天 y, 则 由 (12),x 之 y 
与 之 了 邮 时 成 立 是 不 可 能 的 。 
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《2.2.2) 若 有 关系 “所 $y 与 y 之 壤 或 “x 之 y 与 y 拟 2， 则 有 
x 

因为 据 CI.1), 由 它们 都 能 推出 * 筷 *， 又 若 = = z， 则 我 们 
将 同时 有 * 所》 与 ?< *《 或 同时 有 * 二 y 与 y 所 x)， 这 是 矛盾 
的 . 
(2.2.3) 及 的 任意 有 限 子 集 4 都 有 一 个 最 大 元 素 5 与 一 个 最 小 元 
索 a《 即 对 每 个 x 4, 都 有 a 所 x 所 6). 

我 们 对 4 的 元 素 个 数 用 归纳 法 ， 对 于 二 1 该 性 质 是 显然 
的 . 设 < 是 4 的 一 个 元 素 , 令 B 一 4 一 {c}; 则 B 有 * 一 1 个 元 
素 ,于 是 它 有 一 个 最 小 元 素 。 与 一 个 最 大 元 素 ， 车 4 所 c<2 
则 e 是 4 的 最 小 元 素 ,&” 是 4 的 最 大 元 素 ; 著 所 c, 则 < 是 4 的 
最 大 元 素 , a 是 4 的 最 小 元 素 ; 若 c 专 a， 则 < 是 4 的 最 小 元 素 ， 
六 是 4 的 最 大 元 素 . 
(2.2.4) 设 4 是 尺 的 具有 ”个 元 素 的 有 限 子 集 ,1, 是 使 得 1 所 
+ 的 整数 i 的 集 , 则 存在 唯一 的 由 7, 到 4 的 双 射 ,使 得 对 这 了 
有 1 站 过 107) Qf 称 为 4 的 自然 序 ). 

对 # 用 归纳 法 , 当 ” 一 1 时 ,结果 是 显然 的 . 设 5 是 4 的 最 大 
元 素 (2.2.3), B ~ 4 一 {8}; 又 设 8 是 的 自然 序 。 则 具有 上 述 
性 质 的 任 一 个 1, 到 4 的 映射 了 必 使 fw) = 5, 因 此 fT 一 1) 一 
8B; 于 是 了 必 在 1,-1 上 与 8B 的 白 然 序 8 重合 ， 这 就 证 明了 是 唯一 
的 ; 反 过 来, 在 1, 上 定义 了 等 于 8 且 使 (mn) 一 5 我们 立即 看 到 
ft 具有 所 需要 的 性 质 . 
(2.2.5》 设 (xi) 与 (97) 是 两 个 > 项 的 有 限 实数 序列 (1 < ;i 生 由， 
量 对 每 个 i 都 用 专 yi, 则 

入 十 入 十 十 各 有 四 十 为 十 十 加 
另外 ,如 果 对 于 至 少 一 个 i 有 xi < y;, 那么 我 们 有 
和 二 加 二 二 

对 于 ”一 2， 据 《IT.4) 由 假设 依次 推出 十 所 十 各 所 
思 十 pm， 于 是 得 出 这 种 情形 下 的 第 一 结论 ;此 外 ,由 关系 x 十 za 一 
玉生 六 推出 十 为 二 加 十 为 三 因 十 如; 于 是 为 一 加 与 一 yi 
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由 此 推 得 第 二 论断 ， 应 用 刚才 对 = 一 2 所 获得 的 结果 ， 证 朋 就 可 
对 = 用 归纳 法 完成 . 

(2.2.56》 关系 zx 委 ?等 价 于 x 十 sc》 十; 当 用 一 代替 委 时 , 结 
果 不 变 . 

由 (1.4) 我 们 已 经 知道 车 x 志 y, 则 x 十 万 y+ sz; 反之 ， 
若 x 十 zy 寺 zz 则 x 寺 z 十 (一 2) 筷 yy 十 z 填 (一 2), 也 就 是 
所 y。 另 一 方面 , zx 十 x 一》 十 zx 等 价 于 xz 一 小 
(2.2.7) 关系 zx 志 y,0 和 yy 一 zy* 一 y 安 0, 一 y 所 一 x 是 等 价 
的 :用 < 代替 魏 , 结 果 不 变 . 

这 由 (2.2.6) 依次 取 z 一 一 *r*。 zx 一 一 》 与 一 一 * 一 而 推 
得 . 

* 之 0《 相 应 地 ,x > 0) 的 实数 * 称 为 定数 (相应 地 ， 严 阁 正 
数 ); * 生 0( 相 应 地 , x < 0) 的 实数 > 称 为 负数 (相应 地 ， 严 格 负 
数 )。 正 数 《 相 应 地 ,严格 正 数 ) 的 集 记 成 尽 :( 相 应 地 , R+)， 
(2.2.8) 若 %,…， zx。 是正 数 , 则 x 十 十，…* 十 z 也 是 正 数 ， 


而 且 除了 二 一 … = 二 了 以 外 ,都 有 加 十 各 十 十 
x > 0. 
这 是 (2.2.5) 的 特殊 情形 . 


特别 地 ， 对 任意 整数 > 0，x 之 0 (相应 地 , x > 0) 等 价 于 
P x* 空 0( 相 应 地 ,nn， x 之 0)、 
对 始点 为 a, 终点 为 5 的 区 闻 ， 正 数 5 一 ahU 做 该 区 间 的 长 


度 。 
对 任意 实数 x, 我 们 定义 |x|, 当 * 守 0 时 ,等 于 x; 当 * 守 0 
时 ,等 于 一 zx. 于 是 | 一 z| 一 *; |x| 称 为 * 的 绝对 值 ; 1z| 一 0 等 
价 于 > 一 0. 记 坟 一人 xz 十 |z1)/2Cz 的 正 部 ), 和 一 (1zl 一 /2 
(x 的 负 部 )， 于 是 当 > 关 0 了 时， x+ 一 x; 当 * 志 0 时 ,x+ 一 0; 
当 * 庆 0 时 ,x 一 0, 当 * 翅 0 时 ,x 一 一 z) 并且 + 一 z+ 一 x 
|x 一 4 十 
(2.2.9) 若 a > 0， 则 关系 1x| 所 a 等 价 于 一 sa。 志 x+ 护 4, 关系 
jx| 之 a 等 价 于 一 a 之 * 之 a 
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事实 上 , 若 * 关 0, 则 * > 一 4 恒 满 足 , 且 1x*| 所 a 《相应 地 ， 
1x| < 9) 等 价 于 * 委 《相应 地 ，* 过 a); 若 x 把 0, 则 x* 忆 sa 恒 
满足 ， 且 lx| 冬 a( 相 应 地 , [x| < 4) 等 价 于 一 * 和 。( 相 应 地 ， 


一 xz < a). 
《2.2.10) 对 任 一 对 实数 *, 》 有 jx 十 四 丢 1zl 十 1 人 与 [|x 一 
ble lx my 


据 定 义 , 并 由 (2.2.8), 当 x, y 同时 为 正 或 同时 为 负 时 ,第 一 关 
系 式 是 显然 的 ， 例 如 , 很 设 * 委 0 委 为 则 xz 十 ?7 安 ?》 袜 7 十 |x| 
一 可 十 lz[， 同 时 * 十 》 关 z 关 x 一 [中 一 一 lx 一 上。 从 
第 一 不 等 式 推出 |z| 一 [十 会 一切 [ 宝 1 二 | 一 外 及 [| 
一 jz 均一 切 [ 委 |z 十 ly 一 x| 于 是 一 lz 一 外 委 |xl 一 
ty 委 1z 一 多 _ 

用 归纳 法 由 《2.2.107 推 知 

| 

《22.11) 荐 x 空 0, 则 关系 * 反 Y 北 合 xz 二 yx. 

因为 依 (2.2.7)，* 委 ?蕴含 0 委 》 一 x+， 于 是 由 (IL.5) 得 出 
0< 和 zs(y —#) = zy — 3 
{2.2.12) 荐 * 必 0 与 y 安 0, 则 区 所 0; 着 * 志 0 与 ;所 0， 则 
zy 宇 0。 把 所 换 为 民 , 其 结果 不 变 。 特别 地 , 对 于 任何 实数 x, 都 
有 有? 字 了 而 且 除 * 二 0 以 外 ,都 有 2 之 0. 

第 一 论断 由 《15) 与 (一 2)y 一 一 x*y《 一 ?2) "(一 一 + 推 
出 。 另 一 方面 。xy 一 0 蕴 合 x 一 0 或 y 一 0。 由 (2.2.13) 对 任 一 
对 实数 x,y 都 有 [xy| 一 [xl* [yl, 

从 (2.2.12) 与 (1.7) 推 出 1 一 1>0, 于 是 据 (2.2.8), 对 于 a>0， 
实数 xa， 1(1 被 加 » 次) 是 >0 的 ;这 表明 自然 数 到 及 的 映射 n>n 
* 1 是 单身 的, 并且 保 持 着 序 关 系 , 加 法 与 乘法 ;于 是 自然 数 借 此 
映射 恒 同 于 实数 . 
《2.2.13)》 车 >> 0， 则 和 > 0.。 对 于 >> 0， 关系 *< 委 ?( 相 应 
地 ,x < 7 等 价 于 xz 生 yz 《相应 地 , xz < yz)， 关系 0<x < 到 7 
等 价 于 0 之 引 达 x 站 ， 并 且 ， 对 每 个 整数 ” > 0 也 等 价 于 0< 
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x 
第 一 个 论断 由 下 述 事 实 推出 : 因 xx 一 1>0, 于 是 由 
(2.2.12), x > 0; 第 二 个 论断 由 第 一 个 与 (2.2.11) 推出 ， 因 为 
x 一 《xs)z .第 三 个 论断 是 第 二 个 的 明显 结果 。 基 后 的 论断 由 关 
系 刀 <x yy < 入 对 整数 ”用 归纳 法 得 到 。 
附注 . 及 的 开 区 间 ]e, (a 之 力 非 空 ,因为 由 (2.2.13) 关 系 
5 一 >0 草 含 (全 一 a)/2>0; 因 此 ee<(e+2/2< 一 5 由 比 
附注 导出 : 
《2.2.14) 设 厂 ,…-, J 是 # 个 开 区 间 , 其 中 任意 两 个 都 没有 
公共 点 , 间 设 I 是 一 包含 Uj 的 区 间 , 车 六 是 六 的 长 (1 所 


i 
* 守 9) 是 I 的 长 ;5 则 hh 如 十 … 十 和 了 

令 了 一 ja 2[, 及 二 jcxs dx[， 对 每 个 源 1, 或 者 有 < 二 
di 三 或 者 有 由 志 cx 忆 4 否则 刀 介 J 就 不 空 。 对 于 一 1， 
这 个 性 质 立即 可 得 ,因为 委 c 过 4 所 5 所 以 一 c4 生 一 a, 从 而 
一 01 态 5 一 8。 对 # 应 用 归纳 法 ; 设 本 ，… ,Ji, 是 含 于 ]e, 6 中 
的 那些 区 闻 , J;,，…… J;,-,-p 是 合 在 ]di， 2[ 中 的 那些 区 间 ; 则 由 


-1p 


j 
归纳 法 知 > 杨 所 6 一 a， DI 扩 所 5 一 而 ;从 而 有 二 十 
pa 
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形式 为 土 r/ 的 实数 ,这 里 + 与。 是 自然 数 ,s 关 0, 称 为 有 于 
数 ， 使: 一 1 的 那些 有 理 煞 称 为 整数 ( 正 的 或 负 的 )， 所 有 整数 的 
集 记 为 Z， 
(2.2.15) 有 理 数 集 @ 是 可 数 的 。 

因为 Q@ 是 QNR; 与 QN( 一 Ri) 的 并, 所 以 只 要 证 明 QNR+ 
是 可 数 的 就 行 了 。 但 是 存在 YX N 的 子 集 到 Qn R; 的 注射 
(ms 7) > w/a， 这 个 子 集 是 由 那些 = 关 0 的 数 对 组 成 的 , 于 是 由 
〈1.9.2》(1.9.3) 与 (19.4) 得 出 要 证 的 结果 ， 
(2.2,16) 如 的 每 个 开 区 间 都 包含 有 理 数 的 无 穷 集 。 
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这 只 要 证 明 ]a, 2[ 包含 一 个 有 理 数 “就 够 了 ， 因 为 这 镜 
]a, ec[ 将 包含 一 个 有 理 数 ,于 是 用 归纳 法 就 能 得 出 最 后 的 结果 . 令 
x+ 一 5 一 > 03; 据 ( 人 ID) 存在 一 个 整数 ">1/xr* 于 是 由 (2.2.13)。 
1/a<x, 我 们 可 以 假设 >>0《 和 否则 考虑 区 间 ] 一 8, 一 a[, 其 中 一 a 
> 0). 据 (QD) 存在 整数 和 > 0 使 得 5。 所 /ns 设 大 是 满足 2<4/ 
2 的 最 小 的 整数 ， 则 (于 一 DA 到 六 我 们 证 明 《8 一 Dfn 之 as 
如 果 不 然 , 则 据 (2.2.9) 有 5 一 a 一 + 二 ia 与 # 的 定义 蔬 盾 ， 
《2.2.17) 实数 集 是 不 可 数 的 . 

用 反 证 法 来 还 明 。 假 设 有 入 到 民 的 双 射 n> *,。 我 们 归纳 
地 定义 整数 的 序列 # 一 p(n) 如 下; p07) 二 0,p(1) 是 使 ,之 
mw 的 4 的 最 小 值 ， 假 设 对 # 所 2m 一 1, pz) 已 定义 ,并 利 x*pwom-23 
三 zp0zmD; 那么 据 (2.2,16), 集 ]xpwm-zs xzom-o[ 是 无 穷 的 ,于 是 
定义 p(2m) 是 满足 xpom-s 过 zh 去 rpem-n 的 最 小 整数 太 之 pp 
C2m 一 1); 然后 定义 p (2m 十 1) 是 满足 xpcm 过 4 世 xpcom-s 的 
最 小 整数 和 > pL2m)， 显 然 序 列 p(w) 是 严格 上 升 的 ,于 是 对 所 有 
的 # 都 有 p(x) *， 另 一 方面 , 由 上 述 作法 推 知 , 闭 区 间 [xpom， 
xeomtw] 含 于 开 区 间 ] xzomw-oy xpon-b[ 内 。 据 (IV) 存在 实数 ? 
含 于 所 有 闭 区 间 [xpo，zxpco+o] 内 ， 并 且 它 不 与 任何 端点 重合 ， 
因为 一 个 区 间 的 端点 不 属于 下 一 个 区 间 。 设 8 是 使 y 一 xa 的 整 
数 , 再 设 ” 是 使 pCx) 所 4 的 最 大 整数 ,于 是 g < p(w 十 1)， 先 假 
设 # 一 2m; 则 关系 xzom < fo 芝 tplmtn toom-D 与 PC2m 十 17 
的 定义 了 矛盾。 反之 ,车 = 2m 一 1 则 关系 zao-p < xzptom 过 4 
<< xptamn 就 与 gam 的 定义 相 了 矛盾 ， 证 完 . 

向 题 

1) 设 4 是 屎 的 可 数 子 集 ， 且 有 下 述 特质 ; 对 于 4 的 每 一 对 元 素 * <y， 
总 存在 4 的 元 案 ww ww 使 得 w*<z<y<y<w。 试 证 存在 4 到 有 理 数 集 Q 
上 的 双 射 1 使 < < 落 含 大 AD) <1(y), ( 令 ”一 ms2 ?和 是 N 到 4 与 人 上 
的 双 射 。 对 * 用 归纳 法 证 明 : 存在 有 限 子 集 4c4, BCQ, 及 4 到 BB 的 
双 射 廊 : 使 得 : 1" 对 ; 委 z 的 wm 属于 如 ; 2 对， 所 2 的 己 属 于 Bi; 3 在 
和 中 =<y 草 含 jn(s)<j CG); 4 如 cdot 并 且 加 是 加 + 在 如 上 的 限 
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制 .》 
2)》 证 明 所 有 无 理 数 集 7 对 等 于 RR( 参 看 1.? 节 问题 5 )。 


3. 上 确 界 与 下 确 界 


称 实数 5 为 民 的 子 集 X 的 上 界 ( 相 应 地 ,下 界 ), 假如 对 每 个 
xEX, 都 有 x 扫 5( 相 应 地 , 5 < *)， 集 XCR 称 为 有 上 界 的 ( 相 
应 地 ,有 下 界 的 ), 假 如 X 的 上 界 ( 相 应 地 ,下 界 ) 的 集合 不 空 。 若 x 
是 有 上 界 的 , 则 一 X《 一 x 的 集合 ,这 里 *e X) 是 有 下 界 的 ,而 且 对 

， 每 个 x 的 上 界 6, 一 5 是 一 X 的 下 界 。 反 之 也 是 一 样 。 既 有 上 界 又 
有 下 界 的 集 。 称 为 有 界 集 - 
(2.3.1) 集 XCR 有 界 的 充 要 条 件 是 存在 整数 a, 使 对 每 个 xE X 
都 有 1xz| 所 . 

因由 (ID 推 知 , 营 < 是 多 的 下 界 ，5 是 它 的 上 界 、 则 存在 整数 
Pp，4 使 得 一 p 过 4 与 5 一 9; 于 是 取 n 一 p 十 9g 即 可 。 逆 命 题 是 
显然 的 。 

(2.3.2) 车 RR 的 非 空子 集 X* 有 上 界 ， 则 X 的 上 界 的 集合 M 有 一 
个 最 小 元 素 . 

设 a€ 及 ,5 Mi; 气 (ITD， 对 每 个 整数 w，。 都 存在 整数 m， 使 
得 5 委 。 十 加. 277; 另 一 方面 ,车 。 是 多 的 上 界 , 则 每 个 y >< 亦 
然 ,因此 存在 最 小 的 整数 p,, 使 得 a 十 p,* 2 是 x 的 上 界 ; 由 此 
推 知 ,车 1。 = [ae + (po 一 1)2*，a 十 po* 2-*], 则 Io 个 X 是 不 
空 的 。 由 于 ps* 2 = (2b)2- 5 所 以 必然 有 port 一 2b。 或 
putt 一 2pa 一 1， 因为 《2p。 一 2)2- 汪 :不 是 上 界 , 换 名 话说 ,ToraC 
1。 由 (IV) 推出 , 区 间 1。 有 一 个 非 空 的 交集 J; 车 7 至少 包含 两 
个 不 同 的 元 素 a<8, 则 区 间 [w, 8] 就 含 于 每 一 个 1。 中 ,因此 所 
《2.2.14)， 对 每 个 +* 有 2-" 守 8 一 a 或 1 之 2"(8 一 a), 这 与 (20) 
矛盾 ( 记 住 ?* 守 x。 由 归纳 法 这 是 显然 的 )， 因 此 本 = {7}. 我 位 
首先 证 明 Y 是 的 上 界 ; 若 不 然 , 则 存在 ze X, 使 得 x > 7; 但 是 
这 时 存在 # 使 27" 邦 * 一 7Y, 又 因 Y 《1,， 所 以 有 2 十 加 -2 一 
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xz 这 与 pe 的 定义 矛盾。 另 一 方面 ,每 个 7e M 都 之 7; 若 不 然 , 则 
存在 ”使 得 ?一 <Y 一 y, 又 因 Y E11， 所 以 有 a + 《ps 一 D2 
>y 从 而 a 十 (pr 一 1D2™" 是 X 的 上 界 ; 这 又 与 知 的 定义 矛 
盾 . 于 是 数 Y 是 M 的 最 小 元 素 ; 称 它 为 尺 的 最 小 上 界 或 上 确 界 , 并 
记 为 supX。 
(2.3.3) 车 民 的 非 空 子 集 XX 有 下 界 , 则 XX 的 下 界 的 集合 M 有 一 
个 最 大 元 素 。 

把 (2.3.2) 应 用 到 集 一 四 上 即 得 。 

M' 的 最 大 元 素 称 为 X 的 最 大 下 界 或 下 确 界 , 并 记 为 inf X, 对 
于 非 空 有 界 集 多 , inf XX 与 sap 和 都 存在 ,并 且 inf X < sup X. 
《2.3.4) 有 上 界 的 集 屋 的 上 确 界 是 这 样 的 实数 Y*， 它 由 下 列 丙 个 
性 质 表征 : 1” 7 是 X 的 上 界 ; 2” 对 于 每 个 整数 4 > 0, 部 存在 元 


素 xEX 使 得 7 一 上 过 x 志 Y， 
加 


7 二 supX 的 两 个 性 质 直 接 由 定义 推出 ,因为 第 二 个 性 质 表 示 
7 一 二 不 是 x 的 上 界 . 反之 , 车 这 两 个 性 质 满足 , 则 我 们 不 能 有 


1 


一 ， 
加 


supX 一 8 后; 因为 存在 4 使 得 十 之 7 一 8， 因此 8 < > 一 


于 是 y 一 二 是 Xx 的 上 界 ,而 与 性 质 2 矛盾 。 类 似 的 特性 对 


infX 也 成 立 , 这 只 要 把 (2.3.4) 应 用 于 一 X 就 行 了 , 因为 infX 一 
supC—X). 

若 集 XCR 有 最 大 元 过 5( 相 应 地 ,最 小 元 素 4), 则 5 一 supX 
《相应 地 ,a = infX), 这 时 我 们 记 之 为 maxX 《相应 地 , minX) 而 不 
是 supX《 相 应 地 , infX)， 据 (2.2.3), 这 特别 适用 于 有 穷 集合 .但 有 
界 无 穷 集 的 上 确 界 与 下 确 界 却 不 一 定 属于 X; 例 如 , 若 六 是 所 有 
数 1/z 的 集 , 这 里 # 取 遍 所 有 整数 守 1， 则 0 是 区 的 下 确 界 。 
《2.3.5) 若 4CR 是 有 上 界 的 , 且 BC4, 则 B 也 是 有 上 界 的 ， 而 
且 supB & supA, 
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这 直接 由 定义 推出 。 
《2.3.6) 设 (4)iez 是 民 的 非 空 有 上 界 子 集 的 族 ;是 4 一 LU 4i， 


x 
再 设 了 是 以 sup 4: 为 元 素 的 集 ， 则 4 有 上 界 的 充 要 条 件 是 5 有 上 
界 , 并 且 sup4 = supB. 

由 定义 立即 推出 : 4 的 任意 上 界 痢 是 8 的 上 界 ， 反 之 亦 然 。 
因而 得 出 要 证 的 结果 . 

设 了 是 集 4 到 实数 集 丸 的 映射 ;我 们 说 了 在 4 中 是 有 上 上 界 的 
《相应 地 ， 有 下 界 的 ， 有 界 的 ), 如 果 灵 的 子 集 (4) 是 有 上 界 的 
《相应 地 ,有 下 界 的 ,有 界 的 ); 我 们 记 supf(4) = sup f(x),infK4) 
一 inf f(x), 这 时 ,这 些 数 (f 在 4 中 的 上 确 界 与 下 确 界 ) 也 就 被 确 
定 了 ,着 f 是 有 上 界 的 , 则 一 是 有 下 界 的 ,而 且 

jn 一 Te) = — supf(). 
《2.3.7) 设 f 是 44X 4 到 RR 的 映射 ; 若 f 是 有 上 界 的 ,; 则 
人 

因为 可 以 把 KA x 4，) 写成 形 如 集合 f《{x4} Xx 4;) 的 并 
集 , 取 遍 4,, 并 应 用 (2.3.6). 

(2.3.8) 设 f,g 是 4 到 民 的 两 个 映射 ,并且 对 每 个 x& 4 都 有 f(x) 
坊 g(w); 那么 若 8 是 有 上 界 的 , 则 f 也 是 有 上 界 的 ,而 县 
Supf*) < sap gC). 
这 立即 由 定义 推出 ， 
《2.3.9) 设 1 与 8 是 4 到 此 的 两 个 映射 ; 车 了 与 ?都 是 有 上 界 
的 ， 则 后 十 8《 即 映射 > 一 fs) 十 g(x)》 也 是 有 上 办 的 , 而 且 
sup (CD 十 ED) < Se + sup gle). 
若 & 也 是 有 下 界 的 , 则 
Supf(#) + integCe) < suplf() + gC#)). 
设 a = sup1(%)，5 一 sup g(x); 则 对 每 个 x*& A4, f(x) 所 a 且 
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go 所 所 于 是 Ka 上 ea 所 4+ 而 得 到 第 一 个 不 等 式 , 设 
c 一 infg{x); 则 对 每 个 re 4, f(x) 二 cc 所 fx) 十 8x) 所 4 一 
sup (1C + g(x)); 但 由 此 得 出 :对 每 个 ze 4， f(x) <4 一 


于 是 a <4d 一 ,或 a 十 c 所 4， 这 就 是 第 二 个 不 等 式 . 
《2.3.10) 设 f 是 4 到 RR 的 有 上 界 的 映射 则 对 每 个 实数 “ 都 有 
sup Ce 十 ec) 一 < 十 sup fC) 


用 (2.3.9) 中 把 8 取 为 常 函数 “ 即 得 . 
《2.3.11》 没有 (相应 地 , 及 ) 是 4 《相应 地 , 42) 到 尽 的 有 上 界 的 
映射 ; 则 (x, x2) 一 上 (zx) 十 2(%%) 是 有 上 界 的 ,并 且 
《hma) + fx2)) = ,spf(s) suphlx2). 


Cpa 
应 用 (2.3.7) 与 (2.3.10) 即 得 . 
我 们 把 关于 int 类 似 性 质 的 叙述 留 给 读 省 (处 处 改变 符号 即 
可 ). 


问 题 


设 * 一 Kz) 是 中 到 呀 的 开 区 间 集 的 映射 ， 使 得 7(x) 是 中 心 为 x、 长度 
所 “的 开 区 间 (* 是 给 定 的 >0 的 数 )， 试 证 : 对 于 吕 的 每 个 闭 区 闻 [， 51， 
都 存在 [4 51 的 有 限 个 点 * 使 得 1” 区 间 7(*i) 构成 [<,， 5] 的 覆 董 ; 2 
KK2i) 的 长 度 之 和 所 + 2 全 一 9). 《证 明 : 其 对 任意 满足 。 志 x*<#*<5 
的 区 闻 [a, *] 定理 为 真 , 则 存在 "，*<”< 使 得 对 任意 这 样 的 区 间 [a, 7] ， 
满足 <y <v， 定理 仍 真 。 然 后 考虑 所 有 数 * < 5 的 上 靖 界 ， 它 使 定理 对 任 
意 区 闻 [9, *]，e<<*<4, 为 真 .) 试 证 : 对 于 每 一 个 区 间 [o， 8], 存在 <>0， 
映射 7 和 点 *; 使 得 区 间 人 K*1) 构成 [2， 5] 的 覆盖 ,并且 Kx) 的 长 度 之 和 
等 于 “+ 2(5 一 人。 
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第 = 章 距离 空间 


这 一 章 与 第 五 章 一 起 构成 了 本 书 的 核心 : 在 这 两 章 中 我 们 发 
展 了 即将 用 来 表述 分 析 结 果 的 几何 语言 ， 它 使 我 们 能 够 把 那些 分 
祈 结 果 令 述 得 足够 一 般 化 以 及 对 它们 给 出 最 简单 ,最 清楚 的 证 明 。 
当 具 体 到 "通常 的 "三维 空间 时 ， 本 章 记 引 进 的 大 部 分 概念 部 具有 
非常 站 观 的 意义 ; 有 了 在 问题 与 以 后 几 章 中 应 用 它们 的 一 些 经 验 
以 后 ,学 生 就 会 相信 ， 只 要 有 一 定 的 防护 , 这 种 直观 整个 说 来 是 极 
为 可 睹 的 响 导 ,并 且 把 它 局 限 在 古典 应 用 的 范围 是 可 异 的 . 

本 章 几乎 没有 什么 真正 的 定理 ;大 部 分 结果 部 由 定义 直接 扒 
出 ， 那 些 要 稍 加 推 殴 的 东西 也 决 不 是 很 深 现 的 。 3.1 节 到 3.13 节 
实质 上 是 建立 专门 名 词 的 ， 初 学 的 读者 可 能 觉得 术语 大多， 特别 
是 3.5 池 到 3.8 节 。 其 实 ,这 不 过 是 反复 饼 述 同一 事物 的 各 种 说 法 
而 已 ; 我 们 要 运用 这 种 明显 的 语言 重复 的 理由 见于 应 用 之 中 : 上 刻 
除 它 (这 在 理论 上 是 办 得 到 的 ) 常常 引起 表述 上 很 大 的 国难 与 麻 
烦 ,并 且 实 呈 证 明 ,为 更 加 明了 而 多 记 几 个 额外 的 术语 是 完全 值得 
的 ， 

本 癌 出 现 的 最 重要 的 邦 念 是 完备 性 (3.4)， 紧 性 (3.16 到 3.18) 
与 连通 性 (3.19)， 它 们 在 以 后 将 反复 用 到 ,学 生 在 继续 学 习 以 前 ， 
应 当 尽 可 能 彻底 地 理解 它们 。 

虐 离 空间 只 构成 一 种 特殊 的 “拓扑 空间 "， 因 此 我 们 可 以 把 这 
一 章 看 成 学 习 例如 Kaley"9 与 Bourbakima 的 “一般 拓扑 学 "的 人 站 ; 
如 果 我 们 在 大 多 数 问题 中 实现 了 用 以 定义 蝶 离 空间 的 距离 只 起 一 
种 辅助 作用 。 并 能 被" 等 价 " 虐 离 所 代 状 而 大 体 上 不 影响 研究 中 的 
现象 ,那么 , 据 (3.12? 的 附注 ,这 种 推广 的 方法 就 会 变 得 很 明显 ,在 
第 十 二 章 中 ,我 们 将 讨论 一 般 拓扑 的 概念 ,而 它 在 其 局 的 章节 中 要 
用 到 


1. 距离 与 距离 空间 


设 卫 是 一 个 集合 瑟 上 的 距离 是 指 E X 8 到 实数 集 民 的 具 
有 下 列 性 质 的 映射 5; 
《D 对 的 任意 一 对 元 素 +, y, d(x,y) 之 0. 
(ID 关系 d(x y) 一 0 等 价 于 一 少 
《IT) 对 百 的 任 一 对 元 x，y, dCy, x) 一 dz， 站)， 
(IV) 对 五 的 尾 意 三 个 元 素 xyy, #4(xy x) 人 d(x yy) 寺 4 
《7，s) (三角 不 等 式 )。 
用 归纳 法 由 (1V) 推 得 :对 任意 ”> 2 
dx1s x19) SE A ris 13) + drss 413) + "oo ot Arats ro). 
《3.1.1) 车 4 是 E 上 的 距离 ， 则 对 于 的 任意 三 个 元 素 *，》，z， 
1a(r 2) 一 dy, 2)| 所 dlx，y)， 因 为 电 C7) 与 (IV) 推 得 
dx, za #2) TF d(x, y) 
且 
dy， 2) < Ady, x) + dx, 8) = dx, 9) d(x, 2) 
因此 
—al*, y) < drs #) ~— dy #) Ed, 
距离 空间 就 是 在 其 上 给 定 了 距离 的 集合 E. 
在 本 章 的 一 般 论述 中 ,每 当 我 们 引进 距离 空间 E, E”, E” 时 ， 
一 般 就 用 4， 4 , 4” 表示 EE, E', E” 上 的 耻 离 , 


2. 距离 的 例子 


(3.2.1》 函数 (x, y) 一 |z 一 y| 是 实数 集 上 的 虑 离 ， 这 立即 由 

《2.2.117 推 出 ;我 们 把 对 应 的 距离 空间 称 为 实 直 线 ， 当 把 R 看 作 距 

离 空 间 而 没有 明确 指出 用 什么 距离 时 ， 我 们 总 按 刚 才 定义 的 那个 

距离 来 理解 . 

(32.2》 在 通常 三 维 空间 Ri 一 RRX RX R 中 ,对 任意 二 元 素 
.30 。 


7 《xls 4 和) 与 》 一 《〔》1 yp ys) 由 
dx) = Vr yt CH — pa) + (x — ya 
定义 的 通常 “ 欧 氏 降 离 "显然 满足 公理 《I)， (1D), (1D; (IV) 可 用 
直接 的 计算 来 证 实 . 
《32.3) 在 “ 实 平面 ” R' 一 R X R 中 ,对 任意 二 元 素 z 一 (xs) 
与 y 一 《yiyya) ,定义 
dx 9) = ut ls 
公理 《1)、(), CID) 很 容易 验证 ,而 《IV) 可 由 (2.2.10) 推 得 . 
(3.2.4) 设 4 是 一 个 集 ; 一 女 (4) 是 4 到 R 的 有 界 映 射 的 集 
( 见 2.3)， 则 对 互 的 任意 两 个 函数 1, g, f 一 g 也 属于 E， 因而 数 
df, 一 | — go! 


有 定义 .映射 (f 8g) 一 alf, g) 是 E 上 的 虑 离 ; 因为 QD 与 (ID 
是 显然 的 ， 而 (IV) 立即 由 (2.3.9) 与 《2.3.8) 推 得 ; 男 一 方面 、 若 
alf,g) 一 0, 则 对 所 有 的 ze 4，f(#) 一 gl?) 一 0, 这 表示 fj 一 & 
《 见 1.4), 于 是 得 出 《ID。 
《3.2.5》 设 了 是 任意 集 , 定 义 dx，y) 呈 1 若 * 到 yd(x,x) 一 0。 
那么 《DD ,C11), (I) 均 易 证 实 ; 当 三 元 素 x*,y,， x 中 有 两 个 相等 时 ， 
(IV) 立即 可 得 ;否则 我 们 有 dz #*) = 1,d(x,y) 十 dCys2) 一 2 
于 是 (TV) 在 每 种 情况 下 均 满足 。 在 E 上 用 这 种 距离 定义 的 距离 
空间 , 称 为 离散 的 虐 离 空间， 
(3.2.6) 设 是 素数 ;对 任意 自然 数 ”> 0, 我 们 定义 vpCn) 是 # 
的 素数 分 解 式 中 的 指数 ,由 定义 立即 推 得 ， 对 任 一 对 正 整 数 ， 
《3.2.6.1》 solnn’) = vpn) + var). 
其 次 设 x 一 土 r/s 是 任意 非 零 有 理 数 ,其 中 + 与 是 正 整数 ; 定义 
vs (2) 一 valr) 一 vs); 这 个 数 不 依 赖 于 分 数 * 的 特殊 表示 式 ， 
这 是 立即 由 (3.2.6.1) 推 知 的 ; 这 个 关系 式 也 证 明 , 对 任意 一 对 非 零 
有 理 数 , 都 有 
(32.6.2) valxy) = vol#) 十 vly). 

对 任意 一 对 有 理 数 x,7,, 令 d(x 一 pF 车 + 天》 又 
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d(x，*) 一 0; 我 们 将 证 明 这 是 有 理 数 集 @ 上 的 距离 ( 即 记 谓 的 
“p 进 距 离 *)， 公 理 (1), 《ID 与 《HDD 立即 出 定义 推 得 ;此 外 ;我们 
证 明 公 理 (IV) 的 下 述 加 强 形式 : 
《3.2.6.3》 a(x, s) < max(ad(xs y), dy, 2)), 
因为 当 元 素 x, yz 中 有 两 个 相等 时 。 这 个 不 等 式 是 显然 的 ,所 以 
可 以 假定 它们 互 不 相同 ， 于 是 我 们 必须 证 明 : 对 于 * 关 0,7 天 0 
与 + 一 py 天 0 的 任意 有 理 数 x,y, 有 
《3.2.6.4) valx —Y) min(vslx), vply)). 
J] 以 假定 v(x) 之 vp(y); 利用 (3.2.6.2) 就 使 要 证 的 关系 式 化 为 : 
对 于 满足 * 隐 0, x 天 1 与 v(x) 守 0 的 任意 有 理 数 *， 
(3.2.6.5) vss —l) 2 0. 
但 是 ,由 定义 , x 一 土 pr/s, 其 中 如 关 0, 7 与 :不 能 被 ?整除 ; 因 
为 z 一 1 具有 不 能 被 P 整除 的 分 母 ,所 以 《3.2.6.5) 可 由 vs 的 定义 
推出 . 

其 他 的 例子 将 在 第 VVI, VII 章 中 详细 研究 。 


| 


| 


3. 等 距 


设 互 , E' 是 两 个 蝶 离 空 间 , 4, 4 分 别 是 E 与 8’ 上 的 距离 .我 

们 称 E 汉 Eg’ 上 的 双 射 + 为 等 距 , 如 果 对 E 的 任 一 对 元 素 , 有 
{3.3.1) dF) 469)) = d(xs 9); 
于 是 逆 映 射 站! 就 是 E' 到 上 的 等 虑 ， 两 个 距离 空间 E,E' 是 等 
距 的 ,如果 存在 五 到 E' 上 的 等 距 ， 在 忆 中 证 明 的 尾 意 定理 , 如 果 
只 与 互 中 元 素 间 的 虐 离 有 关 , 则 它 在 任意 等 距 空 间 如 中 都 立即 产 
生 一 个 对 应 的 定理 、 这 个 对 应 的 定理 与 定理 中 举 涉 到 的 元 素 在 
了 下 的 象 的 虑 离 有 关 . 

现在 设 E 是 一 个 距离 空间 ，4d 是 E 上 的 眶 离 。 了 是 了 到 集合 
E"” 上 的 双 射 (这 里 五 上 毋 需 事先 定义 距离 ); 于 是 我 们 可 以 用 公式 
(3.3.1) 在 E" 上 定义 一 个 距离 a, 并 且 f 就 是 E 到 EE 上 的 等 虐 。 
我 们 说 # 把 距离 a” 从 E 转移 到 E’ 上 、 
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(3.3.2) 例 , 广义 实 直 线 不 . 在 民 内 由 fx) 一 x/(1+|x|) 定义 
的 函数 了 是 尽 到 开 区 间 7 一 ] 一 1, 十 L [上 的 双 射 , 逆 映 射 8 
册 gC%) 一 >/(1T+ 1x1)Cix| < 1 定义 ， 设 了 是 闭 区 间 [一 1， 
十 1], 并 设 总 是 民 与 两 个 记 为 +oo 和 一 oo( 无 穷 远 点 ) 的 新 元 素 的 
并 集 ; 我们 通过 令 忒 七 co) 一 二 1, 开 一 00) = 一 1 把 了 延 拓 成 天 
到 了 上 的 双 射 ， 仍 用 8 记 逆 且 射 ， 因 为 了 关于 虐 离 |* 一 ?| 是 一 
个 距离 空间 ， 所 以 可 以 应 用 上 面 所 说 的 方法 ,通过 令 d(x, 7) 一 
if(w) 一 f(y) | 而 把 中 定义 成 一 上 距离 空间 ， 赋 予 这 个 距离 的 距离 
空间 下 ( 当 考 虑 尽 的 元 素 时 ， 它 们 的 距离 与 (3.2.1) 中 所 定义 的 
不 同 ) 称 为 广义 实 直 线 ;注意 , 对 于 之 0, 2(+ooyx) 一 1/CL+ 
1x|); 对 于 x 所 0, d(—00, rz) = 1/(1 + |x|), 

我 们 可 以 由 * 委 ? 等 价 于 f(x) 委 f(y) 来 定义 不 上 的 一 个 序 
关系 ;容易 验证 , 对 R 中 的 *, 》， 这 等 价 于 在 尽 上 已 经 定义 的 那 
个 序 关系 、 此 外 对 每 个 x€ 尽 都 有 一 oo < z < 十 co; 实数 也 称 为 
下 的 有 限 元 素 ,在 第 了 1 章 中 遇见 的 只 与 序 关 系 有 关 的 所 有 性 质 与 
定义 (除了 一 切 涉 及 代数 运算 的 东西 以 外 ) 都 能 由 映射 8 直接 转移 
到 艳 上 ， 丽 的 任意 非 空子 集 4 对 于 上 述 那 个 序 关系 总 是 有 界 的 ， 
因而 sup 4 与 inf 4 有 定义 。 俱 可 以 是 十 co ,一 co 与 实数 ，supx(z) 


与 wx) 的 定义 《对 于 集 4 到 此 里 的 任意 映射 人 ) 可 同样 地 给 


出 ,而 且 特 别 地 ,性 质 (2.3.5), (2.3.6), (2.3.7) 与 (2.3.8) 无 改变 地 
成 立 。 


4 球 ,球面 ,直径 


在 距离 空间 的 理论 中 ， 使 用 由 经 典 几 何 产生 的 几何 语言 是 汲 
为 方便 的 ， 距 离 空 间 的 元 素 通常 称 为 点 ， 给 定 具 有 了 虐 离 4 的 距离 
空间 ,点 a&€ 三 与 实数 ”> 0, 则 中 心 为 «半径 为 的 开 球 ( 相 应 
地 , 闭 球 , 球 面 ) 是 集合 BCa; +) 一 {x 6 Eld(asx)<+} 《相应 地 ,了 
(a 7) = {rE Eld(asx) 1}, Sas +) = {zr€ Eld(la, +)=7}), 
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中 心 为 4 的 开 球 与 闭 球 总 包含 点 a， 但 是 中 心 为 4 的 球面 却 可 能 
是 空 集 ( 关 于 一 般 距 离 空间 中 球 可 能 具有 的 末 特 性 质 的 例子 , 见 
3.8 节 间 题 4). 

例 。 在 实 直 线 上 ,中 心 为 «半径 为 7 的 开 球 (相应 地 , 闭 球 ) 是 
区 闻 ] a 一 +， a 十 + [《 相 应 地 ,fa 一 r，a 十 >]); 中 心 为 «半径 
为 + 的 球面 由 两 点 4 一 +, a 十 r 组 成 。 在 广义 实 直线 听 上 ,中 
心 为 十 oo 半径 为 + < 1 的 开 球 是 区 闻 (1 一 +)/r, 十 0]， 在 离 
散 空 间 E 中 ， 中 心 为 4 半径 为 + < 1 的 球 ( 开 的 或 闭 的 ) 化 为 一 点 
a， 相应 的 球面 是 空 的 ;反之 , 若 + 守 1, 则 Bla; +) 二 B'(a;7) 一 
E, 而 当 ? 之 1 时 SCa; 1) 一 8， 当 + 二 1 时 Slo; 1) 一 
{a}. 

设 4，、B 是 互 的 两 个 非 空 子 集 ; 4 到 了 的 距离 定义 为 非 负数 
4 B) 一 inf ,dC*，》)， 当 4 退化 为 一 个 点 时 ,dC4， 8) 也 可 


以 写成 dl*, 8B); 所 (2.3.7)， 我 们 有 dC4, 8) 一 和 d(x，B). 若 


ANB 交加, 则 QCA，B) = 0, 但 是 着 命题 不 一 定 成 立 .更 一 般 地 ， 
当 d(4, 8) 一 时， 不 一 定 存在 一 对 点 *E 4，y& B， 使 得 2z， 
站 二 sa， 例如 在 实 直线 尺 上 ， 设 4 是 所 有 关 1 的 整数 的 集 , B 


是 形 如 4 一 十 的 数 的 集 ,其 中 是 所 有 之 2 的 整数 ，4 与 了 没 


有 公共 点 ,但 是 4 (msn 一 二 ) 一 二 可 以 任意 小 ,于 是 d4，8) 一 0 


《 见 3.7 节 问 题 2). 
(3.4.1》 车 点 * 不 属于 球 B(a; >) (相应 地 ，B (as rz)), 则 
a(x B(a; +)) > da +) 一 + 《相应 地 ,a(x,B'(a; 7)) 之 d(as *) 
—7). 

事实 上 ,由 假设 推 知 ，dCa, *) 之 r; 对 任意 ?6e BCa; +r) 《相应 
地 ,ye 日 (ai +)), 据 三 角 不 等 式 ， d(x,y) 守 dCas xz) 一 dle, y) 
da, x) —+, 
《3.4.2) 车 4 是 的 非 空 于 集 , x， y 是 FE 的 两 个 点 , 则 

[ax A) ~— dly, A)| < dx, 
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困 对 每 个 ss 4， d(x, 2) 所 dr)) + 碎 )，z)， 故 据 (2.3.8) 
与 (2.3.10) 有 
dxs4) = intgdlx,s #) < ink (Axs yp) + Ay, 2)) = dx, 7) 
+ inf ds 2) ~ d(x D+ dy, A). 


同样 地 有 dCy， 4) < dx, 3;) 二 dx, 4). 
对 中 任意 非 空 集 4， 4 的 直径 定义 为 5(4) 一 .sop Cx»y); 


它 是 一 个 正 实数 或 十 %0: 由 4 忆 8 可 以 推出 C4) 筷 5《8)， 当 上 且 
仪 当 4 是 单 点 集 时 ,关系 8《4) == 04 才 成 立 . 
《3.4.3) 对 任意 球 , 有 83CB'(a; 1)) 所 27. 
因 若 d (as x) 所 + 与 4《as,y) 所 1, 则 所 三 角 不 等 式 有 d(x， 
DE 27。 
上 中 的 有 界 集 是 直径 为 有 限 数 的 非 空 集 ， 每 一 个 球 都 是 有 界 
的 ， 如 广义 实 直 线 下 的 例 所 示 , 整 个 空间 E 有 界 .， 有 界 集 的 任意 
非 空 子 集 是 有 界 的 . 
(3.4.4) ”两 个 有 界 集 4， B 的 并 是 有 界 的 . 
因为 , 若 *e 4， bE 8B, 又 若 +，y 是 4 UB 中 的 任意 两 点 ， 则 
或 者 z 与 ? 均 在 4 中 ,而 有 dx、y) < 红 4), 或 者 它们 在 8 中 ,而 
有 Alx,y) S 8(B) 或 者 ， 例 如 *e 4，》 3， 而 据 三 角 不 等 式 有 
dx, 9) drs a) + dlas 5b) + ds, y), 因此 
SAUB) < da b) + BA) + 5CB); 
这 对 任意 ec 4，6& 了 都 是 对 的 , 据 2L4，B) 的 定义 有 
(AUB) EAA, B) 十 5C4) + 3(B). 
由 此 推 知 , 若 4 是 有 界 的 , 则 对 任意 me E、 4 都 含 于 以 各 为 
中 心 ,以 4Cxo， 4) + 5(4) 为 半径 的 闭 球 中 。 


5 开 党 


在 距离 为 4 的 距离 空间 中 ， 开 集 是 具有 下 列 性 贰 的 E 的 子 
集 4; 对 每 个 *k 4, 总 存在 + > 0 中 B(xr; r)C4， 空 集 是 开 集 
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( 见 1.1); 整 个 空间 E 是 开 集 . 

《3.5.1) 任意 开 球 是 开 集 . 

若 *e BCa; +r)， 则 由 定义 Ala, x) 过 +; 因而 由 关系 d(x， 
妨 三 + 一 las *) 推 出 dayy) 所 das zx) 十 drs) 达 +r， 这 就 
证 明了 包含 关系 BCx; + 一 das x))C BCas +). 

(3.5.2) 任意 开 集 族 (41)iei 的 并 是 升 的 ， 

为 着 对 于 某 个 ke 工 ,x& du 则 存在 + > 0 使 得 B(z3r)C 
4C4 一 04i。 


轩 EL 

例如 在 实 直线 RR 上 ,任意 区 间 ]e + cof 是 开 的 ,因为 它 是 所 
有 那些 x > “的 开 集 ]a, x[ 的 并 . 同样 地 ] 一 co, a[ 是 开 的 . 
(3.5.3) 有 限 个 开 集 的 交 是 开 的 . 

只 襄 证 明 两 个 开 集 41, 4; 的 交 是 开 的 ,然后 由 归纳 法 证 明 就 
行 了 . 设 *e 揣 们 44, 则 存 在 rs 之 0, +3 之 0 使 得 B(x; rDC4n 
Blx; 72) 己 4: 显然 , 若 > 一 min(ru 32), 则 B(x; 7)CAiN 4 

一 般 地 ， 无 穷 个 开 集 的 交 不 再 是 开 的 ; 例如 ，R 中 的 诸 区 闻 
] 一 1/a， 1/al 的 交 是 单 点 集 {0}， 据 (2.2.16) 它 不 是 开 的 ， 然 而 
有 
《3.5.4) ”离散 空间 中 的 任意 集 都 是 开 的 。 

由 于 (3.5.2)， 只 要 证 明 任意 单 点 集 {4} 是 开 的 就 够 了 ， 但 是 
据 定义 {a} 一 BCa; 1/2), 于 是 结果 由 (3.5.1) 推 出 。 


6 邻 域 


若 4 是 刀 的 非 空 子 集 ,4 的 开 邻 域 是 包含 4 的 开 集 : 4 的 邻 城 
是 合 有 4 的 一 个 开 邻 域 的 任意 集 ， 当 4 一 {x} 时, 我 们 用 点 * 
《而 不 是 集 {*}) 的 邻 域 一 词 ， 
《3.6.1) 对 任意 非 空 集 4CB， 任 意 * > 0， 集 合 V.(4) 一 {x 
EEla(x, 4) < 站 是 4 的 开 邻 域 . 

因 荐 dx, 4) 过 7 自 d(xs y) ri 一 4 (x, 4), 则 由 (3.4.2) 
推 知 d(y, 4) < dx, 4) 十 + 一 dlx, A) 一 +， 于 是 VC4) 是 开 
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的 ,并 且 显然 包含 4. 

当 4 一 {e} 时 (4) 是 开 球 B(a; +), 

息 的 基础 邻 城 系 是 4 的 这 样 的 令 域 旗 (xi) ,使 得 4 的 任意 邻 
域 都 包含 这 些 集 U, 中 之 一 。 对 任意 集 4，V《4) (+ > 0) 一 般 不 
构成 4 的 基础 邻 域 系 (然而 参 君 (3.17.11))》。 由 定义 推 得 : 


(3.6.2) 球 B (; 二 (= 是 整数 >0), 构成 4 的 基础 邻 域 系 、 


(3.6.3) 4 的 有 限 个 邻 域 的 交 是 4 的 邻 域 . 

这 直接 由 (3.5.3) 推 得 
(3.6.4) 梨 4 是 它 的 每 个 点 的 令 域 的 充 要 条 件 是 4 为 开 的 . 

这 个 条 件 亚 然 是 充分 的 ; 反之 , 若 4 是 每 个 x*e 4 的 邻 域 , 则 “ 
对 每 个 ze 4, 都 存在 包含 * 的 开 球 VsC4. 由 关系 *e DeC4 我 
们 推 得 , 4 一 LU {zc Uy UsCA4, 于 是 由 (C3.52) 4 一 【] Us 


Er xEd 


是 开 集 , 


向 题 


在 实 直 线 上 ,证 明 由 所 有 之 0 的 整数 构成 的 子 集 允 没有 可 数 的 基础 邻 域 
系 (用 反 证 法 ， 并 应 用 下 面 的 附注 : 若 (emn) 是 一 个 >0 的 双重 数列 ， 令 
名 二 eme/2， 则 序列 (如 ) 对 任意 整数 都 不 能 使 不 等 式 名 关 4m 对 所 有 的 
成 立 ). 


7 集 的 内 部 


点 * 称 为 集 4 的 内 点 ， 如 果 4 是 * 的 邻 域 .4 的 所 有 内 点 的 
集 称 为 人 的 内 部 , 记 为 4， 例 如 在 实 直 线 只 上 ， 始 点 为 “终点 为 
bka < 2 的 任意 区 间 的 内 部 是 开 区 间 ]e, 4[; 因 “或 5 都 不 能 成 
为 区 闻 [a, 5], [a, 2 [与 ] a, 8] 的 内 点 ， 理 由 是 : 任何 以 a 或 5 
为 中 心 的 区 间 都 不 含 于 上 述 三 个 区 间 中 。 
《3.7.1) 对 任意 集 4, 4 是 含 于 4 中 的 最 大 的 开 集 . 
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因 若 x€ 4, 则 存在 包含 * 的 开 集 QU-C4， 对 每 个 ye U。, 据 
定义 4 是 ?的 邻 域 ， 故 7e 4,， 从 而 IC 4 据 (3.6.4)， 就 证 明 过 
是 开 的 . 反之, 若 BC 4 是 开 的 , 则 据 定义 , 显然 有 B 叶 34， 因此 ， 
开 集 由 关系 4 一 对 刻画 出 来 . 

(3.7.2》 如 果 4 忆 B, 那么 ACB. 

此 论断 由 (3.7.1) 立 得 。 


(3.7.3) 对 任意 两 个 集 4, B,A4NB 一 A018. 


包含 关系 LN 了 C40 名 由 (3.7.2) 推 知 ; 另 一 方面 ， 握 (3.5.3) 
与 (3.7.1), 4n 吉 是 开 的 , 且 含 于 4 门 B 中 ,于 是 握 (3.7.10 4N BC 


隐居 
ANB. 

非 空 集 的 内 部 可 能 是 空 的 ; 例如 R 上 的 单 点 集 就 是 这 样 。 
E 一 4 的 内 点 称 为 4 的 外 点 ,一 4 的 内 部 称 为 态 的 外 部 。 
(3.7.4) 点 xzE 为 4 的 外 点 的 充 要 条 件 是 d(x, 4) > 0. 

因由 此 条 件 推 出 B(x; d(x, 4))CE 一 4， 故 * 是 EE 一 4 的 
内 点 ; 反之 ， 若 * 是 4 的 外 点 、 则 存在 球 B(x; +r) (+ > 0) 含 于 
互 一 和 由 ;因此 ,对 于 任意 ye 4， 都 有 a(x,y) 之 1， 于 是 d(x,4) 
Zr。 


8. 闭 集 , 触 点 , 集 的 闭 包 


在 距离 空间 E 中 , 委 集 定义 为 开 集 的 余 。 空 集 是 闭 的 ,整个 空 
亲 E 志 是 闲 的 。 在 实 直线 尽 上 ,区 间 [a, Tco [与 ] 一 co, a] 都 是 
闭 集 ， 整数 集 Z 也 是 闭 集 ; 区 间 ]a, 红 与 ] ,5] 既 不 是 开 集 也 
不 是 闭 集 。 
(3.8.1) 闭 球 是 闭 集 , 球 面 是 闭 集 。 

因 荐 x BCa; 7)、 则 据 (3.4.1) 2(x，B(air)) 22lCesz) > 
0, 于 是 以 * 鸭 中 心 、d(a, *) 一 + 为 半径 的 开 球 在 8'(4; +) 的 余 
中 ， 这 就 证 明 这 个 余 是 天 的 球面 SCs; +) 的 余 是 球 B (as +) 的 
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余 与 球 B(a; +) 的 并 ,于 是 由 (3.5.2) 它 是 升 的 . 
《3.8.2) 任意 闭 集 族 的 交 是 闭 的 ， 
《3.8.3) 有 限 个 闭 集 的 并 是 闭 的 . 
这 立即 由 考 虚 余 集 而 分 别 由 (3.5.2) 与 《3.5.3) 推出 ( 见 公式 
(2) 与 (1.8.1)). 
特别 地 , 单 点 集 {x} 是 闭 的 . 
《3.8.4) 离散 空间 中 每 个 集 都 是 闭 的 ， 
这 可 由 (3.5.4) 立 即 推 出 . 
互 中 子 集 4 的 触 点 是 这 样 的 点 +E 上 ,使 得 * 的 每 个 邻 域 与 4 
的 交 非 空 ，4 的 所 有 触 点 的 集 称 为 4 的 闭 包 , 记 为 4， 因 此 ,说 * 
不 是 4 的 触 点 就 意味 着 它 是 B 一 4 的 内 点 , 换 名 话说 ; 
(3.8.5) 集 4 的 闭 包 是 4 的 外 部 的 余 . 
开 球 B(a; +r) 的 闭 包 含 于 闭 球 B'(a; +) 中 , 但 可 以 不 同 于 闭 
球 。 若 实 直线 上 子 集 4 是 有 上 界 的 (相应 地 ， 有 下 界 的 ) 则 sup4 
《相应 地 , inf4) 是 妈 的 触 点 ,这 是 下 (2.3.4) 推 知 的 . 
由 于 (3.8.5), 据 3.7 节 对 内 点 与 内 部 所 证 明 的 那些 性 质 并 应 用 
布尔 代数 公式 ,我 们 可 看 出 触 点 与 闭 包 的 下 烈 四 条 性 质 : 
(3.8.6》 对 于 任意 集 4， 4 是 包含 4 的 最 小 闭 集 . 
特别 地 , 闭 集 由 关系 4 一 4 刻画 出 来 ， 
(3.8.7) 着 4cCB, 则 A4CB. 
(3.8.8) 对 于 任意 一 对 集 4，B， 4UB = 4UB. 
(3.8.9) 点 * 是 4 的 触 点 的 充 要 条 件 是 d(x, 4) 一 0. 
《3.810) 集 4 的 闭 包 是 4 的 一 切 开 邻 域 VC4) 的 交 。 
这 不 过 是 (3.8.97 的 改 述 。 
《3.8.11) 在 距离 空间 互 中 , 任意 闭 集 是 递减 开 集 序 列 的 交 ; 任意 
开 集 是 递增 闭 集 序 列 的 并 . 
通过 考虑 开 集 了 im(4) 就 可 证 明 第 一 论断 ; 由 第 一 论断 通过 
考虑 余 集 就 可 推出 第 二 论断 . 
《3.8.12) 若 4 的 触 点 * 不 属于 4 网 * 的 任意 邻 域 了 都 使 站 4 
为 无 穷 集 ， 
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假定 相反 、 则 令 了 有 4 一 {4，…* sys}， 由 假设 ,rk 一 dx， 
74) 之 0. 设 + 沁 0 是 使 得 BCzir)cCPF 且 到 min(r ro) 的 
实数 ; 则 4 与 BCx; r) 的 交 是 空 的 与 假设 矛盾 . 

点 xEE 称 为 集 4 的 边缘 点 ,如 果 它 同时 是 4 与 C4 的 触 点 ; 
4 的 所 有 边缘 点 的 集 Fr (4) 称 为 入 的 边缘 . 显然 Fr (4) 一 
2n C4 一 Fr(C4); 据 (3.8.6), Fr(4) 是 闭 集 , 它 可 能 是 空 的 (网 
(3.19.9))。4 的 边缘 点 * 由 下 列 福 质 刻画 : * 的 任意 邻 域 中 都 至 
少 有 4 的 一 个 点 与 C4 的 一 个 点 ， 整 个 空间 8 是 4 的 内 部 ; 外 部 
与 边缘 的 并 ， 因为， 车 * 的 一 个 令 域 既 不 含 于 4 中 也 不 含 于 C4 
中 , 则 它 必 定 同 时 包 合 着 两 者 的 点 ;而 这 三 个 集中 的 任意 两 个 都 没 
有 公共 点 . 

民 中 起 点 为 “终点 为 的 任意 区 间 的 边缘 是 集 {sa, 5}; 民 中 
集 马 的 边缘 是 尺 本 身 。 


间 题 


1) a) 设 4 是 距离 空间 中 的 开 集 ;证 明 对 于 E 的 任意 子 集 8，4nBc 
AUB, 

b) 在 实 直线 上 举 出 开 集 4, 8 的 例子 ,使 得 四 个 集 4nB, BN 34,4N 记 
与 4n 互 互 不 相同 。 

5) 在 实 直 线 上 举 出 两 个 区 闻 4， 3 的 例子 ,使 4n 互 不 念 于 4 由 B 中 。 

2) 对 于 险 离 空间 E 的 每 个 子 集 4, 令 <(4) = 与 BC 人 一 寺 

a) 试 证 : 着 4 是 开 的 , 则 4ce(4); 车 4 是 闭 的 , 则 4>8(4)， 

b) 试 证 : 对 于 E 的 每 个 子 集 4, eCa(4)) 一 a(4) 及 8 (8(4)) 二 BC4) 
《利用 a)). 

5) 在 实 直线 上 举 出 这 样 的 集 4 的 例子 ， 使 得 如 下 七 个 集 :4，2，3， 
(4)，B(4)， a(4)、 8( 有 1) 互 不 相同 ,并 且 除了 关系 4C 4 3, a(A)ca(4) 
(A CECA) ICA EA A) EAE (NDC 外, 没有 任何 其 人 
包含 关系 。 

3) 设 是 蝶 离 空 间 ， 

za) 试 证 : 对 的 每 个 子 集 4 Re( 们 CFrC)，Fr( 们 Fr(4)。 并 (在 实 
直线 上 ) 举 出 这 三 个 集 互 不 相同 的 一 些 例子 . 

b) 设 4 是 5 的 水 个 于 集 ， 试 还 : FrA4UB)CFr(4) UFr(B)， 并 (在 
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实 直 线 上 ) 举 出 这 两 个 入 不 相同 的 例子 车 了 mn 下 = 网 证明 : Fr(4U#)= 
Fr(A) UFHAB). 

ce 车 4 与 ?是 开 的 ;这 证 : 

(4nFr(B))U(BnFr(4))CFr(4nBC(4nFr(B))UCBnERCCL)》 

YU (F(A) NF (B)). 

并 (在 实 直线 上 ) 举 出 这 三 个 全 互 不 相同 的 例子 。 

4) 设 2 是 集 E 上 的 距离 ;对 于 EB 中 的 *，y, <, 满足 超 距 不 等 式 ; 

Kx 2) Smax(dlzy y), day 5)) 

《 见 例 子 (3.2.6))。 

a) 试 证 : 著 d(x, yd(y, 2), 风 Aa(x5s) 一 max(d(xsy), da(y,2)). 

b) 试 还 : 任意 开 球 B(x; ”> 既是 开 集 又 是 闭 集 , 而 且 对 于 任意 y& Bx 
中 ,都 有 By37) 一 B(x3+), 

中 试 证 : 尾 意 闭 球 B(x; 六) 既是 开 集 又 是 闭 案 ， 而 且 对 任意 ?6 B(x; 
7)， 者 有 BCy; 7) = B(x; 7), 

9) 车 中 两 球 有 一 个 公共 点 , 则 其 中 一 个 含 于 另 一 个 中 。 

5) 半径 为 7 的 两 个 不 同 的 开 球 如 果 都 含 于 一 个 半径 为 + 的 闭 球 中 , 则 
它们 之 闻 的 距离 等 于 +. 


9, 稠密 子 集 ;可 分 空间 


在 距离 空间 E 中 ,我 们 称 集 4 对 于 集 B 是 稠密 的 ,如 果 8 的 任 
意 点 都 是 4 的 触 点 , 换 句 话说 ,如 果 BC4 (或 者 , 等 价 地 , 车 对 每 
个 ze 3， zx 的 任意 邻 域 都 包含 4 的 点 ), 

(3.9.1) 车 4 对 于 8 是 称 密 的 ,B 对 于 C 是 稠密 的 , 则 4 对 于 C 也 
是 稠密 的 . 

因为 据 (3.8.6) 由 关 杀 BC 了 推 知 了 C4, 又 因由 假设 CCF, 
所 以 有 CC 工 

对 于 五 稠密 的 集 4 称 为 在 8 中 处 处 称 密 的 ， 或 简称 在 三 中 
黎 密 的 ; 这 种 集 由 下 述 事 实 刻画 : 即 2 ~ ,或 者 等 价 地 、 每 个 
非 空 开 集 都 包含 4 的 点 .距离 空间 瑟 称 为 可 分 的 ， 如 果 存 在 一 个 
在 卫 中 笛 密 的 至 多 可 数 集 . 
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《3.9.2) 实 直线 尺 是 可 分 的 . 

事实 上 ， 据 (2.2.16)， 有 理 数 集 @Q 是 在 尺 中 午 密 的 ， 又 所 
《2.2.15),@ 是 可 数 的 . 

非 空 开 集 族 〔〈Ga)aex 称 为 距离 空间 己 的 开 集 的 基 ， 如 果 五 的 
每 个 非 空 开 集 都 是 族 (G2) 的 子 族 的 并 . 
《3.9.3) 族 (Ga)aei 为 基 的 充 要 条 件 是 ， 对 每 个 x*e 与 * 的 每 
个 邻 域 了 ,都 存在 附 标 4, 使 得 x*& G4€ 了 . 

这 个 条 件 是 必要 的 ,因为 据 定义 存在 * 的 开 邻 域 所 Cy, 又 因 
人 1 是 某 相 集 Gi 的 并 , 故 至 少 存在 一 个 附 标 4 使 得 x*e Ge。 条件 是 
充分 的 , 因为 若 条 件 满足 且 品 是 任意 开 集 , 则 对 每 个 x*e U。( 由 


《14.57) 都 存在 p(x) 使 得 xe G(x)cCU, 于 是 UC LU 6, (x) 


seU 


CU, 
(3.9.4) 还 离 空 间 E 可 分 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 五 的 一 个 至 多 可 数 
的 开 集 的 基 。 

条 件 是 充分 的 ， 因 若 (G。) 是 一 个 基 , a 是 G。 的 一 个 点 ， 则 
每 个 非 空 开 集 都 是 其 些 G。 的 并 ， 于 是 它 与 a, 组 成 的 至 多 可 数 集 
的 交 是 不 空 的 反之 ,假设 存在 5 中 点 的 序列 (a,) 使 得 该 序列 点 
的 集 是 鲍 密 的 ; 则 开 球 BCas; 1/m) 的 误 ( 据 (1.9.3) 与 (1.9,2) 知 
它 是 至 多 可 数 的 ) 是 的 开 集 的 基 ， 事 实 上 ， 对 每 个 ze 与 
每 个 + > 0， 都 存在 附 标 mw 使 得 1/m 之 +/2, 及 附 标 ” 使 得 
ao€ B(x; 1/m)。 由 此 推 知 re 8(as; 1/m); 另 一 方面 ， 落 y< B 
Cansl/m), dx, y) < d(x, 01) + dams ) SE2/w < 因此 
Bo 1/m)CB(x; +r), 这 就 完成 了 证 明 ( 据 (3.9.3)》。 


问 本 
1) 试 证 : 在 距离 空间 EB 中 , 开 于 集 与 它 的 外 部 的 并 是 处 处 加 密 的 。 
2) 设 4 为 距离 空间 的 于 全 ,我 们 称 点 x€ 4 是 狐 实 的 ,如果 存在 * 在 
了 中 的 邻 域 ?了 使 得 Fn4 退化 为 点 =. 
2) 试 证 ,在 可 分 距离 空间 E 中， 所 有 点 都 是 孤立 点 的 这 样子 集 是 至 多 
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可 数 的 。 

b) 试 证 : 在 可 分 距离 空间 E 中 ， 如 果 任 意 非 空 开 集 的 族 (Ui)zer 满 
是 : 只 要 和 关上 时 ，U4n Up 一 由 ， 则 它 就 是 至 多 可 数 的 。 

3) 设 4 是 实 直 线 的 非 空子 扩 ，8 是 满足 下 述 条 件 的 点 =E 了 的 集 : 存在 
?> * 使 得 区 间 ]*,#[ 与 4 的 交 是 空 的 。 试 证 8 是 至 多 可 数 的 。 《证 有 明 B 
对 等 于 一 个 开 区 间 的 集 , 而 这 个 集中 的 任意 两 个 区 间 都 没有 公共 点 ). 

4) 设 E 是 可 分 距离 空间 ,5 的 字 集 4 的 频 点 * 是 这 样 的 点 *E E: 使 得 
在 * 的 每 个 邻 域 内 ,都 存在 4 的 不 可 数 点 集 。 试 证 ; 

a) 若 4 没 有 凝 点 ， 则 它 是 可 数 的 (考虑 4 与 E 的 开 集 基 中 的 那些 集 的 
交 )。 

b) 车 B 是 集 4 的 凝 点 的 集合 ， 试 证 B 的 每 个 点 都 是 它 自己 的 凝 点 ， 而 
且 4N 《C8) 是 至 多 可 数 的 (注意 了 是 闭 的 ,并 应 用 a))， 

5) 试 证 ; 由 可 分 距离 空间 的 每 个 开 覆 盖 中 ， 都 能 取出 一 个 可 数 的 开办 
盖 

6) 设 E 是 可 分 距离 空间 ，f 是 到 R 的 任 一 上 映射。 我 们 称 # 在 点 
xo& EE 达到 相对 极 大 值 ( 粗 应 地 ,严格 相对 极 大 植 )， 如果 存在 六 的 邻 域 了 使 
得 对 于 mx 以 外 的 任意 点 x*E Vv 都 有 f(x) 生态) (相应 地 ，f(x) <1(xo))， 试 
证 : 中 使 达到 严格 相对 极 大 值 的 点 的 集 M 是 至 多 可 数 的 ( 设 (DU,) 是 了 
的 开 集 的 基 , 考 左 " 的 这 些 什 ; 存在 唯一 一 点 *E Us, 使 i(x) 等 于 它 在 如 中 
的 上 确 界 )。 

7) 设 E 是 一 个 可 分 距离 空间 ， 乡 是 5 中 非 空 开 集 的 不 可 数 集 合 , 试 证 ; 
至 少 存在 E 的 一 个 点 属于 ?的 不 可 数 无 穷 集 (可 归结 为 : 存在 9 到 的 双 
射 4—p4 使 得 对 每 个 4E 多 ,有 pa& 4, 证 明 存 在 « > 0 和 光 的 不 可 数 子 集 
乡 使 得 对 于 469， 有 Blpa; 9)C4。 最 后 用 反 证 法 证 明 ， 对 不 可 数 无 穷 
集 46 9, 至 少 存在 一 个 点 *&E 属于 Bp4; 4))。 


10. 距离 室 间 的 子 空间 


设 下 是 距离 空间 EF 的 非 空 子 集 ; 映射 (x,y) -> dx。 ?7 在 
FXxF 上 的 限制 显然 是 F 上 的 耻 离 ， 我 们 说 它 是 由 8 上 的 距离 
4 导出 的 (在 F 上 }。 由 这 个 导出 距离 定义 的 距离 空间 了 称 为 距离 
空间 E 的 子 空间 . 
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《3.10.1》 集 马 下 为 子 空间 刁 中 的 开 集 的 充 要 条 件 是 存在 豆 中 
的 开 集 4， 使 得 B 一 ANF. 

若 a€ F, 则 FN BCa; r+) 是 子 空间 F 中 以 4 为 中 心 * 为 半径 
的 开 球 .车 4 是 中 的 开 集 且 xe 4NF, 则 存在 + > 0, 使 得 BCx; 
7)CA4, 于 是 xE FN B(x; 7)CANF, 这 说 明 F 人 4 在 F 中 是 开 
的 . 反之 ,着 8 是 子 空间 中 的 开 集 ， 则 对 每 个 xe B， 都 存在 
数 r(xw) > 0， 使 得 FN Bx; r(x))cB, 于 是 B 一 【jj (ENB 


村 


x; rw))) 一 FNAs 其 中 4 一 BCx; r(x)), 据 (3.5.1) 与 


x 


{3.5.2) 4 是 在 E 中 开 的 . 
(3.10.2) 下 中 每 个 开 子 集 8 在 5 中 也 为 开 集 的 充 要 条 件 是 ,在 
王 由 为 开 的 ， 

取 了 一 下 可 知 条 件 是 必要 的 ; 由 于 (3.10.1) 与 (3.5.3), 条 件 是 
充分 的 . 

(3.10.3) 设 xE F， 则 下 的 子 集 玉 为 x 在 F 中 的 邻 域 的 充 要 条 件 
是 太一 VNNF, 其 中 为 * 在 E 中 的 邻 域 . 

《3.10.4》 点 rEF 在 F 中 的 每 个 邻 域 为 x 在 5 中 邻 域 的 充 要 条 
件 是 ,FF 为 * 在 互 中 的 一 个 邻 域 。 

这 两 个 性 质 由 (3.10.1) 与 邻 域 的 定义 立即 推出 . 

《3.10.5) 集 BCF 为 在 子 空间 F 中 闭 的 充 要 条 件 是 存在 EB 中 的 
闭 集 4 使 得 B 一 ANF. 

我 们 说 了 3 是 在 王 中 闭 的 ， 意 即 下 一 忆 是 在 忆 中 开 的 ， 因 此 据 
《3.10.1) 这 就 等 价 于 存在 瑟 中 的 开 集 C ,使 得 F 一 B 一 CNF; 但 
据 (1.2.9) 这 个 关系 等 价 于 B 一 FNCE 一 C), 于 是 得 到 所 证 的 结 
果 . 

(3.10.6) FF 中 的 每 个 子 集 B 为 在 F 中 闲 的 充 要 条 件 是 ,为 在 E 
中 闭 的 . 

这 个 证 明 与 (3.10,2) 的 证 明 一 样 ， 要 用 的 定理 是 《3.10.5) 与 

(3.8.2). 


?tn 


《3.10.7) F 的 子 集 8B 对 于 FF 的 闭 包 等 于 BNF, 其 中 芭 是 B 在 
互让 的 闭 包 。 
事实 上 ,对 *6F 在 E 中 的 每 个 邻 域 V, 都 有 VNB 一 《VN 
F) 几 BB, 因此 ,结果 由 (3.10.3) 与 触 点 的 定义 推出 ， 
(3.10.8) 设 F 是 E 的 稠密 子 集 , 则 对 于 每 个 点 x&€ 与 + 在 F 中 
的 每 个 邻 域 所， 都 有 : Wy 在 中 的 闭 包 到 是 * 在 E 中 的 邻 域 . 
据 定义 ， 存 在 * 在 E 中 的 开 邻 域 U 使 UNFCW; 只 要 证 明 
UC 到 就 行 了 ,但 车 yE U 且 V 是 7 在 E 中 的 任意 邻 域 ; 则 UV 站 Vy 
也 十 Y 在 E 中 的 邻 域 ,于 是 FNCUNV) 非 空 ， 这 就 表示 (FNU》 
NM 非 空 ,也 就 是 ye FDC 
(3.10.9》 可 分 距离 空间 的 任意 子 空 间 是 可 分 的 。 
事实 上 , 若 (G,) 是 互 的 至 多 可 数 的 开 集 基 ， 则 由 (3.10.1) 
与 41.8.2), 这 些 集 合 Ge 站 了 便 构成 下 瑟瑟 的 可 数 的 开 集 基 ， 于 是 
由 (3.9.47 便 得 到 所 证 的 结果 。 
《3.10.10) 设 4 是 距离 空间 E 的 子 集 ; ze 4 称 为 4 的 弧 立 点 ,如 
果 存 在 各 在 E 中 的 邻 域 满足 VN 4 一 {xo}. 我们 说 4 的 每 个 
点 在 4 中 是 狐 立 的 ,表示 在 子 空间 4 中 每 个 子 集 都 是 开 集 ( 换 句 话 
说 ， 子 空间 4 与 一 离散 空间 ( 见 3.12) 疝 胚 )， 在 可 分 距离 空间 中 ， 
其 点 都 是 孤立 点 的 子 集 是 至 多 可 数 的 (3.9.47. 


各 题 

1) 设 3, 8 是 焉 离 空 间 E 的 两 个 非 室 子 集 ,4 是 BN 8 的 子 集 , 它 对 于 
8 与 B' 都 是 开 的 (相应 地 ， 闭 的 )， 试 证 明 4 对 于 BUB 是 开 的 (相应 地 ， 闭 
的 ). 

2) 设 (5.) 是 距离 空间 E 的 由 开 集 组 成 的 覆盖 。 则 FE 的 子 集 4 在 EF 中 
为 闭 的 充 要 条 件 是 ,每 个 集 4Nnv。 对 于 V。 都 是 闭 的 . 

3) 在 距离 空间 5 中 ,我 们 说 子 集 4 是 局 部 闭 的 ;如果 对 每 个 *E 4, 都 存 
在 * 的 邻 域 P， 使 得 VYN4 对 于 了 是 闭 的 。 试 证 的 局 部 闭 子 个 是 DNF 
这 样 的 集 : 其 中 如 是 在 中 开 的 ，F 是 在 E 中 闭 的 《应 用 问题 2 去 证 明 局 
部 阅 信 共 有 那 种 形式 .》 

4) 举 出 平面 的 子 空间 E 的 例子 ,使 得 在 中 存在 开 球 , 它 是 闭 集 ,但 
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非 闭 球 ;又 存在 闭 球 , 它 是 开 集 ,但 非 开 球 .( 取 E 由 两 点 (0 1) 与 (0, 一 1) 以 
及 * 轴 的 适当 子 集 组 成 )。 

5) 不 用 基 的 概念 给 出 (3.10,9) 的 一 个 证 明 ( 换 名 话说 ; 找 出 在 子 空间 中 
稠密 的 至 多 可 数 子 集 ,) 


计 连 续 映 射 


设 E 与 B 是 两 个 距离 空间 ，4 与 灵 是 马 与 3 上 的 虐 离 ， 我 
们 称 E 到 EF" 的 映射 在 点 ze 忆 是 连续 的 ,如 果 对 于 E’ 中 蕊 no) 
的 每 个 邻 域 尺 ， 在 瑟 中 总 存在 各 的 邻 域 了 使 得 人 VY)CV'; 我 们 
称 7 在 中 是 连续 的 (或 简称 “连续 的 ")， 如 果 它 在 的 每 一 点 者 
是 连续 的 。 

如 果 我 们 容许 数学 上 的 邻 域 概 念 对 应 于 直观 的 “接近 ”概念 ， 
则 可 以 用 下 面 的 说 法 更 直观 地 表述 上 面 的 定义 , 即 f(x) 可 任意 千 
近 fxo), 只 要 * 足够 结 近 zo 
《3.11.1) 在 EE 连续 的 充 要 条 件 是 。 对 于 fm) 在 E' 中 的 
每 一 个 邻 域 六 ， 太 (7 都 是 zo 在 E 中 的 邻 域 . 
(3.11.2) 了 在 xo《 5 连续 的 充 要 条件 是 ， 对 每 个 。 > 0, 都 存在 
5 > 0 使 得 只 要 d(xo, x) < 5 就 有 a'(fCxo), f(*)) < e。 

这 两 个 定理 都 不 过 是 定义 的 改 述 而 已 ， 

五 的 子 空间 F 到 EE 中 的 自然 单 射 js; F -> E(1.6.1) 是 连续 
的 . 任意 常 值 映 射 是 连续 的 . 
《3.11.3) 若 *wE EE 是 集 4 CE 的 触 点 ， 又 若 f 在 点 ww 连续 ， 则 
f(zw) 是 1(4) 的 触 点 ， 
为 ， 若 VV' 是 fxo) 在 E' 中 的 任意 分 域 , 则 产 (V 人 ) 是 x 在 
于 中 的 邻 域 , 于 是 存在 ?< 4NfK《V'), 因而 fv) EA)UTV. 
《3.114) 设 f 是 到 EE’ 的 映射 , 则 下 列 世 质 是 等 价 的 : 

a) 了 是 连续 的 ; 

b) 对 于 E' 中 的 每 个 开 集 4, fA4') 是 互 中 的 开 集 ; 

中 对 于 EF 中 的 每 个 闭 集 全 ,六 (4) 是 互 中 的 闭 集 ; 
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d) 对 于 中 的 每 个 集 4, (4)CHCA. 

我 们 在 《3.11.3) 中 已 看 到 a)>d)， 中 >o), 因 车 4' 是 闭 的 且 
4 一 (4), 则 所 DCT 一 4， 于 是 4CfM《4) 一 4; 又 因 
ACZA, 所 以 4 是 闭 的 . 据 闭 集 的 定义 与 公式 (1.5.13), 得 c)>b) .最 
后 b) 过 a), 因为 车 WV 是 f(xo) 的 任意 邻 域 ， 则 存在 《zo) 的 开 邻 
域 历 'CV'; 六 1《W') 是 包 食 各 的 开 集 耳 合 于 广 :(7") 中 ,于 是 据 
《3.11.1), 了 在 每 个 点 x 都 是 连续 的 。 

必须 注意 , 开 ( 相 应 地 , 闭 ) 集 在 连续 映射 下 的 直接 象 一 般 不 是 
开 ( 相 应 地 ， 闭 ) 集 ;例如 ,x 一 不 在 蚜 中 是 连续 的 ， 但 开 集 ] 一 1， 
十 1[ 的 象 [0,1 [不 是 开 的 ; x 一 1/x 在 尼 的 子 空间 五 一 [1, 十 co] 
中 是 连续 的 ， 但 是 闭 集 互 的 象 是 区 间 10, 1], 它 不 是 民 中 的 闭 集 
《然而 可 参看 (3.17.9) 与 (3.20.13)). 
(3.11.5) 设 f 是 距离 空间 E 到 距离 空间 EF’ 的 映射 ,是 E' 到 了 距 
离 空间 E” 的 映射 ;车 f 在 xo 连续 ,8 在 fxo) 连续 , 则 一 gof 在 
连续. 车 f 在 E 中 连续 ,8 在 E’ 中 连续 , 则 在 E 中 连续 . 

第 二 论断 显然 可 由 第 一 论断 推出 . 设 BW” 是 Axo) 二 g(1x0)》 
的 任意 邻 域 ， 则 据 (3.11.1) 与 假设 , g-《W”) 是 了 xo) 在 B' 中 的 
邻 域 ,而 ng 是 x 在 E 中 的 邻 志 ;但 让 (g-《W”))== 后 
(Ww”")。 竺 别 地 ， 
(3.11.6) 若 f 是 E 到 EE' 的 映射 且 在 xo 连续 ， 又 F 是 包含 的 玉 
的 子 空间 , 则 在 FF 上 的 限制 在 xo 连 续 。 

因为 这 个 限制 就 是 映射 fojs , 它 是 了 到 EE 中 的 自然 单 射 ,因而 
是 连续 的 。 

然而 要 注意 ， 王 一 EF’ 的 映射 在 子 空间 F. 上 的 限制 可 以 是 
连续 的 , 即使 f 不 是 在 BE 的 任意 点 都 连续 ; 例子 由 只 到 屁 的 下 述 
映射 给 出 :” 它 在 有 理 点 集 Q@ 上 等 于 0, 在 的 余 集 上 等 于 1 
《 即 “Dirichlet 函数 ”); 了 在 @ 上 的 限制 是 常 值 的 ， 因 而 是 连续 
的 。 


到 五 的 一 致 连续 映射 是 满足 下 述 条 件 的 映射 ， 对 每 个 
& > 0, 都 存在 8 > 0, 使 得 只 要 d(x y) 天 5 就 有 ZKCHKs) fy)》 
人。 


三 5， 从 这 个 定义 与 (3.11.2) 可 以 推出 ; 
(3.11.7》 一致 连续 映射 是 连续 的 。 

一 般 地 ,闭合 题 不 真 : 例如 ,函数 > 一空 在 民 中 不 一 歼 连 续 ， 
因为 对 给 定 的 <>> 0, 差 (x 十 0 一 必 一 al2x 吓 ) 能 取 到 任 窟 
大 的 值 ( 然 而 可 参看 (3.16.5))， 

前 面 举 出 的 例子 (党 值 映 射 ,让 然 单 射 ) 奢 是 一 致 连续 的 。 
(3.11.8) 对 于 如 的 任意 非 空子 集 4 x 一 sx A) 是 一 致 连续 
的 . 

这 由 定义 与 (3.4.27 推出 。 

(3.11.9) 若是 王 到 瑟 ' 的 一 致 连续 映射 ,8 是 EF' 到 E” 的 一 致 连 
续 映 射 。 则 hh 一 gof 是 一 致 连续 的 。 

事实 上 ,任意 给 定 s > 0, 存在 6 > 0, 使 得 外 要 d(x ,y') 一 
5， 就 有 dCgkx)，g(y)) < s; 其 次 存在 9 > 0， 使 得 只 要 d(x， 
7 二 ,就 有 QfCx), f(y)) 之 65; 因此 ,只 要 dlx,y) 一 wm， 就 有 
A (hx), hy)) < 6, 


问 题 


JJ 设 了 是 焉 离 空间 王 到 距离 空间 好 的 映射 , 试 证 下 列 性 质 等 价 ; 

a) 了 连续 ; 

pb)》 对 于 五 的 等 个 子 集 A419) OC4))*3 

c) 对 于 吾 的 每 个 子 集 4 产 (ac 三 (3 

举 出 一 个 连续 甩 射 了 与 子 集 4cE 的 例子 ,使 得 六 (ZA) 不 是 所 (4 的 
闭 包 . 

2》 对 于 任意 上 距离 空间 E, 任 意 数 * > 0 与 E 的 任意 于 集 4, 合 得 d(x*,4) 
去 7 的 点 ="E 互 的 集合 z5(4) 是 闭 的 (应 用 (3.11.8))。 

3) 在 距离 空间 中, 设 4， 是 两 个 非 空 于 集 , 满足 A478 = 2N 8 一 多. 
试 证 : 存在 开 集 > 4 与 开 集 V8, 使 得 UV 一 四 (过 谨防 数 sa (zy 
4) — d(x,B8)). 

4) 设 f 是 民 到 自身 的 连续 且 射 。 

as) 试 证 : 若 1 在 中 志 续 ， 则 存在 二 个 实数 “< 关 0，p8 关 0， 使 对 每 个 
*€R, 有 is) all + 6, 
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b) 试 证 : 若 1 在 吕 中 单调 且 有 界 , 则 /在 只 中 连续 . 


12. 辐 肽 .等 价 距 离 


距离 空间 E 到 距离 空间 E’ 的 映射 + 称 为 同 胚 ， 如 果 : 1° 它 
是 双 有 映射 ; 2” 了 与 它 的 逆 映 射 六 都 连续 。 我 们 也 说 这 样 的 映射 
是 双 连 续 的 。 这 时 逆 映 射 关 : 是 E' 到 五 的 同 胚 ， 若 是 互 到 五 
的 同 胚 ,8 是 E' 到 E” 的 同 有 是 ， 则 由 (3.11.3) gof 是 E 是 E” 的 同 
胚 ， 同 豚 可 以 是 不 一 致 连续 的 (例如 民 到 其 自身 的 同 胚 *~x?7. 两 
个 虐 离 空间 瑟 , E’ 是 同 旺 的 ,如 果 有 EE 到 E’ 的 同 胚 存在 ， 若 两 个 
空间 都 同 胚 于 第 三 个 空间 ， 则 它们 是 同 是 的 。 说 得 随便 点 ， 与 离 
散 上 距 离 空 间 (3.2.3) 同 是 的 空间 也 称 为 离散 空间 ， 即 使 它 的 距离 不 
象 (32.5) 那样 定义 。 

据 定义 ,等 虐 总 是 一 致 连续 的 ,因此 是 同 胚 ， 例 如 , 据 定 义 , 广 
义 实 直 线 着 同 目 于 民 的 子 空间 [一 1, 1]. 

设 at， 由 是 集 E 上 的 两 个 距离 ， 这 就 在 E 上 定义 两 个 虐 离 空 
间 。 我 们 一 定 要 抬 它们 看 做 不 相同 的 (虽然 它们 有 同一 个 "基本 
集 ”); 设 E1, EF; 是 这 两 个 空间 。 车 E1 到 E, 上 的 恒 等 映 射 > 一 < 
是 同 卜 ， 则 di， 心 称 为 妃 上 的 等 价 距离 (或 拓扑 等 价 距离 ); 
操 (3.11.4), 我 们 知道 这 表示 Ei 与 E 中 开 集 的 族 是 相同 的 .距离 
空间 E 的 开 集 族 通 常 称 为 E 的 拓扑 ， 因 此 等 价 虐 离 就 是 产生 相同 
拓扑 的 那些 距离 。 这 里 我 们 可 以 推出 ， 邻 域 闭 集 , 触 点 , 闭 包 、 内 
部 ,外 部 , 币 集 ,边缘 、 连 续 函数 等 定义 都 只 取决 于 所 考虑 空间 的 拓 
扑 ;因此 ,它们 是 拓扑 概念; 另 一 方面 , 球 ,球面 、 直 径 , 有 界 集 ,一 致 
连续 函数 等 概念 都 不 是 拓扑 概念 ， 距 离 空 间 的 拓 扩 性 质 是 在 同 肽 
下 不 变 的 性 质 . 

用 上 述 记 号 ， 我 们 可 能 遇 到 :; El 到 B: 的 恒 等 映 射 * 一 > 是 
连续 的 但 不 是 双 连 续 的 情形 。 例 如 , 取 E 一 R, dx，y) 一 | 一 
站 而 把 dx, y) 取 为 《32.5) 中 定义 的 仅 取 值 0 与 1 的 距离 。 在 
这 种 情形 下 , 我 们 说 距离 21《 相 应 地 ,El 的 拓扑 , 比 距离 如 《相应 
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地 ， E; 的 拓扑 ) 是 更 精 的 、 


间 题 

1 设 。>4 是 无 理 数 ; 对 每 个 有 理 数 *>0, 令 f(x) 是 满足 下 列 条 
件 的 唯一 确定 的 实数 : 0 <j(*) <a 而 且 = 一 f(x*) 是 4 的 整数 倍 。 试 证 : 
此 是 正 有 理 数 空间 Q@ 到 R 的 区 间 ]0， a[ 的 连续 单 射 , 而 且 1.(Q+) 是 
在 ]0,#[ 中 需 的 。 据 上 述 结果 与 2.2 节 的 问题 证 明 ; 存在 Q 到 它 自 身 的 连续 
双 射 , 它 不 是 双 连 续 的 (比较 (4.2.2))。 

2) 设 f 是 四 离 空间 E 到 距离 空间 F 的 连续 映射 。 

2) 设 (V4) 是 F 的 由 开 于 集 组 成 的 复 盖 , 试 证 : 车 对 每 个 4,} 在 六 (Cy) 
的 限制 都 是 E 的 子 空间 17:(V3) 到 的 子 空间 V， 上 的 同 肚 ， 则 1 是 E 到 F 
上 的 同 胚 。 

b) 举 出 非 单 射 映射 7 与 的 由 开 子 集 组 成 的 复 盖 (U0。) 的 例子 ,使 得 
f 在 每 个 0。 上 的 限制 都 是 的 子 空间 VU. 到 工 的 子 空间 1 (Uo) 的 同 且 (我 
们 可 以 把 E 与 5 都 取 成 离散 的 )。 

3) 设 5,F, 6G 是 三 个 距离 空间 , 1 是 E 到 的 连续 映射 ,8 是 8 到 G 上 
的 连续 映射 ， 试 证 : 若 1 是 满 射 的 , gof 是 到 6G 上 的 同 肚 ， 则 f 是 到 
上 的 局 肚 ,# 是 到 6G 上 的 同 胚 。 


13, 极限 


设 巡 是 距离 空间 , 4 是 E 的 子 集 , a 是 4 的 触 点 ， 先 假定 a 不 
属于 4， 那么 , 设 f 是 4 到 距离 空间 E' 的 映射 我 们 称 fx) 当 
*& 4 区 于 4 时 有 极限 。e BE (或 者 说 “是 了 在 点 ae 4 关于 4 
的 极限 ), 如 果 如 下 定义 的 4U {a} 到 E’ 的 映射 8 在 点 4 连续 : 对 
xE 4 取 gCx) 一 了 x), 又 令 gb) 司 a。 其 次 , 记 o ,limf(*), 


车 ee 4, 我 们 用 同样 的 语言 与 记号 来 表达 f 在 点 2 是 连续 的 , 其 
中 一 fo). 
(3.13.1) a'€ E' 为 f(x) 在 x& 4 趋 于 “时 的 极限 的 充 要 条 件 
是 :对 于 ?在 中 的 每 个 邻 域 "都 在 在 。 在 了 中 的 邻 堪 了 使 得 
KvNAEV', 
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(3.13.2) ae 为 f(x) 在 x& 4 趋 于 4 时 的 极限 的 充 要 条 件 
是 ,对 每 个 e > 0, 都 存在 8 > 0, 使 得 只 要 xe 4 d(x，a) 一 9 就 
有 


de fx)) < 

这 些 准 则 只 不 过 是 定义 的 同 义 语言 。 
《3.13.3) 一 个 映射 在 给 定点 ae 4 关于 4 只 能 有 一 个 极 距 。 

因为 ,者 a'，6' 是 了 在 点 4 的 两 个 极限 , 则 由 《3.13.2) 与 三 角 
不 等 式 推 知 : 对 任意 > 0 都 有 d(a'，5) 所 26, 这 在 a 关 纪 时 
是 荡 雇 的 
《3.13.4) 设 f 是 E 到 EE' 的 映射 ,wn€ 是 5 一 {xo) 的 触 点 ， 则 
f 在 点 加 连续 的 充 要 条 件 是 1(x0) 一 td 

这 不 过 是 定义 的 改 述 。 
(3.13.5) 设 a 一 In f(x)。 则 对 每 个 a。< 百 的 子 集 BCA4, er 
也 是 了 在 点 < 关于 的 极限 。 这 在 B 一 VN 4 时 特别 有 用 , 其 中 
5 是 a 的 任意 邻 域 . . 

这 是 定义 与 (3.11.6) 的 明显 结果 . 
(3.13.6) 设 f 在 点 a€ 及 关于 4 有 极限 "; 车 8 是 EE* 到 EE” 的 映 
射 ,在 点 了 连续, 则 ga) 一 lim gC (x))。 

这 立即 由 (3.11.5) 推 出 ， 
(C3137) 车 一 ,lm fw), 则 we KD 

因由 (3.13.1) 可 知 ， 对 2 的 每 个 邻 域 站 ，VN1C4) 都 包 合 
蕊 Fn 4), 而 由 于 sa€ 4, CV 作 4) 是 不 空 的 。 

重要 的 情形 是 序列 的 极限 : 在 广义 实 喜 绥 上 考虑 点 十 co， 它 
是 自然 数 集 六 的 一 个 触 点 。 束 到 距离 空间 瑟 的 映射 就 是 互 中 点 
的 序列 * ~ xn; 若 a6 殖 是 这 个 上 映射 在 十 oo 关于 六 的 极限 , 则 我 
位 称 < 是 序 烈 (xn) 的 极限 (或 称 序列 (xs) 收 化 于 a) 并 记 为 4 一 
lm zs， 判别 准则 (3.13.1) 与 (3.13.2) 在 这 里 成 为 : 


(3.13.8) 4 一 lim *。 的 充 要 条 件 是 : 对 “ 的 每 个 邻 域 7， 都 存在 
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整数 no， 使 得 只 要 ” 六 m6 就 有 *。e V《 换 名 话说 ，VV 包含 除 有 限 
个 附 标 以 外 的 全 部 *)， 
(3.13.9) a 一 lim xs 的 充 要 条 件 是 对 每 个 s > 0， 都 存在 整数 my 


使 得 只 要 ”六 mw 就 有 d(asxs) < 8。 
这 个 判别 准则 也 可 以 写成 : limdCz,*) 一 0。 


无 穷 序列 (x。) 的 子 列 是 指 序列 下 一 zw。 其 中 太一 V4 是 严格 
递增 的 无 穷 整数 列 。 由 (3.13.5) 立即 可 得 
《3.13.10) 车 “一 imxz， 则 对 无 穷 序列 〈*。) 的 任意 子 列 都 有 


4 一 imzxnk 
Xe 


设 (zw) 是 距 训 空间 中 点 的 无 穷 序列 ， 点 be 玉 称 为 序列 
《zo) 的 仓储。 如 果 存 在 子 列 (zu 使 得 b 一 Jim on. 


序列 《x+,) 的 子 序 列 的 触 信也 是 (xz*) 的 触 值 。 若 (xs) 有 报 
限 a 则 a 是 《x。) 的 唯一 的 触 值 ， 这 是 由 〈3.13.107 推 知 的 ;一 般 
地 , 北 命 题 不 成 立 ,例如 令 zm 一 1/" 与 zz 一 ?所 得 的 实数 列 (xa) 
就 有 唯一 的 触 值 0, 但 是 它 并 不 收敛 于 0 《然而 参看 (3.16.4)). 
《3.13.11) 5 € 也 为 《xn) 的 触 值 的 充 要 条 件 是 :对 于 2 的 任意 邻 
域 了 与 任意 整数 m, 痢 存在 整数 4 之 m 使 得 x。€ VV. 

条 件 显 然 是 必要 的 , 反之 , 若 条 件 满足 ,我 们 用 下 述 条 件 定义 
子 列 (xof): m4 是 使 得 dC5 ,xox)<<1/R 且 大 于 nxt 的 最 小 整数 , 因 
为 对 任意 万 汪 如 d(xo4a5) 三 11/4 所 以 子 列 《xzot) 收敛 于 妃 
《3.13.12) 落 5 是 互 中 (za) 的 触 值 。 又 车 已 到 互 的 映射 8 在 4 
连续 , 则 g(2) 是 序列 (g(x,)) 的 触 值 . 

由 定义 与 (3.13.6) 这 是 很 清楚 的 。 
由 (3.13.7) 推 知 ， 若 5 是 由 属于 E 的 子 集 4 的 点 *。 组 成 的 序 
列 的 触 值 (极限 更 行 ), 则 be 4， 反之， 
《3.13.13) 对 于 任意 点 a& 4， 都 存在 4 中 点 的 序列 〈《x”。) 使 得 


4 一 lim. 


因为 气候 设 , 集 4 站 BCa; Y。) 不 空 ， 于 是 (由 (1.4.5)) 对 每 个 
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# 都 存在 z6 4 作 B (a; 1/m)， 又 由 (3.13.9) 序列 〈x。) 收敛 于 
《3.13.14) 设 1 是 4 CB 到 了 距 离 空 间 E' 的 映射 , 且 ae 4. 则 f 
在 点 4。 关于 4 有 极限 a& E’ 的 充 要 条 件 是 , 对 于 4 中 点 的 每 个 序 
列 (zo), 只 要 ?一 mxs， 就 有 a 一 Hmf(xa). 


必要 性 由 定义 与 (3.13.6) 推 得 ， 反之 ,车 假设 条 件 满足 而 中 
不 是 了 在 点 “ 头 于 4 的 极限 , 则 由 《3.13.2), 存 在 “> 0 使 得 对 每 
个 整数 a, 都 在 在 ze 4, 满足 这 样 两 个 条 件 : 4(o, xs) < 1/4 与 
2a 其 za)) 之 ao。 于 是 序列 《x。) 收敛 于 a， 而 (Kxs)) 却 不 收敛 
于 。“， 这 是 个 矛 后 ， 


问 题 

1D) 设 (a) 是 关 0 的 实数 序列 ， 且 limze = 0。 试 证 存在 无 穷 多 个 附 标 
=” 使 得 对 每 个 m 守 x， 都 有 mwm- 

2) a) 设 (za) 是 距离 空间 E 中 的 序 烈 证明; 若 三 个 子 列 {zas) (e+ 
与 (*a) 都 收敛, 则 (mx) 也 收敛 。 

b) 举 出 一 个 实数 列 (x) 的 例子 ,使 得 它 不 收效 ,但 是 对 于 每 个 >2> 
它 的 子 列 《zn) 都 收敛 (考虑 子 列 《x5。)， 其 中 (pi) 是 严格 递增 的 案 数 序列 ). 

3) 设 E 是 可 分 距离 空间 , f 是 王 到 及 的 任意 上 映 射 , 试 证 满足 下 面条 件 的 
点 *&EB 的 集 是 至 多 可 数 的 : nf(*) 存在 且 异 于 1(4)。 (对 每 一 对 有 理 
数 p，4 且 p<4，, 考虑 满足 下 列 条 件 的 点 <a€ 的 集 : 


I) peg 1 mm 


并 应 用 3.9 节 问 题 za)， 证 明 它 足 至 多 可 数 的 。 同 样 地 ， 考 虑 满足 下 列 条 件 
的 点 EE 的 集 、 


im 1) Sp < gsi(e).) 


14. Cauchy 序列 。 完 备 空间 


在 距离 空间 E 中 ，Cauehy; 序 列 是 这 样 的 序列 x,): 对 任意 


53 。 


e > 0, 都 存在 整数 m， 使 得 只 要 关 知 与 9 2 mo 就 有 d(xps xa) 
EB, 
(3.14.1) 任意 收 伍 序列 是 Cauchy 序列 。 

因为 涛 “一 fm x。， 则 对 任意 。 > 0， 都 存在 m， 使 得 只 要 


# 守 m0 就 有 dCa,x,) < 8/2; 据 三 角 不 等 式 ,由 关系 p 写 ms 9 空 徊 
就 可 推出 d(xp， xz) < 8. 
(3.14.2) 落 《xs) 是 Cauchy 序列 ， 则 (x。) 的 任意 触 值 都 是 它 的 
极限 。 

事实 上 ,车 5。 是 (x。) 的 触 值 ， 并 给 定 。 > 0, 则 存在 no, 使 得 
只 要 p 守 zm 与 9 空 to 就 有 d(xs，xa) <e/2; 男 一 方面 , ， 据 
《3.13.11)， 存 在 po 之 m，, 使 得 4C6， xp) < se/2， 由 三 角 不 等 式 推 
出 ,对 于 任意 4 写 my， ea(5，zrr) 安 8. 

距离 空间 E 称 为 完备 的 ,如 果 E 中 的 任意 Cauchy 序列 都 收敛 
《当然 是 收敛 于 百 中 的 点 )， 
《3.14.3) 实 直线 民 是 完备 的 距离 空间 。 

令 (xo) 是 实数 的 Cauchy 序列 .归纳 地 定义 整数 序列 (at): 如 下 
nxt 是 使 得 ， 对 于 p 守 nin 与 9 全 tir 有 |z 一 ze 天 17 
2 > nk 的 最 小 整数 这 个 定义 的 可 能 性 由 (zs) 为 Cauchy 序 
列 推 知 ; 设 大 是 闭 区 间 [>w 一 274,xok 十 2-*], 我 们 有 TinCl， 
因为 |zw 一 ztr| < 2 和 53 昂 一 方面 对 于 mw 空 由 定义 
zw & 14， 因 由 公理 (2.1.(IV)) 推 知 区 间 套 1 有 非 空 的 交集 ; 所 以 
可 设 对 所 有 太 ，a 都 在 I 中 。 于 是 对 于 所 有 和 之 mx 都 显然 有 
le zol < 2 因此 a 一 了 mx 
(3.14.4) ”车 距离 空间 E 的 子 空间 是 完备 的 ， 则 了 是 在 中 闪 
的 。 

事实 上 , 据 (3.13.13), 任 意 点 ee F 都 是 F 中 点 的 序列 (x,) 的 
极限 。 由 (3.14.1), 序 列 《xs) 是 Cauchy 序列 * 于 是 , 据 假设 ， 它 收 
敏 于 正中 的 一 点 号 但 是 由 (3.13.3)，& 一 oa， 改 seF; 这 表明 
五 一 了 ,证 完 。 
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《3.14.5) 在 完备 距离 空间 E 中 ,任意 闭 子 集 都 是 完备 子 空间 ， 

因为 F 中 点 的 Cauchy 序列 据 定义 收 全 于 一 点 a EE 由 于 
xn 属于 F, 所 以 ;由 (3.13.7), a€ FF 一 了， 

从 实 直线 为 完备 的 这 一 事实 出 发 、 定 理 (3.14.4) 与 (3.14.5) 使 
我 们 能 够 立即 举 出 完备 与 非 完备 空间 的 例子 . 

完备 空间 的 重要 性 在 于 :在 这 种 空间 中 要 证 明 序列 收敛 ， 只 
要 证 明 它 是 Cauchy 序列 (我 们 也 说 这 个 序列 满足 Cauchy 准则 ); 
该 判 别 准则 与 收敛 序列 的 定义 在 应 用 上 的 主要 区 别 在 于 ;应 用 
Cauchy 准则 时 ,不 必 有 预先 知道 极限 的 值 ， 

我 们 已 经 提 到 : 在 同一 个 集 E 上 ,两 个 蝶 离 d1, 4; 可 以 是 拓 
利 等 价 的 但 El 到 Es,《E1, Za 是 相应 的 距离 空间 ) 的 恒 等 映 射 可 
以 是 不 一 致 连续 的 .例如 , 当 我 们 取 EE 一 R, d(x,y) 一 [x 一 y|， 
d(x 》) 是 限制 在 尽 上 的 广义 实 直 线 中 的 距离 时 ,就 是 这 种 情况 。 
这 时 ,是 完备 的 , 而 E, 不 是 , 因为 Et 在 民 中 不 是 闭 的 。 当 两 个 
距离 d, 4; 使 Ei 到 ,中 的 己 等 肌 射 及 其 逆 映 射 都 一 致 连续 时 ， 
我 们 就 称 di 与 2 是 一 至 等 价 的 ， 这 时 ，Cauchy 序列 对 于 这 两 个 
距离 是 不 变 的 ， 例 如 , 如 果 存 在 两 个 实数 "> 0, 8 > 0 使 得 对 于 
E 中 任意 一 对 点 x，y, 都 有 ediCx 7) 所 dx, 9) 所 pdx, 四); 则 
i 与 和 是 一 致 等 价 距离 。 

设 E，E' 是 两 个 距离 空间 ,4 是 E 的 子 集 , 1 是 4 到 E’ 的 觅 
射 ; 了 在 4 中 的 振幅 定义 为 直径 3Cj(4)) (可 以 是 十 %)。 设 。 
是 4 的 触 点 ; f 在 点 a 关于 4 的 探 幅 是 0Ca, 站) 一 ipf3Cj (V0 4))、 


其 中 放 取 遍 。 的 邻 域 集 (或 只 取 遍 «的 一 个 基础 信 城 系 )。 
(3.14.6) 设 EF 是 完 估 距离 空间 ; im, (x) 存在 的 充 要 条 件 是 


{在 点 < 关于 4 的 振幅 为 0。 

由 (3.13.2) 条 件 是 必要 的 . 反之 ,假设 条 件 已 满足 ,并 设 (x。) 
是 4 中 点 的 序列 , 且 收 敛 于 a; 那么 由 假设 推出 , 序列 藉 xz) 是 已 
中 的 Cauchy 序列 ， 因 为 ; 任意 给 定 。 > 0, 都 存在 “ 的 这 样 的 邻 
域 了 , 使 得 对 于 V 门 4 中 的 任意 两 点 *，》， 部 有 4 (CfGe)， 人 7)<< 
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5， 又 除去 有 限 个 险 标 以 外 , 有 xse Fn 4， 于 是 序列 (Kxo)) 有 极 
眼 “， 此 外 ， 对 于 4 中 其 他 任意 收敛 于 “ 的 点 列 (yo)， 由 于 只 要 
to 与 加 都 在 了 站 4 中 ， 就 有 2 (Kxo) 天 ?7 之 6, 所 以 《fxs)) 
与 (fy)) 的 极限 相同 。 于 是 由 极限 的 定义 与 (3.13.14) 得 出 lim ， 
Ho) 一 


名 题 


1 a) 设 E 是 超 距 空间 (3.8 节 ; 民 古 4))。 试 还 : EE 中 序列 (zw) 为 
Cauchy 序列 的 充 要 条 件 是 lim d(xs， st 一 0。 

b) 设 Y 是 任意 集 ，E 是 下 中 元 素 的 所 有 无 穷 训 列 * 二 (xw) 的 集 。 对 EE 
的 任意 两 个 不 同 元 素 “一 (ze)，y 一 (Ys)， 令 (x，y) 足 使 得 关 关 拓 的 最 小 
的 整数 # 令 d(x，9) 一 1AK(Csy ， 当 二 天 了 时 又 令 d(x,x) 二 0。 试 证 : 4 
是 纪 上 的 让 距离 而且 由 4 定义 的 距离 空间 五 是 完备 的 。 

2) 设 ? 是 定义 在 区 闻 0 委 *< + co 上 的 实 值 递增 函数 , 且 满 足 条 件 : 
P00) 一 0, 当 > 0 时 ,9(w)>0 以 及 pe 十 全 安 2ko) 十 ql 中。 设 2rs 
是 集 上 的 距离 ; 则 2.(x，y) = 9(4(s，y)) 是 瑟 上 的 另 一 个 距离 。 

a3) 试 证 ,着 ?在 点 4 一 0 连续, 则 距离 4 与 4 是 一 致 等 价 的 反之， 若 
对 于 虐 离 4, 存在 了 中 非 孤 立 点 和 EE (3.9 节 , 间 题 2) ,又 车 4 与 4 是 拓扑 
等 价 的 , 则 8 在 点 “一 0 是 连续 的 。 

b) 证 明 函 数 

PK0<r 世 ID)，log (LI 十 约 ，2f 人 十 人 ，inf(l，t) 满足 上 述 条 件 ， 应 
用 后 两 个 ,就 可 知道 ,对 王 - 上 的 任意 距离 ,都 存在 右 界 的 一 致 等 价 距离 . 

3) 在 实 直线 上 ， 设 2(x,y) = |* 一 外 是 普通 距离 。2 (x,y) 一 | 二 一 
|; 证 明 这 丽 个 距 资 拓扑 等 价 , 而 且 Cavchy 序列 对 于 它们 不 变 , 但 它们 并 
不 一 致 等 价 。 

4) 设 下 是 完备 距离 空间 ,& 是 互 上 的 距离 ，4 是 己 的 开 子 售 序 列 (Wr) 
的 交 ; 又 设 局 = 一 U。 并且 对 4 的 每 一 对 点 x,y, 我 们 记 


Fe,») -| 一 |， 
(zy) = fox 十 加 (zy 
且 ie WD) drs WD + Tal 
斌 证 ,在 的 子 空间 4 上 人 是 拓 站 等 价 于 《的 脂 离 ,而 且 对 于 皮 离 ,4 是 
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完备 距离 空间 。 〔 附 注 : 对 于 了 的 Cauchy 序列 也 是 对 于 4 的 Cauchy 序 
列 , 但 是 它 在 E 中 的 极限 不 可 能 属于 任何 本 .) 应 用 于 由 全 部 无 理 数组 成 的 表 
的 子 空间 1 上 去 。 


15， 初 等 延 拓 定理 


(3.15.1) 设 1 与 8 是 距离 空间 E 到 EE' 的 两 个 连续 映射 则 满足 
f(x) 一 g(x) 的 点 xE E 的 集 4 是 在 EF 中 涂 的 。 

这 等 价 于 证 明 集 EE 一 4 是 开 的 。 设 a€ E 一 4, 则 f(a) 去 
g(a); 设 AC(a)，g(o)) 一 a >> 0。， 由 fg 在。 连续 与 (3.6.3) 推 
出 : 存在 4 在 中 的 邻 域 V, 使 得 对 zeEV, 有 (jo), 1(%)) < 
af2 与 4(g(4), g(x)) 之 af/2， 于 是 对 xe F。 有 f(x) z g(x), 因 
为 ,否则 由 三 角 不 等 式 有 d'(j(a), g(a)) 之 a 
(3.15.2) 〈 恒 等 延 拓 原 理 )， 设 fg 是 距离 空间 到 虐 离 空间 E 
的 两 个 连续 映射 。 若 对 于 王 中 的 稠密 子 集 4 的 所 有 点 +， 都 有 
f(x) ~ glx) 则 f= g. 

因为 , 据 (3.15.1), 使 得 fx) 一 gCx) 的 点 x 的 集 是 阅 的 ,并 且 
包含 4. . 

(3.15.3) 设 户 g 是 用 离 空 间 E 到 广义 实 直线 并 的 两 个 连续 映 
射 。 则 使 得 f(x) < g(x) 的 点 xE EE 的 集 P 是 在 E 中 闭 的 . 

我 们 再 来 证 明 E 一 P 是 开 的 . 假设 fs) > g(a), 并 令 p eR 
满足 条 件 : fs) > 8 > g(a) (参考 (2.2.16) 与 3.3 节 中 大 的 定 
义 )。 则 据 (3.11.1) 开 区 间 ]8, -+ co] 在 了 下 的 逆 象 了 是 4 的 邻 域 ; 
开 区 间 [ 一 co, PTI 在 & 下 的 道 象 钞 也 如 此 , 于 是 由 (3.6.3),， VW 
也 是 “的 邻 域 并 且 对 +E VNwW 有 f(x) > 8 > g(x)， 证 完 . 
(3.15.4) (不 等 延 拓 原理 )。 设 六 8 是 距离 空间 E 到 广义 实 直线 
下 的 两 个 连续 映射 ;车 对 E 的 狗 密 子 集 4 的 所 有 点 x， 都 有 f(x) 志 
g(x)， 则 对 于 所 有 点 ze BE, 都 有 fx) < g(x). 

证 明 由 (3.15.3) 推 出 ,如 (3.152) 由 (G3.15.1) 锥 出 一 样 。 
(3.15.5) 设 4 是 距离 空间 也 的 筒子 集 ，} 是 4 到 距离 空间 忆 ' 的 


5 


映射 。 为 使 存在 刁 到 E' 的 连续 上 映射, 它 在 4 中 与 了 相同 ， 充 要 
条 件 是 : 对 任意 *6 EE, 极限 , im。 fy) 都 在 互 中 存在 ;此 外 ,这 
个 连续 映射 了 是 唯一 的 ， 

任意 x*& 都 属于 4, 所 以 据 (3.13.5) 必 定 有 x) 一 lim 


yy 人 


FCD， 于 是 Fe) 一 fim ,f(y); 这 证 明了 条 件 的 必要 性 与 下 列 


事实 :如果 连续 映射 存在， 则 它 是 唯一 的 (这 也 可 由 (3.15.2) 推 
出 ), 反之 ,假设 条 件 满足 , 我 们 证 明 由 Fx) 一 vimef (07 定义 


的 映射 了 就 是 该 延 拓 问 题 的 解 ， 首 先 ， 若 +E 4 , 则 据 定义 ， 由 该 
极限 的 存在 推出 f(x) 一 1(x) ， 于 是 子 是 了 的 延 拓 ， 尚 待 证明 的 是 
f 连续 , 设 xe 五 ,了 7 是 fx) 在 E' 中 的 邻 域 ; 则 存在 以 Kx) 为 
中 心 的 闭 球 B" 含 在 V' 中 。 由 假设 ， 存 在 x 在 召 中 的 开 邻 域 了 ， 
使 得 Km 4D7c B《 据 (3.13.1))， 对 于 任意 yE 77) 是 在 点 
关于 4 的 极限 ,于 是 由 (3.13.5) 它 也 是 关于 了 六 4 的 极限 ; 从 而 
由 (3,13.7) 扒 出 Fy) € KP 站 4), 因 为 B' 是 闭 的 , 所 以 Cy) 如 3 
这 就 是 要 证 明 的 . 
《3.15.6》 设 4 是 虐 离 空间 B 的 秋 密 子 集 , 1 是 4 到 完备 距离 空间 
E’ 的 一 致 连续 映射 。 则 存在 E 到 E’ 的 连续 映射 ， 它 在 4 中 与 
了 相合 ;并 且 了 是 一 致 连续 的 . 

要 证 明子 存在 , 据 (3.15.5) 与 (3.14.6), 只 要 证 明 f 在 任意 点 
xz6 互 关于 4 的 振 枉 是 0， 既然 对 任意 e > 0， 都 存在 8 > 0 使 得 
只 要 dy, x) < 8 就 有 df f%)) < s/3 《7，= 在 4 中 》 故 
所 4 站 BCx; 3/2)) 的 直径 至 多 是 s/3, 这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 现 
在 考虑 了 中 任意 这 样 两 点 ,zt, 满足 ds, 1) < 5/2， 可 以 找到 一 
点 ?964， 使 arsy) < 3/4 与 4(f(),f0)) < 8/3; 又 可 找到 一 
点 =E4， 使 得 et, sz) < 64 与 4(GCD fc))》 < s/3。 由 三 角 
不 等 式 推出 a《y, z) < 8, 又 因为 yz 在 4 中 ,所 以 a(fCy) ,1(2)》 
民 8/3; 于 是 据 三 角 不 等 式 , dfCs), f(z)) < 8; 这 就 证 明了 了 是 
一 致 连续 的 。 
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问 题 


设 ”一 mm 是 入 到 4 上 的 双 射 ，4 是 使 0 艺 * < 1 成立 的 所 有 有 理 数 < 
的 集 (2.2.15)。、 在 = [0, 11 上 定义 函数 Kz) = 了 >) 1/2", 这 里 无 穷 和 是 


只 对 使 "<* 的 那些 2 趟 的 证明 : 了 在 所 有 无 理 数 x*€ [0, 1] 的 集 8 上 
的 限制 是 连续 的 ,但 不 能 延 拓 成 在 8 上 连续 的 函数 。 


16 紧 空间 


蝶 离 空 闻 E 称 为 紧 的 ， 如 果 它 满足 下 述 条 件 “Bore-Lebsgue 
公理 ”)， 对 于 的 每 一 个 由 开 集 组 成 的 覆盖 (" 开 覆 盖 ”) (U2)xer， 
都 存在 有 限 子 族 (Viren (HCL 且 有 限 ), 它 仍 是 的 覆盖 . 

距离 空间 E 称 为 准 紧 的 ; 如 果 它 满足 下 述 条 件 : 对 于 任意 
5 > 0， 都 存在 由 志 径 < s 的 集合 组 成 的 互 的 有 限 覆 盖 ， 这 直接 
等 价 于 下 述 性 质 : 对 任意 。 > 0, 都 存在 的 有 限 子 集 站 ,使 得 对 
每 个 x€ EE d(x,F) < 一 8 

在 工 离 空间 的 理论 中 ， 上 述 这 些 概 念 是 纯 集 合 论 中 有限" 概 
念 的 替代 者 ; 它们 表明 ， 距 离 空 间 可 以 说 成 是 “近似 有 限 的 "。 注 
意 , 由 定义 推 知 ， 紧 性 是 拓扑 概念 ,但 准 紧 性 不 是 ( 见 C3.17,6) 后 的 


附注 )。 
(3.16.1) 对 于 虐 离 空间 已, 下 面 三 个 论断 是 等 价 的 : 
a) 是 紧 的 ; 


b) 五 中 任意 无 穷 序列 都 至 少 有 一 个 触 值 ; 

c)》 吾 是 准 紧 的 与 完备 的 。 

ab、 设 (x。) 是 紧 空间 E 中 的 序列 ， 并 设 F。 是 集合 fx 
xus "xo+99""*} 的 闭 包 。 我 们 来 证 明 存在 一 点 属于 所 有 FF。 
如 果 不 然 , 则 这 些 开 集 D。 一 E 一 F。 就 构成 互 的 开 材 盖 , 于 是 在 
这 些 开 集中 有 有 限 个 UV,,，.…， Ua 构成 巨 的 覆盖 ; 这 就 意味 着 
FF 间 F 们 -… 几 Fo 一 吃 ; 但 这 是 莞 雇 的 ,因为 当 # 比 max(za…， 
zt) 大 时， ( 依 定义 它 是 不 空 的 ) 就 合 于 所 有 F.C 所 i 所 人 
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由。 于 是 交 内 F。 至 少 包含 一 个 点 a。 据 (3.13.11) 与 触 点 的 定 


义 ,# 是 《xo) 的 般 值 。 

b)=>c) 首先 ，E 中 任意 Cauchy 序列 都 有 触 值 ， 于 是 据 
(3.14.2) 它 是 收 合 的 ,因此 五 是 完备 的 假设 E 不 是 准 紧 的 ， 即 存 
在 数 a > 0， 使 得 互 不 具有 由 半径 为 “的 球 组 成 的 有 限 覆 盖 ， 于 
是 我 们 可 以 归纳 地 定义 序列 《zxo) 如 下 : 假设 对 1 私 1 生 2 一 1， 
1 所 1 魏 " 一 1 有 ya)32a 则 半径 为 a 中 心 为 
xi 所 i 所 一 1) 的 诸 球 的 并 就 不 是 整个 空间 , 因此 存在 x,, 使 
得 对 六 之 # 有 d(xis xs) 守 w 这 个 序列 (za) 不 能 有 触 值 ,因为 郑 
4 是 它 的 般 售 ， 则 存在 于 序列 《x。) 收敛 于 es， 于 是 对 不 关 如 有 
4(as xok) < wy 2 因此 ,对 六 和 克基 和 天 《就 有 arws 
zt) < xs 与 《zs) 的 定义 矛盾 ， 

c=>a) 假设 有 互 的 这 样 一 个 开 履 盖 《Ia)er， 使 得 它 的 任何 
有 限 子 族 都 不 是 五 的 覆盖 我 们 归纳 地 定义 球 序列 《B。) 如 下 : 
假设 B。-! 具 有 半径 1/2*-!， 并 且 (Ui)ez 的 任何 有 根子 族 都 不 是 
8B。-1 的 覆盖 。 然后 考虑 由 半径 为 1/2” 的 球 组 成 的 E 的 有 限 覆 
族 《Vetem; 在 那些 与 B。-1 的 交 非 空 的 球 Vi 中 间 , 至 少 存在 一 
个 B。, 使 得 (Za) 的 任何 有 限 子 族 都 不 是 它 的 覆盖 ; 否则。 由 于 这 
些 Vi 构成 B。-: 的 蓝 益 ， 于 是 就 有 (Da) 的 有 限 子 族 是 B。- 的 覆 
盖 . 设 x 是 B, 的 中 心 ， 由 于 B, 与 B。- 有 公共 点 ,所 以 三 角 不 


等 式 给 出 :4d(o-b mw) 所 了 + 志气 7. 于 是 ,着 n 所 p< 


2 2 


94， 我 们 有 dCxps re) < dxps xpn) 十 十 dro-ts tq) 所 本 


1 1 
29—2 < 2 


十 二 这 表明 (**) 是 五 中 的 Cauchy 序列 ,于 是 


收 伍 于 一 点 as。 设 加 是 使 得 *e UV, 的 附 标 ， 则 存在 数 “> 使 
B(a; a)CUW， 由 4 的 定义 推 知 ,存在 整数 x 满足 das xs) <a/2 
且 1/2? < of/2.， 于 是 三 角 不 等 式 给 出 BCB(e; ao)CU,。 但 这 
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就 产生 了 了 矛 导 ， 因 为 我 们 已 假设 (Zi) 的 任何 有 限 子 族 均 不 是 B。 
的 覆盖 . 
(3.16.2) 任意 准 紧 荆 离 空 间 是 可 分 的 . 

车 E 是 准 紧 的 , 按 定义 ,对 任意 都 存在 E 的 有 限于 集 4。, 使 


得 对 每 个 x 瑟 都 有 dx，45) 过 1/n, 没 4 一 由 4,, 则 4 是 至 


多 可 数 的 ,并 且 对 每 个 ze EE 与 任意 4, 都 有 alx,4) 才 d(x,4n) 二 
lnm, 于 是 dx, 4) 一 0,E 一 4 
(3.16.3) 设 卫 是 距离 空间 。 则 由 下 列 性 质 中 的 任意 两 个 可 推出 
第 三 个 : 

a) EE 是 紧 的 ; 

b) 王 是 离散 的 (更 确切 地 说 , 同 胚 于 一 个 离散 空间 ); 

c) 是 有 限 的 . 

由 a) 与 b) 推出 =), 因 为 每 一 个 单 点 集 {x} 都 是 开 的 ,于 是 集 
{x} 的 族 是 的 开价 益 ， 一 个 有 限 子 族 只 有 当 E 有 限时 才 可 能 是 
三 的 覆盖 、 另 一 方面 。 由 c) 同时 推出 a) 与 b， 因 每 一 个 单 点 集 
都 是 闵 的, 所 以 互 的 每 个 子 集 , 作为 有 限 个 闭 集 的 并 是 闵 的 ,从 而 
互 的 每 个 子 集 都 是 开 的 ,因此 王 与 离散 空间 同 胚 。 最 后 ,因为 只 存 
在 有 限 个 开 售 ,所 以 王 是 紧 的 . 
《3.16.4) 在 紧 距 离 空 间 E 中 ,任意 序列 (x,), 如 果 只 有 一 个 触 值 
a， 则 它 必 收 化 于 mw 

假设 4 不 是 (x。) 的 极限 ; 则 存在 数 = > 0 使 存在 (x,) 的 无 穷 
子 列 (zw)》， 它 的 点 全 属于 五 一 8(a; a)， 据 假设 , 这 个 子 序列 有 
一 个 触 值 5, 又 因 E 一 B(a; a) 是 闭 的， 所 以 据 (3.13.7)，“ 属于 
E 一 BCa; a)， 因 此 序列 (x。) 有 两 个 不 同 的 触 值 , 与 假设 矛盾 ， 
(3.16.5) 紧 距 离 空 间 E 到 距离 空间 EF" 的 任意 连续 映射 了 都 是 一 
致 连续 的 . 

很 若 相反 , 则 存在 数 = > 0 以 及 E 中 两 个 点 列 (xs) 与 (ya) 使 
得 4xas yn) < lz 而 zz)，Kyo)) 之 a。 我 们 可 以 找到 收敛 
于 一 点 4 的 子 列 (zs)， 又 四 于 ea(zws yb < 1/n4， 于 是 由 三 角 
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不 等 式 推 知 序列 (yx) 也 收 化 于 a。 但 是 1 在 点 4 是 连续 的 ,于 是 
存在 8 > 0 使 得 对 a(a, x) 之 8, 有 4d (f(a), (x)) < </2， 选取 
这 样 的 《使 得 da， zw) < 8，a(ay ya) 到 55 于 是 2 C(x) 
yat)) 三 a 这 与 序列 《xs) 与 (ys) 的 定义 矛盾 ， 

(3.16.6) 设 五 是 紧 距 离 空 间 , (Ui)yer 是 的 开 覆 盖 ， 则 存在 数 
& > 0, 使 得 以 5 为 半径 的 任 一 开 球 至 少 售 于 一 个 Ui 之 中 《Lebes- 
gue 人 性质》。 

对 每 个 x6 巨 ， 存 在 一 个 开 球 B(x; +x)， 含 于 茶 一 集 轴 中. 
因 球 Brs rs/2) 构成 E 的 一 个 覆盖 , 故 存 在 有 限 个 点 x;& EE 使 球 
BLx; rw/2) 构成 E 的 覆盖 、。 如 果 令 o> 0 是 数 +12 中 的 最 小 
者 ; 则 它 满足 所 需 人 性质; 事实 上 ,每 个 x E 对 菜 个 i 属于 球 BCxi; 
?rif2), 因此 BCx; a) 含 于 Bx;; ra) 中 ,因为 a 委 rw/2; 但 这 与 
BCxi; ra) 食 于 某 个 U0; 相 矛 盾 。 


问 题 


1)》 举 出 一 个 准 紧 空间 的 实例 ,使 得 (3.16.6) 的 结果 对 于 它 不 成 立 , 

2) 对 于 距离 空间 8， 证明 下 列 任 质 等 价 : 

a) E 是 紧 的 ， 

b) E 的 每 个 可 数 的 开 覆 盖 者 包含 一 个 有 限 子 覆盖 ; 

<) 到 的 每 个 非 空 闭 集 的 递 诚 序 列 (F) 恒 有 一 个 帮 空 的 交 ; 

d) 对 于 下 的 任意 无 穷 开 覆 蓝 (wa)xer， 重 存在 子 集 HCL, 它 寞 于 上 且 
使 得 (za)xes 仍然 是 的 履 六 ; 

。) EE 的 每 个 点 态 有 限 开 狂 盖 (D2)《 意 即 对 任意 点 EE, *& Us 只 对 附 
标的 有 限 子 集成 立 ) 都 包含 一 个 有 限 子 复 芳 ; 

f) E 的 每 个 离散 的 无 穷 于 空间 都 是 不 闭 的 ,( 用 (3.15.1) 证 明 由 f)) 可 
推出 a), 又 由 引 与 6) 都 可 推出 让)。 

3) 设 5 是 耻 离 空间 ，d 是 巴 上 的 距离 ， (FE) 忆 给 (E) 是 了 的 所 有 非 空 
闭 子 集 的 集合 。 我 们 可 以 假设 E 上 的 这 个 距离 是 有 界 的 (3.14 节 , 问题 2) 
对 括 (8) 的 任意 两 个 元 素 4， 8, 令 p (4, 8) = sapd(x, B), 4(4， B) = sup 


(p(4, 8), p(B, 4)). 
a)》 试 证 : 在 多 (5) 上 是 一 个 虐 离 《Hausdorft 距离 )。 
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b) 试 证 对 9(B) 中 任意 四 个 元 素 4 5, Cs Ds 有 44UB,CUD)< 
maxth(A, C), AC(B, DY). 

。) 试 证 : 着 是 完备 的 , 则 (8 也 是 完备 的 。( 设 (Xs) 是 (到 中 
的 任意 Cauchy 序列 ;对 每 个 9 Y, 是 那些 ? > 0 的 集 xs 的 并 的 闭 包 ,考虑 
E 中 递减 序 烈 《Y,) 的 交 .) 

(9) 试 证 : 着 是 准 紧 的 , 则 9 (E) 也 是 准 紧 的 (应 用 1. 1 节 中 的 问题 )。 
因此 ,车 E 是 紧 的 , 则 多 (8) 也 是 紧 的 . 

4) 设 E 是 紧 虹 离 空间 , 对 每 个 > 0 令 N.(E) 是 满足 下 列 竹 质 的 最 小 
整数 4: 存在 直径 去 28 的 几 个 集 的 了 的 材 益 ; 又 令 M,(E) 是 满足 下 列 幅 质 
的 最 大 整数 wm: 存在 王 中 mm 个 点 的 有 限 序列 ;其 中 任意 两 个 (不 周 ) 点 之 问 的 
距离 >8。 数 吾 (E) = logNe(E) 称 为 E 的 s- 业 ， 数 Ce(E) = iogM,(E) 
称 为 E 的 5- 密 量 . 

a) 试 证 Mi(5) Ni(5) MiB)， 因此 Cus(B) HE) <<.(E). 

5) 斌 证 对 每 个 。>0, 。 的 函数 Ne(E》 与 M,CE》 是 递减 的 与 有 过 续 的 
(为 证 Ne(5) 的 右 连续 性 ,利用 反 证 法 并 用 问题 3) 4))。 

*) 如 果 4。8 是 刁 的 非 空闲 子 集 。 试 证 

NdUB) Ne(A) + NelB)MA(AAUPBI EM(A) + M(B), 
H(AUB)EH.(A) + Ha(B)}, CAAUB)ECe(A) + CB). 

中 设 E 是 中 中 长 为 1 的 区 闻 ， 试 证 ， 若 112s 是 监 数 , 则 NCE) 一 ws 
(5) 二 1/28， 荐 1/28 不 是 整数 。 则 Ne(E) 一 Mr( 一 [4/2s] + 1 《这 里 
加 表示 < 的 最 大 获 数 ,其 中 :> 0)。 


17.。 紧 集 


蚜 离 空间 E 中 的 紧 ( 相 应 地 , 准 紧 ) 集 是 这 样 的 集 4: 使 E 的 子 

空间 4 是 紧 的 (相应 地 , 准 紧 的 )。 
(3.17.1) 任意 准 紧 集 是 有 界 的 。 

这 由 下 面 的 事实 推出 ; 有 界 集 的 有 限 并 集 是 有 界 的 (3.4.4). 
《3.17.1) 的 逆 一 般 不 成 立 ， 因 为 任意 距离 都 等 价 于 一 个 有 界 距离 
(3.4 节 问 题 2) (但 参看 (3.17.6))。 

(3.172) 距离 空间 中 的 任意 紧 集 是 闭 的 . 
事实 上 , 据 (3.16.1) 这 种 子 空 间 是 完备 的 ,于 是 我 们 只 要 应 用 
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(3.14.4) 就 行 了 : 
(3.17.3) 在 紧 空间 互 中 ,每 个 闭 子 集 都 是 紧 的 . 

因为 这 种 集 垩 然 是 准 紧 的 ， 又 由 〈3.14.5) 它 是 完备 子 空 
间 ， 

距离 空间 已 中 的 相对 紧 集 是 指 这 样 的 集 4, 它 的 闭 包 4 是 紧 
的 . 
《3.17.4) 祖 对 紧 集 (相应 地 ， 准 紧 集 ) 的 任意 子 集 是 相对 紧 的 ( 相 
应 地 , 准 紧 的 )。 

这 立即 由 定义 与 (3.17.3) 推 出 。 
(3.17.5) 相对 紧 集 是 准 紧 的 。 在 完备 空间 中 ， 准 紧 集 是 相对 紧 
的 ， 

第 一 个 断言 由 《3.17.4) 立即 可 得 。 其 次 假定 互 是 完备 的 。 

4 己 巨 是 准 紧 的 。 则 对 于 任意 s > 0, 存在 4 的 这 样 的 覆盖 , 它 是 
由 4 的 有 限 个 直径 小 于 s/2 的 集 C4 组 成 的 ;每 个 Ci 都 仿 于 (FE 中 


的 ) 尘 径 为 e/2 的 闭 球 Di 内， 因为 集 LJ Di 是 闭 的 ,所 以 有 4C 
YX 


UU PD, 和 且 每 个 Di 的 直径 < e。 另 一 方面 ， 据 (3.14.5) 3 是 完备 
x 


子 空间 ,于 是 得 到 结果 ， 

非 完备 的 准 紧 空 间 E 给 出 了 在 E 中 不 是 祖 对 紧 的 准 紧 集 的 
例 。 
(3.17.6) 《Borcl-Lebcsgue 定理 )}， 实 直线 的 子 集 为 祖 对 紧 的 充 要 
条 件 是 它 是 有 界 的 ， 

由 于 《3.17.1), (3.17.4) 与 《3.17.5)， 我 们 只 要 证 明 任意 闭 区 
间 [a, 5] 是 准 紧 的 ， 对 每 个 整数 设 xz 一 a 十 上 (5 一 a)/n， 
《0 私下 委 菩 ; 则 中 心 为 zk 长度 为 2/4 的 开 区 间 就 构成 了 [a, 5] 
的 覆盖 ,这 就 是 要 证 明 的 . 

附注 。 如 果 在 实 直线 上 考 典 3.14 节 所 定义 的 那 两 个 距离 d1， 
4d， 则 由 (3.17.1) 推 出。 BE, 不 是 准 紧 的 ， 而 El 是 准 紧 的 ， 因 为 振 
(3.17.6), 与 民 的 闭 区 向 [一 1, 十 1] 同 目的 广义 实 直 线 屁 (3.12) 是 
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(3.17,7) ”距离 空间 E 的 子 集 4 为 相对 紧 的 充 要 条 件 是 4 中 每 个 
点 列 在 E 中 都 有 触 值 . 

由 (3.16.1) 条 件 显然 是 必要 的 .反之 , 假定 条 件 满足 , 我 们 来 
证 明子 中 每 个 点 列 (x,) 在 E 中 都 有 触 值 (因此 由 (3.13.7) 这 触 值 
将 在 4 中 ), 于 是 由 (3.16.1) 如 是 紧 的 ， 对 每 个 *， 由 闭 包 的 定义 
推 知 存在 y,& 4 满足 (x。,y) 所 1/m， 由 假设 ， 存 在 收敛 于 一 点 
4 的 子 列 (ys); 由 三 多 不 等 式 推出 《xox) 也 收敛 于 as, 这 就 是 要 
证 明 的 。 
《3.17.8》 两 个 相对 紧 集 的 并 是 相对 紧 的 . 

由 (3.8.8) 推 知 : 我 们 只 要 证 明 两 个 紧 集 4, 8 的 并 是 紧 的 . 
设 CUi)er 是 子 空 闻 4 UB 的 开 材 盖 ; 由 (3.10.1) 每 个 Di 都 能 写成 
(4UB)n7a，, 其 中 TV 是 在 E 中 开 的 。 据 假设 , 存在 工 的 有 限 子 
集 玉 (相应 地 , K) 使 得 子 族 (4n Ta)zex( 相 应 地 (3nTaiec) 是 
4( 相 应 地 ，B) 的 覆盖 ， 于 是 很 清楚 ， 族 ((4UB)n Fi)ieaux 就 
是 4 UB 的 覆盖 . 
《3.17.9) 设 f 是 距离 空间 E 到 距离 空间 E' 的 连续 映射 ， 则 对 于 
的 每 个 紧 ( 相 应 地 , 相对 紧 ) 子 集 4, f(4)》 都 是 紧 的 ， 因 而 是 在 
E’ 中 闭 的 (相应 地 , 在 E' 中 相对 紧 的 》. 

只 要 证 明 ， 当 4 紧 时 共 4) 也 紧 就 够 了 . 设 (Ui)ei 是 EE 的 
子 空间 从 4) 的 开 覆 盖 ; 则 由 《3.11.4》 集合 4 介 扩 (DU,) 构成 子 空 
间 4 的 开 履 芋 ; 据 假 设 , 存在 工 的 有 限 子 集 囊 , 使 得 对 于 26 日 ， 
诸 集 合 4 介 扩 (U2) 仍然 构成 4 的 覆盖 ; 于 是 对 于 4€ H， 诸 集合 
到 一 X4n 广 (VD)) 构成 忒 4 的 覆盖 ,这 就 是 时 证 明 的 . 
《3.17.10)》 设 E 是 非 空 紧 距 离 空 间 ，f 是 到 尼 的 连续 映射 ; 则 
其 已 ) 是 有 界 的 ， 并 且 在 中 存在 这 桩 两 点 a, 6， 使 得 f(a) 一 
nf f(s), KH) 一 supf(x). 


第 一 个 断言 由 (3.17.9) 与 (3.17.12 推 出 . 另 一 方面 , 气 (3.17.2》， 
KE) 在 尼 中 是 闭 的 ,于 是 sup 1(B) 与 inf 1E) 由 于 是 1E) 的 触 
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点 硬度 于 人 E). 
(3.17.11) 设 和 是 想 离 空间 王 的 紧 子 集 ， 风 集 记 (C4)( 见 3.6) 构 
成 4 的 基础 邻 域 系 ， 

设 避 是 4 的 任意 邻 域 ; 则 据 (3.11.8), 实 函数 x 一 d(x, E 一 U0》 
在 4 中 是 >0 且 连 续 的 ,从 而 由 (3.17.10) ,存在 这 样 一 点 xo€ 4, 满 
足 Wxo 王 一 也 ) 一 (xy 吾 一 可 ). 但 d(x E — UU) = r>0; 


“于 是 VMECUD. 
(3.17.12)》 设 E 是 紧 距 离 空间 , 了 是 E 到 距离 空间 E’ 的 连续 单 映 
射 , 则 了 是 到 KE) 的 疗 眶 。 
据 (3.11.4), 只 要 证 明 对 每 个 闭 集 4CE, 1(4) 部 是 在 KE》 
中 闭 的 ;但 这 可 由 《3.17.3) 与 (3.17.9) 推 出 。 


问 题 


1)》 设 f 是 耻 离 空间 FE 到 曰 离 空 间 E 的 一 致 连续 映射 , 试 证 : 对 于 E 的 
任意 准 紧 子 集 4， #4) 是 准 紧 的 。 

2) 在 距离 空间 E 中 , 设 4 是 一 个 紧 于 集 , 8 是 一 个 闭 子 集 且 使 得 4n 8 二 
中 试 还 d《4,8)>0， 

3) 设 互 是 紧 的 超 距 空 间 (3.3 节 , 问 题 4) ,4 是 上 的 距离 。 试 证 ; 对 
于 每 个 xo。 EF, E 在 映射 +d(xos x*) 下 的 象 都 是 区 间 [ob，+ co[ 的 一 个 至 多 
可 数 子 集 ， 且 其 中 每 一 点 《0 可 能 除外 ) 都 是 孤立 的 《3.10.10)。( 对 于 任 
意 r 一 A(xo，*)>0, 考虑 2(w，?) 在 满足 a(xo, 7y) <? 的 点 y 的 集 上 的 上 确 
界 ， 以 及 a(x。,*) 在 满足 4(*o， +)>+ 的 点 = 的 集合 上 的 下 确 界 ; 并 利用 3.8 
节 ， 问 题 4). 

4) 设 了 是 紧 距 离 空 间 。4 是 8 上 的 距离 。 1 是 E 到 E 的 映射 且 使 得 对 
互 的 生意 一 对 点 〈z。 7)， d(H(x)，Ky))>dlx,y)。 试 证 1 是 E 到 E 上 的 等 
距 .( 设 a, 5 是 E 的 任意 两 点 ;令吉 一 fs of or 二 f(z)s 二 加 (3); 证 
明 : 对 于 性 意 。> 0, 存在 附 标 使 得 2(s,44) 志 8 与 2(6,&) 志 6s， 于 是 得 出 
结论 : 1(E) 是 在 E 中 秆 的 ;并且 afCe)。 1(5)》 = da 56),) 

5) 设 5 是 两 个 蝶 离 空间 、f 是 了 到 的 喘 射 ， 试 证 ， 若 1 在 5 的 
任意 紧 子 空间 上 的 限制 都 是 连续 的 , 则 # 在 中 是 连续 的 (利用 (3.13.14))。 

6) 设 BE 是 两 个 距离 空间 ， /1 是 5 到 五 的 连 绪 映射， 下 是 E 的 紧 了 于 
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集 , 若 在 天 上 的 限制 | 是 单 映射 ;并且 对 每 个 *E , 存在 * 在 E 中 的 邻 
域 re; 使 7 在 Ye 上 的 限制 巍 Fz 是 单 映射 . 试 证 ,存在 在 E 中 的 邻 域 0, 使 
限制 WP 是 单 映 射 (用 反 证 法 与 (3.17.11))。 


18. 局 部 紧 空间 


我 们 称 距离 空 间 E 是 局 部 紧 的 , 如 果 对 每 个 +E E 都 存在 x 
在 互 中 的 紧邻 域 ， 任 意 离散 空间 是 局 部 紧 的 ,但 不 是 紧 的 ,除非 它 
有 限 (3.16.37. 

《3.18.1) 实 直线 是 局 部 紧 的 ,但 不 是 紧 的 . 

这 由 BoreL-Lebesgue 定理 (3.17.6) 直 接 推出 。 

《3.18.2) 设 4 是 局 部 紧 距 离 空 间 了 中 的 紧 集 ， 则 存在 > > 0 使 
得 (4)《 见 3.6) 在 互 中 是 相对 紧 的 。 

对 每 个 *e 4， 都 存在 = 的 紧邻 域 Fe; 这 些 交 .构成 4 的 开 履 
盖 ,于 是 在 4 中 存在 有 限于 集 {m4，…, x}, 使 得 六 (1 才 i< 2) 
构成 4 的 开 履 盖 ， 由 (3.17.8), 集 一 UV 是 紧 的 ,并 且 是 4 


的 邻 域 ;于 是 应 用 (3.17.11), 就 得 到 要 证 明 的 结果 . 
《3.18.3) 设 五 是 局 部 紧 的 蝶 离 空间 ， 则 下 列 性 质 是 等 价 的 : 
a》 存 在 中 的 相对 紧 的 开 集 的 递增 序列 (Us。)， 使 得 对 每 个 


a 都 有 DCUsn,s 并 有 EU Us 


b) E 是 可 数 个 紧 子 集 的 并 ; 

c) E 是 可 分 的 . 

由 a) 推 得 b) 是 显然 的 ， 因 为 5。 是 紧 的 。 若 E 是 紧 集 序列 
《K,) 的 并 , 则 ( 据 (3.16.2)) 每 个 子 空间 K。 都 是 可 分 的 ; 车 D。 是 


Ks 中 的 一 个 至 多 可 数 集 , 且 关于 K, 是 向 的 , 则 D 一 D。 是 至 


多 可 数 的 , 且 在 下 中 是 钢 的 ,因为 了 ~ 人 由 KoC WU D.C5; 于 是 由 
b) 推出 c)， 最 后 假设 了 是 可 分 的 ， 并 设 (7,) 是 吾 的 至 多 可 数 个 
7 


开 集 的 基 ( 见 (3.9.4))。 对 每 个 xk E, 在 在 < 的 紧邻 域 丈 。, 从 而 
由 (3.9.3), 存 在 附 标 w(x) 使 得 *E Vawy 忆 WW, 于 是 推 知 那些 是 租 
对 紧 的 V, 已 经 构成 了 的 开 集 的 基 . 因此 可 以 假定 所 有 的 V。 
都 是 相对 紧 的 ,然后 我 们 归纳 地 定义 Us 如下: Ti 一 V1, Uort 是 
Ts+l 与 (5。) 的 并 ， 这 里 取 ”> 之 0 使 得 V(D,) 是 相对 紧 的 ( 据 
《3.18.2) 这 是 可 能 的 ), 于 是 很 消 楚 ,序列 (D0,) 证 实 了 性 质 9). 
《3.18.4) 在 局 部 紧 距 启 空 间 E 中 ,每 个 开 子 空间 与 每 个 闭 子 空间 
都 是 局 部 紧 的 . 

假设 4 是 在 E 中 开 的 ; 对 每 个 6 4, 都 存在 紧 的 闭 球 B (ai; 
*)(〈 据 局 部 紧 空 间 的 定义 与 (3.17.3 力 ， 另 一 方面 ， 存 在 所 7 使 
得 球 BCa; ”7 含 于 4 中 ， 因 为 据 (3.17.3), 它 是 紧 的 ,所 以 4 是 局 
部 紧 的 . 

假设 4 是 在 8 中 闭 的 , 并 设 se 4; 于 是 若是 4 在 中 的 紧 
邻 域 ， 则 由 (3.10.4),V 由 4 是 “在 4 中 的 邻 域 , 而 据 (3.17.3) 它 是 
紧 的 ,这 就 证 明了 4 是 局 部 紧 的 。 


问 题 

1) 着 4 是 距离 空 他 E 的 局 部 紧 子 空间 ,证 明 4 是 在 E 中 局 部 闭 的 (3.19 
洛 ,问题 3?。 着 瑟 是 局 部 紧 的 * 则 逆 命 题 也 真 (利用 (3. 18.4))。 

2) a) 试 证 : 在 一 个 扁 部 紧 焉 离 空 间 中 。 两 个 局 部 紧 子 空间 的 交 是 局 部 
紧 的 (参看 问题 1)。 

b) 在 实 直线 上 ; 举 出 两 个 局 部 紧 于 空间 的 例 , 使 得 它们 的 并 不 是 局 部 紧 
的 ,再 举 出 一 个 局部 紧 子 空间 的 例 , 使 它 的 余 不 是 局 部 紧 的 . 

3) a) 举 出 一 个 扁 部 紧 距 离 空 间 的 例 ， 使 得 它 不 是 完备 的 . 

b) 设 E 是 一 个 虑 离 空间 , 具有 下 面 的 性 质 : 存在 数 r>0, 使 得 每 个 闵 
球 B(x; +) 《zcB) 部 是 紧 的 。 试 证 8 是 完备 的 而 且 对 于 的 任意 由 对 紧 
子 集 4, 满足 4(x， 4A) 志 7/2 的 点 *E€E 的 集 Vi/(4) 是 紧 的 。 


19. 连通 空间 与 连通 集 


焉 离 空 间 刀 称 为 连通 的 ， 如 果 互 的 既 开 又 闭 的 子 集 仅 是 空 洁 
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中 与 集 孔 本身 .等 价 的 叙述 是 : 厅 存 在 瑟 的 这 样 一 对 非 空 开 子 集 
4 下, 满足 4UB 一 了，4 几 B 一 中 。 退缩 为 单 点 的 空间 是 连通 
的 .距离 空间 刀 的 子 集 ? 是 连通 的 ,如 果 互 的 子 空间 下 是 连通 的 。 
我 们 称 距离 空间 E 是 局 部 连通 的 , 如 果 对 于 每 个 *e E, 都 存在“ 
的 连通 的 基础 邻 域 系 。 

(3.19.1) 实 直线 民 的 子 集 4 连通 的 充 要 条 件 是 。 4 是 一 个 区 间 
〈 有 界 的 或 无 看 的 )。 实 直线 是 连通 的 与 局 部 连通 的 空间 . 

第 二 断言 显然 可 由 第 一 断言 推出 .假设 4 是 连通 的 ; 若 4 垦 
缩 成 单 点 ， 则 4 是 区 澡 ， 假 设 4 包含 两 个 不 同 的 点 。 < 5。 我 们 
来 证 明 ,每 个 x, 只 要 。< * 二 5, 都 属于 4， 若 不 然 , 则 4 将 是 非 
空 集 B 一 4N1] 一 0， x[ 与 C= 4N]x, 十 oo[ 的 并 ,这 两 个 集 
都 是 在 4 中 开 的 ， 并且 BN C 二 $8。 从 这 个 姓 质 推出 4 必然 是 一 
个 区 间 。 事实 上 , 设 ce 4, 并 设 p, 9 是 4 在 瓦 中 的 下 确 界 与 上 
确 界 ; 若 p 一 一 co， 则 对 于 每 个 x* < “，, 都 存在? <<x 属于 43; 于 
是 *e4, 因此 ,一 ,ce] 含 于 4 中 ; 若 有 限 且 p 三 c, 则 对 每 
个 满足 <* < 的 * 都 存在 y& 4 使 得 p <<y 忆 *, 故 又 有 
*& 4, 因 此 4 包含 区 间 ]p, =]. 类 似 地 ,可 以 证 明 4 包含 [c,4[， 
如 果 4 > <; 于 是 推出 ,在 任何 情况 下 ，4 都 包含 区 间 ]p, qf , 因 
而 4 必定 是 中 中 端点 为 p,q 的 四 个 区 间 之 一 (当然 , 若 p 一 一。 
《分 别 地 , 4 一 十 0), 则 Pp《 相 应 地 , 9) 不 属于 4). 

反之 ,假设 4 是 及 中 始点 为 e， 终点 为 5 的 区 闻 ( 包 插 4 一 一 
% ,ag A,6 一 二 co,5K4 这 种 可 能 的 情况 )， 候 定 4 一 BUC， 
其 中 B,C 是 4 中 的 非 空 开 集 且 Bnc 一 和 例如， 假设 xc B， 
yEC 与 + 之 y, 设 z 是 有 界 集 BNM[x,y] 的 上 应 界 ; 若 x& 吾 ， 则 
z < 》， 并 且 据 假 设 存在 区 河 [zy 十 引 含 于 [x*,y] 与 B 中 ， 这 
与 z 的 定义 矛盾 ; 另 一 方面 ， 若 s€ C， 则 x < zs 并且， 类似 地 、 
存在 区 间 ]z 一 4， xlCCnrIz，?]， 这 又 与 z 的 定义 矛盾 ( 见 
(2.3.4)); 于 是 = 不 能 属于 B 也 不 能 属于 C，, 这 是 营 雇 的 ， 因 为 周 
乐 [x,y] 含 于 4 中 . 于 是 4 是 连通 的 。 

《3.19.2》 若 4 是 距 窜 空间 下 的 连通 集 ， 则 任意 满足 4CBCA 
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的 集 忆 都 是 连通 的 . 

假设 及 ,Y 是 召 中 两 个 非 空 开 集 ， 且 使 XUY 一 B,X 站 7 一- 
东 因 4 是 在 8 中 铀 的 ,所 以 X 站 4 与 Y 站 4 都 非 空 ， 并 且 是 在 4 
中 开 的 , 而 我 们 有 (XN AYUCYNA) = 4, 《XNANCYN4)= 
四， 于 是 得 出 节 盾 . 
《3,19.3) 在 距离 空间 互 中 , 设 4c 是 连通 集 的 族 ， 且 上 其 有 非 
空 的 交 , 则 4 一 | 4 是 连通 的 . 


2 


设 “ 是 站 所 的 一 个 点 ,并 设 卫 一 3UC， 其 中 量 。C 是 4 


ieL 
中 的 非 空 开 集 并 且 BC = p。 例如 假定 a€ 8; 据 假 设 至 少 存 
在 一 个 4 使 得 CN 4; 玛 B; 其 次 由 于 84 天 由 以 及 BN A 
与 Cn 4 都 是 在 4; 中 开 的 且 满 足 (BN 43) U (C14W) 一 4， 
(8 站 42)NCCN 41) 一 和 ,于 是 得 出 了 矛盾。 

《3.19.4) 设 (4)ici<s 是 连 道 集 的 序列 ,使 得 对 于 1 < 半生 > 一 1 


有 4 间 Airt 斑 加; 则 【4i 是 连通 的 。 


这 立即 由 (3.19.3) 通 过 对 ”用 归纳 东 而 推 得 ， 

从 (3.19.3) 推 知 。 五 中 包含 点 *e 瑟 的 所 有 连通 子 集 的 并 集 
C(x) 是 连通 的 ,于 是 得 到 包含 * 的 最 大 连通 集 ; 它 称 为 * 在 中 
的 连通 分 支 ， 很 清楚 ,对 任意 ye C(z), 我 们 有 CCy) 一 C(x), 车 
Cx), 则 CC) 由 CCy) 一 名; 此 外 ,由 (3.19.2) 推 知 CCx) 是 在 
互 中 闲 的 .对 的 任意 子 集 4， 子 空间 4 中 点 的 过 通 分 支 称 为 4 
的 连通 分 支 ;如 果 4 的 每 个 连 道 分支 都 退缩 成 单 点 , 则 说 4 是 完全 
不 连通 的 . 

离散 空间 是 完全 不 连通 的 ; 据 (2.2.16) 与 (3.19.1), 有 理 数 集 与 
无 理 数 集 都 是 完全 不 连通 的 . 

(3.19.5) 距离 空间 互 为 局 部 连通 的 充 要 条 件 是 中 开 集 的 连通 
分 支 都 是 开 的 . 
条 件 是 充分 的 , 因 若 ?是 点 *e 5 的 任意 开 邻 域 , 则 * 在 子 空 
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间 了 中 的 连通 分 支 是 含 于 了 中 的 * 的 连通 邻 域 ， 于 是 了 是 局 部 连 
通 的 ,条 件 是 必要 的 ,因为 ,着 是 局 部 连通 的 ,4 是 E 中 的 任意 开 
集 ,B 是 4 的 任意 连通 分 支 , 则 对 于 任意 x€ 8B, 据 假 设 , 存在 * 的 
连通 邻 域 了 食 于 4 中 ,又 氮 刀 的 定义 了 CCB, 因此 召 是 它 每 一 点 的 
邻 域 ,于 是 8 是 开 集 。 

(31.9.6) 实 直 线 RR 中 的 任意 非 空 开 集 4 都 是 至 多 可 数 的 开 区 间 
族 的 并 ,而 且 这 些 开 区 闻 中 的 任意 两 个 都 没有 公共 点 。 

从 (3.19.1) 与 (3.19.5) 推 知 4 的 连通 分 支 都 是 开 信 的 区 间 ， 于 
是 都 是 开 区 间 . 4 与 有 至 数 集 Q 的 交 4 人 MQ 是 可 数 的 ， 据 
(2.2.16), 4 的 每 个 连通 分 支 都 包含 4 站 Q@ 的 点 ， 于 是 4 Q 到 4 
的 连通 分 支 的 集 的 映射 + 一 C(r) 是 满 射 的 , 因此 , 据 (1.9.2)， 
5 是 至 多 可 数 的 . 

(3.19.7) 设 1 是 E 到 EE' 的 连续 映射 ， 则 对 于 王 的 任意 连通 子 集 
4 大 4) 都 是 连通 的 . 

假设 天 4) 一 M UN, 其 中 MM 与 N 是 从 4) 的 非 空 子 集 ,都 是 
在 从 4) 中 开 的 ,而 且 满 足 MNN 一 中 : 则 据 (3.11.4),4 人 NM) 
与 4NFKN) 都 是 非 空 集 且 是 在 4 中 开 的 ,使 得 4 一 (4 
六 (MDDUC4nfKCV)) 与 人 4n 广 CH)DmG4n 广 CN)) — $, 因 
而 与 假设 矛盾 . 

《3.19.8) 《Bolzano 定理 ), 设 E 是 连通 空间 ，1 是 到 实 直线 民 
的 连续 映射 , 假设 a，5 是 KE) 的 两 个 点 且 a 过 5， 则 对 于 任意 
这 样 的 ce 过 < 过 5, 都 存在 xE E 使 得 1(x) 一 < 

因为 据 (3.19.7)、 1(E) 是 如 中 的 连通 集 , 于 是 由 (3.19.1) 它 是 

一 个 区 间 . 
(3.19.9) 设 4 是 距离 空 闻 E 的 于 集 . 若是 的 连通 子 集 ,使 得 
《4 介 8 与 《E 一 4) 作 8 都 不 空 , 则 (FA4)) 几 8 也 不 空 ， 特 别 , 若 
E 是 连通 的 ， 则 E 的 任 一 异 于 E 与 9 的 子 集 4 都 至 少 有 一 个 边缘 
点 。 

假设 (Fr(A)) 站 BB 一 $8; 令 4' 一 一 4; 因为 E 是 2, 4' 与 
Fr(4) 的 并 ,所 以 8 是 U 一 4 间 B 与 5 一 分 作 B 的 并 ,这 两 个 集 

-51 


都 是 在 8 中 开 的 ， 并 且 据 假设 都 非 空 (因为 4 站 8 的 点 必 属 于 
4NnB， 这 是 由 于 Fr《(A)NB 一 $8， 对 于 4 由 B， 和 情形 一 样 )、 因 
UNV 一 $， 所 以 这 与 8 连通 的 假设 矛盾 。 

附注 。 如 果 我 们 同意 把 尽 的 区 间 在 连续 卫 射 下 的 象 称 为 “ 曲 
线 "( 见 4.2 节 间 题 5), 则 (3.19.7) 表 明 " 曲 线 ” 是 连通 的 ,而 (3.19.9) 
表明 连接 4 的 点 与 一 4 的 点 的 “曲线 ”与 FrKC4) 相交 ， 这 与 " 连 
通 性 ”的 直观 意义 祖 符合 ( 见 问题 3 与 5.1 节 问题 4). 


问 题 


1) 设 E 是 连通 的 距离 空间 , 它 的 中 离 无 界 , 试 证 中 每 个 球面 都 非 空 。 

2) a) 设 E 是 紧 蝶 离 空 间 ， 且 中 任意 开 球 B(s; +) 的 阅 包 就 是 闭 球 
B'(a, 7r)， 试 证 中 任意 开 球 3(; +) 是 连 道 的 , (假设 8C4; ”) 是 两 个 非 空 集 
的 并 CUD, 它们 在 Ke; r) 中 是 开 的 ， 且 使 得 cnD = 9; 若 *E 5， 则 考 塌 
使 距 离 Xe *) 为 最 小 的 点 *E DC3.17.10).》 

b) 举 出 一 个 完全 不 连通 距离 空间 的 便 , 使 其 中 任意 开 球 Ba; +) 的 闭 包 
都 是 闭 球 (0;7)。 

5) 在 距离 2(x*,9) 一 max 《|x 一 |，|x 一 六 1》 的 平面 不 中 ， 设 己 
是 由 满足 下 述 条 件 的 点 (*1， 六 ) 组 成 的 紧 子 空间 : * 一 0 而 0 过 二 县 1 或 者 
0<n<1 而 "一 0。 试 证 : 在 中 每 个 球 都 是 连通 的 。 但 是 开 球 Be; 7) 的 
闭 包 不 一 定 是 P(x; 7)。 

3) 在 平面 民 中 , 设 是 由 满足 下 述 条 件 的 点 (*,y) 组 成 的 子 空间 : * 
是 无 理 数 而 0<y 所 1, 或 者 > 是 有 理 数 而 一 1 和 ?<0。 

a)》 试 证 E 是 连通 的 但 不 是 局 部 连 道 的 (利用 (3.19 .1) 与 G.19.6) 研 究 
E 的 既 开 又 闭 的 于 集 的 结构 )。 

b) 设 G6), 8(2)) 是 区 闻 [0, 11 到 好 的 连续 映射 《f 与 8 都 是 连续 
的 )。 试 证 f 是 常 值 的 。 (如果 存 在 点 ae [0。1] 使 得 g()<0， 则 考虑 由 
所 有 使 eC:) <0 的 集 组 或 的 开 子 集 Uc[0, 1], 并 利用 《3.19.6).) 换 句 话 
说 ,在 在 中 不 同 的 点 对 ,它们 与 中 的 曲线 不 相交 

和 在 距离 空间 E 中 , 设 4 与 3 是 两 个 连通 集 且 NB 关 w， 试 证 4 U8 
是 连通 的 。 - 

纺 设 4 与 8B 是 耻 离 空间 5 的 两 个 非 空子 案 。 试 证 ,着 4 与 都 是 闭 的 ， 
且 4 UB 与 4 由 B 痢 是 连通 的 , 则 4 与 3 痢 是 连通 的 。 在 实 直线 上 举例 证 明 
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4 与 ?都 闭 的 假设 不 能 除去 . 

5》 设 互 是 至 少 有 两 个 点 的 连通 降 离 空间 ， 

a) 设 4 蚌 E 的 连通 子 集 ,8 是 C4 的 子 集 , 旦 关于 C4 是 喷 开 又 闭 的 , 试 
证 4 U5 是 连通 的 (把 3.10 节 问 题 1 应 用 到 4 U 2 与 c4 这 两 个 集 上 )。 

b) 设 4 是 的 连通 子 集 ，, 8 号 C4 的 连通 分 支 ; 试 证 CB 是 连通 的 《应 用 
a) 间接 证 明 ) . 

<》 试 证 在 F 中 着 在 两 个 非 空 连通 子 案 M,N 使 得 MUN = Es, MNN= 
中 ，《 利 用 b))- 

7) 在 可 数 距离 空间 5 中 、 试 证 每 一 点 都 具有 由 既 开 又 闭 的 邻 域 组 战 的 
基础 邻 瑾 系 . 

8) a) 在 距离 空间 5 中 ,点 * 的 连通 分 支 含 于 每 个 含有 * 的 既 开 又 闭 的 
集中 。 

b) 在 平面 总 中， 设 所 是 偶 (1 2 的 集 ， 其 中 一 1SyS1。 8 是 侦 
《0， ?) 的 集 , 其 中 0<y<1, C 是 个 (0, ?) 的 集 ; 其 中 一 LS7<0; 设 E 是 天 
的 子 空间 ， 它 是 B 5 与 那些 使 = 1 的 4 的 并 集 。 试 证 : 王 是 届 的 局 部 
紧 子 空间 , 但 不 是 局 部 连通 的 ;的 连通 分 支 是 B,C 与 那些 4s(* 之 1), 但 是 
含有 8 的 点 的 所 有 既 开 文 阅 集 的 交 是 BUC。 

9) 设 E 是 局 部 紧 距 离 空 间 。 

a) 设 C 是 了 的 紧 的 连通 分 支 , 试 证 C 是 C 的 所 有 既 开 又 闭 的 邻 域 的 交 。 
《利用 (3,18.2) 把 问题 化 为 了 是 紧 的 情形 。 候 设 5 的 所 有 既 开 又 闭 的 邻 域 的 
交 8 不 同 于 C; 则 是 两 个 没有 公共 点 的 闭 集 MC 与 的 并 。 沽 虑 E 中 两 
个 没有 公共 点 的 开 集 0 MM 与 二 入 《3.11 节 , 间 题 3), 并 研究 2 一 (MUN) 
与 C 的 既 开 又 闭 邹 域 之 余 的 交 .) 

b) 假设 E 是 连通 的 ,并 设 4 是 E 的 租 对 紧 开 子 集 , 试 证 4 的 每 个 连通 分 
支 都 至 少 有 一 个 触 点 在 C4 中 (如果 不然 ; 则 把 4) 应 用 到 这 个 连通 分 支 上 ,就 
得 出 矛盾 ). 

<) 由 b) 推 证 : 对 三 的 每 个 紧 子 集 K，K 的 任 一 连通 分 支 与 互 一 六 的 
交 非 空 . 


20. 两 个 距离 空间 的 积 


设 FE, E; 是 两 个 距离 空间 , d1, d; 分 别 是 Bl 与 FE， 上 的 距离 . 
对 于 EE 一 ElX BE: 中 的 任意 点 对 一 (ru xz 7》 一 《js 5), 令 
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ax，y) 一 max(di ns y1), dl x2, $2)). 

立 可 验证 这 个 函数 请 足 3.1 节 的 公理 (D 一 (CIV), 换 名 话说 , 它 是 
互 上 的 距离 ; 取 4 作 为 上 的 路 离 而 闭 得 的 距 高 空间 称 为 距离 空 
间 Ei 与 ,的 积 。 El X E, 到 EX El 上 的 上 映 鹿 (ztsxa) 一 (zayzl) 
是 一 个 等 距 . 

我 们 注意 到 ,由 

dx, y) = dxis 1) + dra 2)» 
dx3y) 一 V Caix p17 + (ars $12) 
定义 的 两 个 函数 2, 4” 也 是 上 的 虐 离 ,这 很 容易 验证 ,而 且 它 们 
致 等 价 于 4《 见 3.14), 因 为 我 们 有 
dr Ed (x y) Ed(r, y) S226r, 9), 

因此 , 对 于 一 切 涉 及 拓扑 性 质 (或 Cauchy 序列 与 一 致 连续 函 
数 ) 的 问题 ， 不 论 在 上 取 4d, 4", d” 中 的 哪 一 个 作 距 离 都 是 等 价 
的 。 当 没有 相反 的 声明 时 ， 我 们 在 互 上 将 总 是 考 起 距离 4。 对 于 
距离 4, 2 4, 的 开 球 (相应 地 , 闭 球 ) 将 分 别 记 为 了, B1，。B,《 相 应 
地 ，B'、 Bi， B35) 以 代替 用 到 现在 为 止 的 统一 记号 B《 相 应 地 ,B'). 
《3.20.1) 对 于 任意 点 a 一 (ea 42)€ EE 与 任 党 + 之 0, 我 们 有 
Ba; +) = Bilas +) X Bas 7)§S Ba;r)= BCasr) X BKas; 
r+). 

这 立即 由 a 的 定义 推出 。 
(3.20.2) 若 斥 是 El 中 的 开 集 , 4; 是 Es 中 的 开 集 ， 则 A1 x 4， 
是 在 E; x E, 中 开 的 . 
因为 车 a 一 (eu 42)€ 41 X 4,, 则 存在 六 > 0 与 x; 之 0, 使 
得 Bear ?DC 与 Bi(a 72)CAhi， 取 一 min 《ms 72)， 则 由 
《3.20.1)。 有 BCa; r)C A Xx 4 
(3.20.3〉 对 于 任意 一 对 非 空 集 AL1C E14;CEi, 都 有 A1 X 4 
一 A1 X A; 特别 地 ，A1 X A 在 互 中 为 闭 的 充 襄 条 件 是 4 在 1 
中 闵 与 4; 在 了 :中国 。 

若 “一 (en 42)《 4 X 4,， 对 于 任意 s > 0， 据 假设 ， 都 存 
在 za 四 与 为 E A， 使 得 dCa1s 1) < s，a(eo #2) 之 56， 于 是 
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着 x 一 《x1 za) 则 dla,x) < s。 另 一 方面 , 若 (41442) 和 4X 十 ， 
则 或 者 mg 人 或 者 mg 在 第 一 种 情形 下 ， 握 (3.20.27 集 
(Ei 一 而》 X E, 是 在 B 中 开 的 ， 它 包含 < 而 且 与 41 X 4 不 相 
交 , 于 是 a A1 X 43; 另 一 种 情形 可 类 似 地 处 理 。 
(3.20.4) 设 z 一 fz) 一 《f(z) ,f(z)) 是 距离 空间 Ff 到 E ~ EE 
X 刀 的 映射 ,为 使 了 在 点 wo 连续， 必须 且 只 须 太 与 有 都 在 so 连 
续 ， 

设 x 一 (Cz0)， 扣 (0)》; 则 由 《3.20.1), 我 们 有 

六 (BCxoi 7)) = FCBICAC0); r Nf BAFC a0); 7)), 
因而 结果 由 (C3.11.1) 与 (3.6.3) 推 出 ， 
《3.20.5) 设 f 一 (fis 户 ) 是 距离 空间 下 的 子 空间 4 到 El x E, 的 
映射 ,并 设 a€ 4; 则 在 点 “ 对 于 4 有 报 限 的 充 要 条 件 是 极限 

和 


同时 存在 ,并 且 了 的 极限 5 一 《5 b2). 
这 立即 由 (3.20.4) 与 极限 的 定义 推出 。 
特别 地 : 
(3.20.6) EE 一 EX EB, 中 的 点 列 za 一 (x, y) 收 伍 的 充 要 条 
件 是 极限 。 一 fimzxs，6 一 limyn 同时 存在 ,并 且 fimz 一 (a, 5)。 
附注 。 对 于 序列 的 般 信 , 若 (a,8) 是 CCx,,y,)) 的 触 值 , 则 a 
是 (Cx) 的 触 值 ,5 是 (y,) 的 触 信 , 这 是 由 (3.20.6) 与 触 信 的 定义 推 
出 的 ;但 是 可 以 遇 到 即使 (x。) 和 (y,) 都 有 触 入 ，《Cx。, y*)) 也 没 
有 人 钨 值 的 情形 ,例如 ,在 平面 居中 , 取 zx, 一 l/s yas 一 4, x 一 
zs zal 一 1/#。 然 而 , 若 (xs) 有 极限 a, 且 5 是 (y。) 的 触 值 ， 则 
(4，5) 是 (Cx。sys)) 的 触 值 * 这 是 由 (3.20.6) 推 知 的 . 
(3,20.7)》 EE; X E， 中 的 点 列 mm 一 《xz ya》 为 Cauchy 序列 的 充 
要 条 件 是 序列 (zw) 与 (y。) 都 是 Cauchy 序列 . 
这 立即 由 El X E, 中 距离 的 定义 与 Cauchy 序列 的 定义 推 


得 . 
(3.20.8) 设 一 帮 a) 一 (hi(z)， f(z)) 是 距离 空间 到 西 X 书 , 
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的 映射 ,为 使 了 一致 过 续 , 必 须 且 内 须 有 与 者 一 致 连续 . 

这 由 定义 立即 推出 。 

(3.20.9) 若是 距离 空间 , 4 是 也 上 的 虑 离 , 则 互 X 卫 到 民 的 映 
射 2 是 一 致 连续 的 . 

因为 三 角 不 等 式 给 出 laCx,y) 一 ae yD) | 所 d(x, x )+a(y， 
7 
(3.20.10) 射影 pr 与 pr 在 E 二 ElX E, 中 是 一 致 连续 的 . 

把 (3.20.8) 应 用 到 五 上 的 恒 等 映射 即 得 . 

(3.20.11) 对 于 任意 ae E《 相 应 地 、 a1€ Ei), 映射 1 一 (x1 03) 
《相应 地 , wxCa1s 2)) 是 Et《 相 应 地 ，E,) 到 E1X ;的 闭 子 空间 
EX {a} 《相应 地 , {as} xX E,) 上 的 一 个 等 眶 ， 

这 是 EX E, 中 距离 的 定义 与 (3.20.3) 的 明显 结果 . 
《3.20.12) 对 于 El X BE 中 的 任意 开 ( 相 应 地 、 闭 ) 集 4 与 任意 
点 a€ B1s 集 4 一 pntfaly x EE)) 是 在 EF, 中 开 的 ( 相 
应 地 , 闭 的 ). 

据 (3.20.11), 只 要 证 明 集 4 个 ({a} Xx E,) 是 在 {oa} x 已 中 
开 的 (相应 地 , 闭 的 ) 就 够 了 ,而 这 可 由 (3.10.1) 与 (3.10.5) 推 出 ， 
《3.20.13) 对 于 El X E, 中 的 任意 开 集 4,pri4《 相 应 地 ,pr,《4)》 
是 在 Ei1《 相 应 地 ，E,) 中 开 的 . 


事实 上 ,我们 可 以 写 出 ps4 一 LU 4 Cx)， 于 是 结果 由 


Bs 


《3.20.12) 与 《3,5.2) 推 出 ， 
附注 。 当 4 在 El X E, 中 闭 时 , pn4 不 一 定 在 B 中 闭 。 例 
如 ,在 平面 瑟 中 ,方程 rm 一 1 的 曲线 是 闭 集 , 但 是 它 的 两 个 射影 
都 等 于 民 中 10} 的 余 , 它 是 非 闭 的 . 
(3,20.14》 设 了 是 已 一 Bi X 已: 到 距离 空间 王 的 映射 ， 落 了 在 点 
(os 92) 连续 (相应 地 ,一 致 连续 》 则 贞 射 “一共 x1， mm) 在 中 连 续 
(相应 地 ,一 致 连续 ). 

这 个 竖 射 可 以 写成 zt 一 《x1 92) 悦 共 m1， 03)， 于 是 结果 由 
(3.20.11),(3.11.5) 与 (3.11.9) 推 出 。 
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《3.20.14) 的 道 一 般 不 成 立 ,只 型 的 反 鲁 是 让 评 中 由 
{ Dy 二) 当 (zs 天 《0 0) 时 。 
100, 0) 一 0 
定义 的 函数 方 了 在 (0. 0) 是 不 连续 的 。 因 为 对 于 * 天 0, fxs *) 二 

172. 
(3.20.15) 设 Bl，B;，Fl，P; 是 四 个 距离 空间 , 《相应 地 , 志 ) 是 
EE 到 F,( 相 应 地 , E; 到 F,) 的 轴 射 ,为 使 El X Ba 到 Fl X F; 的 
了 观 射 产 〈s o 一 (所 szD， 太 ma)) 在 点 (as oz) 连续 (相应 地 ， 
一 致 连续 ), 必须 且 只 须 所 在 a 连续 , 在 ez 连续 (相应 地 , 有 和 
五 前 一 臻 连续 ). 

映射 《x1 3) 一 六 xi) 可 以 写成 hoprr， 于 是 条 件 的 充分 性 由 
(3.20.4)。(3.20.8) 与 《3.20.10) 推 出 ， 另 一 方面 ,映射 可 以 写成 
xz PE 大 za 03))， 于 是 条 件 的 必要 性 由 (3.20,14) 与 (3.20.10) 推 
出 . 

《3.20.16) 设 Bl, ,是 两 个 非 空 距 离 空 间 ,为 使 一 Br X E, 是 
下 列 各 种 类 型 的 空间 之 一 ， 必 须 且 内 须 E1 与 ,也 都 是 那 沁 一 种 
类 型 的 空间 : 

《iD) 离散 的 ; 

Ci) 有 界 的 ， 

《ii) 可 分 的 ; 

(iv) 完备 的 ; 

(v) 紧 的 ; 

《Wi) 准 紧 的 ; 

《vii) 局 部 紧 的 ; 

《viii) 连通 的 ; 

(ix) 局 部 笑 道 的 ; 

对 性 质 Gi) 到 (wii) 必要 性 部 分 的 证 明 , 采用 一 般 的 样式 ， 由 
《3.20.11) 推 得 : E1 与 E; 等 哈 于 E1 X 五; 的 洁 子 空间 ;然后 我 们 
注意 性 质 Gi) 到 (vii) 都 被 周子 空间 继承 (对 于 (i) 与 (让) 是 显然 
的 ， 对 于 性 质 (ii) 到 〈vi)， 已 在 (3.10.9)，(《3.14.5)。(3.17.3)， 
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(3.18.4) 中 证 明 ) 对 于 性 质 Cvii)， 必 要 性 由 把 (3.19.77 应 用 到 射影 
Pr 与 pr; 上 而 得 到 , 类 似 地 , 若 互 是 局 部 连通 的 , 则 对 于 任意 (wy 
4) 8 五 与 4 在 互 :中 的 任意 邻 瑾 Ps Pa X ,都 是 (ms ce) 的 邻 
域 ,于 是 包含 Cm, 6,) 的 一 个 连通 分 域 机 ;但 是 所 (3.19.77 与 (3.20. 
13)，, per 是 a 的 连通 邻 域 且 含 在 Vi 中， 

对 (GD 和 (ii 条件 的 充分 性 是 Bi X E; 中 距离 定义 的 直接 推 
论 。 对 于 (省 ), 着 Di, D; 是 至 多 可 数 的 , 并 且 分 别 在 已， 已 中午 
密 , 则 据 (1.9.3) Di x D; 是 至 多 可 数 的 又 据 (3.20.3) 它 是 在 E 中 
筒 密 的 ， 对 于 (iv), 若 《z,) 是 吾 中 的 Cauchy 序列 , 则 据 (3.20.7)， 
(prmzo) 与 (pazw) 分 别 是 与 E, 中 的 Cauchy 序列 ,于 是 它们 分 
别 收 全 于 ay wz* 因此， 由 《3.20.6)，(zo) 收 化 于 《a oz)。 对 于 
(Vi), 若 (41) (相应 地 ,， (3;)) 是 由 直径 <s 的 集 组 成 书 ( 相 应 
地 , E;) 的 有 限 履 盖 ， 则 〈4, x 8/) 是 由 直径 < 的 集 组 成 的 
EX Es 的 有 限 覆 盖 , 又 据 (3.16.1), (iv) 与 (vi) 的 条 件 的 充分 性 
也 得 到 了 (Y) 的 条 件 的 充分 性 。 对 于 (Y) 的 证 明 得 出 (vi) 的 
证 明 ， 只 要 我 们 记 住 EX E, 中 令 域 的 定义 ， 对 于 (si6), 设 
(Cas op) 《Bb1s 25) 是 的 任意 两 点 ， 所 (3.20.11) 与 假设 ,， 集 {a} 
XE, 与 FE X {8,} 是 连通 的 ， 并 有 公共 点 (a, 刀 )， 于 是 ， 由 
《3.19.3), 它 们 的 并 是 连通 的 ,并 且 包 含 Ca1, a2) 与 《5 , 5), 因此。 
《eu 42) 在 E 中 的 连通 分 支 是 本身. 上述 论 证 也 得 到 了 (ix) 的 
条 件 的 充分 性 ,只 要 记 住 中 邻 域 的 定义 。 
(3.20.17) BE X E， 的 子 焦 4 相对 紧 的 充 要 条 件 是 pri 4 与 pr 4 
分 别 在 Ei 与 ,中 相对 紧 . 

必要 性 由 把 (3.17.9) 应 用 到 pr 与 pr 上 得 到 ; 充分 性 由 
《3.20.16),(3.20.3) 与 (3.17.4) 推 得 。 

本 节 讨 论 的 所 有 定义 与 定理 都 可 以 立即 推广 到 有 限 个 距离 空 
间 的 积 。 


问 
1 设 亚 二 是 两 个 距离 空间 ,4 是 下 的 子 集 ，B 是 的 子 集 ; 试 还 Fr(4 
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XB) = (Fr(A) xB)U(AXFr(B)), 

2) 设 EF 是 两 个 连通 的 距离 空间 ,4 闫 E 是 E 的 子 集 ，8 关 是 F 的 
子 集 ; 试 还 在 E x F 中 ,4 x 8 的 余 是 连通 的 ， 

3) a) 设 EP 是 两 个 距离 空间 ,4 (相应 地 , 8) 是 (相应 地 ; P) 的 紧 子 
集 ， 若 了 是 4 x 8 在 E x F 中 的 任意 邻 域 , 试 证 存在 4 在 中 的 邻 域 与 B 
在 三 中 的 邻 域 了 使 得 x 了 己 W( 先 考虑 返 化 为 单 点 的 情形 )， 

b) 设 E 是 紧 忠 离 空间 , F 是 距离 空间 ,4 是 E x F 的 闭 子 集 ， 试 还 :; 4 
到 F 的 射影 是 闭 集 ( 利 用 a) 证 明 prs 4 的 余 是 开 的 )。 

6) 反之 , 设 E 是 这 样 的 距离 空间 ,使 得 对 等 个 距离 空间 F 与 B x F 的 每 
个 闭 子 集 4, 4 到 下 的 射影 都 是 在 中 闲 的 ， 试 证 E 是 紧 的 (车 不 然 , 则 在 
中 存在 没有 触 信 的 序列 《%)。 把 F 取 为 由 0 与 点 1/* (= 是 整数 之 1) 组 成 的 
的 子 空间 ,并 考虑 E x 下 中 点 (sy 1/#) 的 集 .) 

4) 设 E 是 紧 忠 离 空间 ,是 距离 空间 ，4 是 x ?的 闭 子 集 ,B 是 4 到 
下 的 射影 ( 闭 的 )。 设 me 8, 并 设 C 是 截 口 47(yo) 一 {x EE|(x,y0) € 人. 
试 证 对 于 2 在 E 中 的 任意 邻 域 廊 , 存 在 y 在 8 中 的 邻 域 玉 ,使 得 只 要 YE 色 ， 
就 有 4"(y) cv (“由 参数 决定 的 方程 ' 根 ?的 连续 性 ”)《 应 用 问题 3a))。 

5) 和 ) 设 了 是 距离 空间 E 到 距离 空间 的 映射 ,又 设 G 是 1 在 E x F 中 
的 图 象 . 试 证 若 1 连续 , 则 上 是 在 己 x F 中 闲 的 ,并 且 nm 在 G 上 的 限制 是 C 
到 三 上 的 同 胚 . 

b) 反之 ， 若 下 是 紧 的 ，G 是 在 E x F 中 闲 的 , 则 } 是 连续 的 (应 用 问题 
35)), 

5) 设 F 是 这 样 的 虐 离 空间 : 对 任意 虐 离 空间 E,E 到 的 任意 映射 ,只 
要 它 的 图 是 在 E x F 中 闲 的 , 则 都 足 连 续 的 。 试 还 是 紧 的 (应 用 问题 3c) 的 
构造 法 )。 

6) 设 EF, 6 是 三 个 曝 离 空间 , 4 是 E x F 的 子 集 ，B 是 FxG 的 子 
集 , C = Bo4 = {(*,z)e ExGl3yeF 使 得 (x,y)€ 4, (yz)eB。 假设 4 
与 B 都 是 闭 的 以 及 4 到 的 射影 是 相对 紧 的 ; 试 证 C 是 在 E x C 中 闭 的 (应 
用 问题 3b))。 

7) 设 (可 )(e1) 是 非 空 距 离 空 间 的 无穷 序列 并 假定 对 每 个 "Bi 上 
的 距离 中 都 使 得 Er 的 直径 和 1( 见 3.14 节 , 问题 2b)), 设 E 是 所 有 序列 
* 一 (xn) 的 集 ,这 里 对 每 个 x 都 有 加 《序列 《BE,) 的 "无穷 积 ”; 我 们 记 
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2) 试 证; 在 上 ;函数 d((o，() 一 六 由 (asg/2n 是 一 个 虐 


离 . 
b) 对 于 任意 = 一 (xn)《 E， 任意 整 数 m 源 工 与 任意 数 "> 0， 设 nkz; 


7) 是 所 有 这 样 的 y 二 (yn) 《5 的 集 : 使 得 对 于 ASm， 有 di(xeyo)<r。 试 
证 这 些 集 V(x;57) (对 于 所 有 的 所 与 力 构 成 > 在 王 中 的 基础 邻 域 系 。 

5) 设 (%2) 是 E 中 点 xm 一 《st 的 序列 ;为 使 (zt”)) 收 化 于 EE 
中 的 “ 二 (m) (相应 地 ,是 妃 中 的 Cauchy 序列 ), 必 须 且 只 须 对 每 个 #, 序列 
(2 my， 都 收 全 于 所 中 的 a。( 相 应 地 ,是 巨 中 的 Cauchy 序列 )。 若 村 E 是 
完备 空间 ,必须 且 只 须 每 个 Es 都 是 完备 的 。 

d) 对 每 个 mr。 设 妃 是 杞 的 子 集 : 试 迹 4 = [TT 4 在 三 中 的 闭 包 等 于 


丁字 
为 使 B 是 准 紧 的 《相应 地 。 紧 的 ) 必须 且 只 须 每 一 个 吾 都 是 准 紧 的 
(相应 地 , 紧 的 )。 


f) 为 使 E 是 局 部 紧 的 , 必须 且 只 须 每 个 E。 都 是 局 部 紧 的 , 而且 记 有 的 
Eo， 最 多 除去 有 限 个 以 外 都 是 紧 的 。 

8) 为 使 E 是 连 道 的 ,必须 且 只 须 每 个 Bo 都 足 连通 的 ， 

+h) 为 使 E 是 局 部 连通 的 ,必须 且 只 须 每 一 个 E 者 是 局 部 连通 的 而且 
所 有 的 ,最 多 除去 有 限 个 以 外 , 痢 是 连通 的 。 
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第 四 章 ” 实 直线 的 补充 性 质 


实 直 线 的 许多 性 质 已 在 第 三 章 中 讲述 过 了 ， 是 与 该 章 中 讨论 
的 各 种 丘 扩 概念 联系 在 一 起 讲 的 。 本 章 所 收集 的 性 质 ， 大 部 分 都 
是 初等 的 与 经 典 的 ,没有 上 述 的 直接 联系 ,而 真正 是 使 实 直线 在 更 
一 般 的 空间 中 占有 特殊 地 位 的 性 质 ， 对 数 与 指数 函数 的 引进 略 带 
非 正统 的 方式 ,以 对 数 而 不 是 以 指数 开始 ， 这 具有 技巧 上 的 优点 ， 
使 得 没有 必要 为 对 任意 * 定 义 a: 而 首先 定义 aw" (mw 是 整数 
>0). 

Tistze-Urysohn 定理 (4.5) 目 前 在 泛 函 分 析 与 代数 拓扑 二 者 之 
中 都 占有 中 心地 位 ， 可 以 认为 它 是 研究 一 般 延 拓 问题 ， 即 把 空间 
互 的 闭 于 集 4 到 空间 F 的 连续 映射 延 拓 成 整个 冠 间 B 到 的 连续 
映射 的 第 一 步 。 这 个 一 般 间 题 自然 地 引 向 现代 代数 拓扑 中 那些 最 
重要 、 也 是 被 人 们 最 积极 地 研究 着 的 问题 ， 


1. 代数 运算 的 连续 性 


(4.1.1) 及 X 民 到 民 的 映射 (x,y) 一 x 十 y 是 一 至 连续 的 . 

这 立即 可 由 不 等 式 

[G+ yt EI ext ly 

与 定义 推 得 ， 
(4.1.2) 民 X 民 到 民 的 映射 (+,y) 一 xy 是 连续 的 ; 对 于 任意 
a& RR, 民 到 民 的 映射 x 一 ax 是 一 致 连续 的 。 

xy 在 点 (xos 知 ) 的 连续 性 可 由 恒等式 

zy — toyo = xoy — yo) + (x — x0)y0 + x — zo)(y — yo) 
推 得 。 任 意 给 定 s > 0, 取 5 使 得 0 之 8 过 1 并 且 8Clxo[ 十 1yol 
十 ) 过 8; 则 关系 |* 一 20| 天 sy 一 知 过 5 北 合 |xy 一 xoyol 
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去 ex 一 ax 的 一 致 连续 性 立即 可 得 , 因为 |ax’ 一 ax| 一 ll 
| 过 一 二. 

(4.1.3) 如 到 其 自身 中 的 任意 连续 映射 J, 如 果 满 足 人 x 十 四 一 
f(x) 十 107), 则 它 是 x 一 cx 型 的 , 其 中 ce R. 
事实 上 ,对 每 个 整数 # > 0, 关于 # 用 归纳 法 ,我 们 有 fax) 一 
nf(x); 另 一 方面 K0 十 x) 一 (0) 十 f(x), 于 是 10) 一 0， 又 
f(x 七 (一 四) 一 + 1(—x) =f(0)==0, 因此 (一 2) 一 
一 (x) . 由 此 推出 对 任意 整数 "0, fx/#) 二 1(w)/n， 故 对 任意 一 
对 整数 p, g, 满足 9>0, 都 有 px/9) 一 pf(x)/9; 换 句 话说 ,对 任 
意 有 理 数 + 都 有 f(rx) 一 rf(x), 但 是 ,任意 实数 : 都 是 其 个 有 理 
数 序 列 r 的 极限 ( 据 (2.2.16) 与 (3.13.13)), 于 是 由 对 了 的 假设 
及 《4.12) 得 到 ftz) 一 ffmroz) 一 Hama/Croo) 一 Jiayzof Go 一 HG 


im 一 #f(%*)。 然后 令 “ 一 忒 1)， 我 们 就 得 到 对 每 个 x & R, 


Ka = cx. 
《4.1.4) 映射 + 一 1/x 在 民 的 每 一 点 xo 关 0 都 是 连续 的 。 

对 于 任意 给 定 的 s>0, 取 8> 0, 使 得 6 < min 《|xol/2， 
51xo1?/2); 则 关系 式 1z 一 zo| 二 6 首先 北 合 |x| > [zol 一 5 
1xo1/2， 然后 有 lx 一 Ba = [x 一 zo1/|xxol 所 21x 一 zo]/ 
|xol? < e, 

《4.1.5) 任意 有 理 函 数 (zw， xzo) 一 Po x)/ Cr > 
zs)《 其 中 了 与 9 是 实 系数 多 项 式 ) 在 R" 的 每 一 点 Ca，………, 04》 
都 是 连续 的 ,只 要 2(a， 0s) 关 0. 

R" 中 单项 式 的 连续 性 可 由 (4.12) 通过 对 其 次 数 使 用 归纳 法 
而 证 得 .其 次 ,了 与 8 的 连续 性 可 由 《4.1.1) 通过 对 其 项 数 使 用 妇 
纳 法 而 证 得 、 最 后 结果 由 (4.1.4) 推 得 . 

(4.1.6) 贞 射 (x， 9) 一 sup(x*, 与 (x; 7) 一 inf(x,) 在 RxXR 
中 是 一 致 连续 的 ， 

因为 sap(x， 9) 二 (x 十 y 十 1x 一 91)/2 与 infCx,y) 一 (x 十 

3 一 lz 一 ?1)72, 所 以 结果 由 《4.1.1) 与 (3.20.9) 推 得 ， 
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《4.1.7)》 民 中 的 所 有 开 区 间 都 是 与 尺 同 是 的 . 
由 (4.1.1) 与 (4.1.2) 推 得 任意 线性 函数 * 一 ax 十 5, 其 中 
2 天 0， 都 是 民 到 其 自身 上 的 一 个 同 胚 ， 因 为 它 的 朔 映射 + 一 a-! 
z* 一 a 蕊 具有 同样 的 形式 。 任意 两 个 有 界 开 区 间 J]a, 8[, ]r, 5 
都 在 某 个 映射 x 一 ar 十 2 之 下 相互 为 象 ,因而 号 同 是 的 .现在 考 
虚 民 到 ] 一 1, 十 1[ 上 的 映射 x 一 x/(1 十 |+|); 其 遂 映射 是 x 
x*/(1 一 |z1), 这 两 个 映射 都 是 连续 的 ,因为 x 一 |*| 是 连续 的 .这 
就 证 明了 及 是 同 旺 于 任意 有 界 开 区 间 的 ;最 后 ,在 上 述 尺 到 ] 一 1， 
十 1[ 上 的 同 凸 下 ,及 的 任意 无 界 开 区 间 ]a, 十 00,[ 或 ] 一 0, a [都 
被 映射 到 一 个 含 于 ] 一 1, 十 1[ 中 的 有 界 开 区 疝 上 ， 于 是 这 些 区 
间 也 都 同 有 是 于 及 
《4.1.8) 对 于 Rx R, 函数 (x,y) 一 x 十 y 在 寿 x 下 的 每 一 点 
(a,5) 都 有 一 个 极限 , 除 在 点 (一 00 , +oo) 与 (二 oo, 一 oo) 例外 ;如 
果 坐 标 a，& 中 至 少 有 一 个 是 十 0《 相 应 地 , 一 co), 则 上 述 极限 等 
于 十 co 人 相应 地 ,一 co). 
例如 ,我 们 证 明 : 如 果 a 关 一 9, 则 x 十 3 在 点 (a, 十 0) 有 
一 个 极限 , 等 于 十 co。 给 定 <E 民 ， 关 系 *> 六 7 > ce 一 5 莉 含 
x 十》 > <， 而 当 b 取 为 有 限 数 且 之 a 时 ,区 间 ]15, 十 %0] 与 ]c 一 
2 十 co ] 就 分 别 是 4 与 十 0 的 邻 域 ， 于 是 得 到 我 们 的 断言 。 其 他 
“情形 可 同样 处 理 ， 
(4.19) 对 于 民 x R, 函数 《x,y) 一 xy 在 择 Xx 此 的 每 一 点 
《as 5) 都 有 一 个 极限 ， 除 在 点 (0、 ++0),，(0, 一 9)，( 十 0,0)， 
《一 9, 0) 例外 ;如 果 坐 标 a,& 中 至 少 有 一 个 是 无 窃 的 ， 并 且 它 们 
有 相同 的 符号 (相应 地 ,相反 的 符号 ), 则 上 述 极限 等 于 + co( 相 应 
地 ,一 0》。 
例如 ， 我 们 证 明 : 如 果 a > 0, 则 xy 在 点 (a， 十 00) 有 极限 
十 co ,给 定 c€ 民 ,对 于 5 > 0, 关系 + 之 5,y 之 cfB 歼 售 zy 之 6。 
而 区 间 5, 十 oo] 与 ]c/8， 十 oo ], 当 纪 被 取 为 有 限 数 且 < < 时 ， 
就 是 4 与 十 ?的 邻 域 ,于 是 证 毕 ， 其 他 情形 的 证 明 与 此 类 似 ， 
我 们 省 略 下 列 两 条 性 质 的 证 明 : 
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《4.1.10》 fm lx 一 0， fim LAz = +, lim l/x = 一 oo 
se re Pe 


《4.1.11) 了 映射 (x,7) 一 supCxs)) 与 (4sy) 一 inf(x, 力 在 展 x 
中 中 是 连续 的 。 


2. 单 调 函 数 


设 E 是 广义 实 直 线 着 的 一 个 非 空子 集 。 我 们 称 吾 到 顺 的 觅 
射 了 是 递增 的 (严格 递 塘 的 ,递减 的 ,严格 递减 的 ), 如 果 关 系 * 过 y 
(在 瑟 中 ) 昔 含 f(x) 和 AVGCx) 1 4x) 之 19) ，Ke)> 
1(y)); 一 个 递增 或 递减 《严格 递增 或 严格 递减 ) 的 函数 称 为 单调 
的 (严格 单调 的 ); 一 个 严格 单调 陕 射 是 单 射 的 ， 如 果 1, g 是 递增 
的 , 且 f 十 8 有 定义 , 则 大 上 也 是 递增 的 ; 若 再 加 上 f 与 #8 都 是 
有 限 的 , 且 其 中 之 一 是 严格 递增 的 , 则 f 十 8 是 严格 递增 的 。 
(4.2.1) 设 E 是 尼 的 非 定子 集 ，a 一 supB; 对 于 到 展 中 的 任 
一 单调 映 角 1 lm sf 存在 ,并 且 当 f 递增 时 等 于 stpj()， 当 
f 递减 时 等 于 jnf J), 

例如 , 假设 了 是 递增 的 , 且 < 一 supf(#). 车 c 一 一 2， 则 
f 在 互 中 是 常数 (等 于 一 2), 结 果 是 显而易见 的 ;车 “ > 一 oo, 则 
对 任意 5 < c, 站 在 +E 用 使 得 6 < f(x) 所 <; 于 是 ,根据 假设 ,对 
于 yEE 与 + 所 y 扩 4a, 我 们 有 5 过 fx) 忆 1y) 委 c， 因 此 得 到 
我 们 的 结论 . 
《4.22) 设 I 是 下 中 的 区 间 ; 了 到 着 中 的 任意 连续 单 射 了 是 严 
格 单调 的 ; 了 到 五 上 的 任意 氨 续 严格 单调 脆 射 了 是 工 到 区 间 
忒 D) 上 的 同 胚 。 ， 

2) 假设 f 是 连续 的 与 单 射 的 ; 设 a, 8 是 了 的 两 个 点 使 得 
4 之 8， 例如 再 设 a) 二 有 5)。、 那么 ， 对 于 <c< 到 5 必定 有 
f(a) 之 f(e) <<1(6); 理由 是 我 们 的 假设 蕴含 fc) 去 了 (2)， 
fe) 去 1a). 如 果 有 ， 例 各，fKc) > KK5)， 则 根据 Bolzano 定理 
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(3.19.8), 存 在 x: a <z 之 b 使 得 x) 一 藉 2)。 这 与 假设 矛盾 ,类 
似 地 , 可 看 到 fc) < Ja) 也 是 不 可 能 的 ， 而 如 果 46 之 <, 必定 有 
f(5) 过 天 c)， 因 为 前 述 论证 表明 KK&8) 必定 在 以 a) 与 藉 c) 为 
端点 的 区 间 内 。 类 似 地 ， 若 c <<a, 则 fc) < 并 sa) 最后， 如 果 
2 是 了 的 任意 两 点 且 * < y, 那么 ， 对 a, x,y 而 不 是 0, 2 c， 
重复 前 掉 的 论证 ,就 得 到 Kx) < 大 7 

b) 著 了 是 连续 的 与 严格 单调 的 ， 则 它 是 了 到 KT》 上 的 一 个 
双 了 观 射 ,而 且 因 为 KK7) 是 连通 的 ,所 以 它 必定 是 一 个 区 间 (C3.19.1) 
与 (3.19.7))。 对 任意 xe 1, 7 中 包含 * 的 任 一 区 间 了 在 了 下 的 俏 
都 是 人 DD 中 包含 f(x) 的 一 个 区 间 ， 并 且 fx) 是 10) 的 端点 ， 
只 当 x 是 了 的 端点 ， 这 表明 zx 在 了 中 的 任 一 邻 域 在 下 的 象 都 是 
f(x) 在 人 了) 中 的 一 个 邻 域 , 于 是 了 是 一 个 同 胚 (参见 (3.11.1))。 


问 题 


1) 设 # 是 只 到 尽 中 的 一 个 映射 ,使 得 共 * + 9) 一 1x) 十 9)。 

试 证 : 在 区 问 ]s， 红 内 * 如 果 是 上 有 界 的 ， 则 了 在 ]s* 8[ 内 也 足下 有 
焉 的 (车 “ 是 区 间 ]“, 红 内 的 一 个 固定 点 。 考 虑 该 区 则 内 这 样 的 点 偶 x，y; 
xf<c<y 羽 及 (7 一 c)/(e 一 区 是 有 还 数 )。 在 这 同一 假 没 下 , 了 在 任意 紧 区 
间 内 部 是 有 赛 的 ,并 且 在 民 中 连续 ,因而 足 f(x) = cx 型 的 (证 法 同上 )。 

《用 选择 公理 可 以 证 明 :， fx + y) 二 开 *) + 1(y) 存在 解 ， 使 它们 在 每 
个 区 癌 上 都 是 无 界 的 .) 

2) 设 二 是 大 于 1 的 整数 。 

a) 试 证 ; ”对 于 任意 这 样 的 无 穷 整数 列 〈c): 0 和 < cr 所 5 一 1， 级 数 
加 of 如 者 收效 于 数 *E [0。11。 反 之 对 任意 *e 10, 1]， 都 存在 一 个 序列 


(mm)， 使 得 对 每 个 * 都 有 0S&cr<5 一 1 并 且 * = 沁 ) co 如; 如 果 z 不 是 ty/ 


s” 型 的 (* 与 mm 是 自然 数 ) 则 该 序列 是 唯一 的 ;否则 ， 恰 好 存在 两 个 具有 所 
需 性 质 的 序列 . 《应 用 这 一 事实 :对 任意 整数 m 之 0 与 任意 x& [0, 1], 存 在 
唯一 的 整数 使 得 /5" 才 x < 十 1D)16”*)。 

b) 利用 2) 中 上 一 2 的 情形 以 及 1.9 节 问 题 3, 证 明 [0;1] 于 是 只 本 身 ， 
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参 禾 (4.1.7)) 对 等 于 集 第 (N)、 
<) 设 * 是 [0,1] 的 一 个 子 集 ,由 所 有 形 如 台 .13* 的 数组 成 ;其 中 必 一 0 
或 一 2 (“三 进 cantor 集 ”) .证明 是 紧 集 ; 它 在 [0,1] 中 的 余 集 是 不 相交 
并 区 间 的 可 数 并 集 (3.19.6); 写 出 这 些 区 间 。 并 证 明 它们 长 度 的 (无 穷 ) 和 是 
1, 
4) 对 每 个 *eK， < 二 他 co/3o, 设 1x) 是 实数 羡 5n/25 其 中 心 =co/2 


( 当 = 可 用 两 种 不 同 的 方式 写成 于 cf37 时 ,， 证 明 相 应 的 两 个 数 立 2 


相等 }。 试 证 了 是 < 到 尼 的 区 间 [0>1] 上 的 连续 满 映射 ;因此 ，K 与 怀 是 对 等 
的 。 更 进一步 ,可 以 把 了 延 拓 成 了 一 [0。1] 到 其 自身 的 一 个 连续 陕 射 ， 这 个 
连续 映射 在 1 一 K 的 每 个 连 首 分校 上 都 是 常数 . 

3) a) 设 是 距离 空间 、 满 足下 述 条 件 : 对 每 个 其 项 或 等 于 0 或 等 于 1 
的 有 限 序列 * = 《i),xicns 总 着 在 一 个 非 空子 集 4 使 得 : 

(i) 是 两 个 子 集 4(0)，4(1) 的 并 集 , 且 对 每 个 含 * 项 的 有 限 序列 。， 
如 果 * ”是 两 个 这 梯 的 含 * + 1 项 的 序列 ,它们 的 前 # 项 就 是 :的 那些 项 ， 
则 二 一 如 4 

(6) 对 每 个 其 项 或 等 于 0 或 等 于 1 的 无 穷 序列 (ea).> 如 果 = 
(si)icigns 则 当 # 趋 于 + co 时 4, 的 直径 趋 于 0, 并且 这 些 ,的 交 是 非 空 
的 。 

在 这 些 条 件 下 ， 试 证 存在 三 进 Cantor 集 K( 问 题 2) 到 上 的 一 个 连续 
映射 ,特别 地 、E 是 紧 的 。 

b》 反 之 ， 设 是 任意 的 紧 虹 离 宅 间 。 试 证 存在 到 上 的 一 个 连续 映 
射 ( 利 用 4) 中 的 方法 与 准 紧 空 间 的 定义 (3.16); 注 意 ; 性 质 (i) 与 (1) 并 不 
蓝 含 下 述 事实 : 对 于 所 有 的 序列 上 述 两 个 集 4 与 Au 必须 不 同 于 4,》 

“) 如 果 加 上 是 完全 不 连通 的 ,并 且 不 含有 孤立 点 (3.9 节 , 问 题 2), 则 
尚 王 于 天 《首先 证 明 , 对 于 每 个 > 0。 存在 E 的 一 个 由 有 限 个 集 如 组 成 
的 概 盖 > 这 些 4; 都 既 开 又 闭 且 直径 翅 8; 为 此 可 利用 3.19 节 问题 9a)。 然后 
应 用 4) 中 的 方法 ,) 

4) 引 设 ECF) 是 偶 ( 音 )》 自 然 数 集 ; 如 果 对 入 的 每 个 子 集 X, 使 之 对 应 于 
偶 (zn Ex 人 NF), 试 证 我 们 定义 了 季 (N) 到 第 (本 x 屯 (5) 上 的 一 个 双 射 。 

b)》 由) 与 问题 2b) 推 证 ; 对 于 所 有 => 1,R" 与 及 是 对 等 的 《不 过 请 
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参阅 5.1 节 问题 6). 

5) 设 了 是 中 中 的 区 间 [0;1]。 试 证 存在: 到 “下 方形”! x 1 上 的 一 个 
连续 映射 (一 条 “Peane 曲线 ”), (首先 证 朋 : 存在 Cantor 集 kK 到 x 1 上 的 
一 个 连续 映射 (问题 3) 然后 把 这 个 映射 沿 直 线 延 拓 到 在 7 中 的 余 集 的 各 
连通 分 支 上 .) 

6) 设 5 是 区 间 19,1] 到 区 同 [ 一 1,1] 的 一 个 映射 ,并 假设 Hin， a(*)=0. 
试 证 : 存在 [0, 1] 到 [一 1, 1] 的 一 个 连续 递减 映射 8, 与 一 个 连续 递增 映射 
如 使 得 PK0) 一 Ba(0)》 一 0， 而 县 对 于 0<x<1 有 (x)<g (x)<<g(#)， 
【对 于 每 个 整数 ” 考 瑟 那些 使 EC*) 之 1/” 的 点 * 的 集 的 下 确 界 mm.》 


3. 对 数 与 指数 


《4.3.1》 对 于 任意 a > 1， 存 在 R 一 ]0, 二 co[ 到 民 的 唯一 的 
递增 映射 f, 使 得 天 xy) 一 (x) 十 fy) 以 及 fe) 一 1; 而 且 f 是 
R+ 到 尽 上 的 一 个 同 旺 . 

首先 证 明 一 个 引 理 : 

(4.3.1.1) 对 任意 * > 0， 总 存在 一 整数 m《 正 或 负 ) 使 得 om 所 
x 扩 amtl. 

先 假定 x 之 1， 序列 《a") 是 严格 递增 的 。 如 果 对 于 所 有 整 
数 n>0， 都 有 @ 扫 zr, 则 二 一 lim a” = supa" 应 有 限 ，>1 且 专 
*; 但 是 由 《4.1.2) 我 们 可 以 写 出 5 一 lim oo， ime， 因 此 
6 一 op 这 与 假设 4 > 1 矛盾 ， 因 此 存在 一 整数 ">， 使 得 * < a?; 
把 十 1 取 为 这 些 整 数 中 最 小 的 一 个 就 行 了 ， 反 之 , 若 0<x*<1， 
则 x7 之 1 车 ea” 和 x 和 qm 则 有 2 加 拉 所 xz 扫 on 

假设 存在 一 函数 f 具有 (4.3.1) 中 所 列 的 性 质 ; 则 f 是 乘法 群 
及 到 加 法 群 尺 的 一 个 同 态 ， 因 此 必 有 f1) 一 0 以 及 对 于 任意 
< 之 0 与 任意 整数 +( 正 或 负 ) 有 代 x”) 一 a f(x) .特别 地 ,fa”) 一 
aa。 又 车 二 所 x 作 aor， 则 必 有 1a") 所 Kx”) 所 1am 也 
就 是 说 m 所 4 fx) 所 mm 十 1， 数 得 .w/w 二 fx) 以 及 11(x) 一 
m/z| < 1/n。 这 表明 如 果 用 4: 表示 这 样 的 有 理 数 w/z 的 集 Cm 
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是 正 的 或 负 的 ,# 实 1), 注 足 om 所 如 【注意 : 力 委 刀 与 ome<r 
是 等 价 关 系 , 其 中 9 是 一 整数 >>0), 那 么 必 有 f(x) 一 sup4:, 这 证 
明了 是 唯一 的 . 

要 证 明 存在 , 尚 待 证 明 的 只 是 映射 +: x 一 supAs 满足 我 们 
的 全 部 条 件 。 设 * 与 ?是 R# 的 任意 两 个 元 素 ; 对 于 任 容 整 数 
1, 设 夫 ,mm 使 得 om 所 妇 委 6 与 思拓 六 生计 成 立 ; 


由 这 些 关 系 推出 er” 委 (zy 委 amt?; 因此 我 们 有 f(x) 


” 1 a 7 
,ey 


了 


问 时 又 有 卫士 玫 蕊 1) 十 10) << 名士 2 十 2 于 是 得 出 结 


论 : 
1Kzy) 一 Ko — 1) 1 < 2/n, 

因为 了 是 任意 的 ,所 以 fxy) 一 1x) 十 103). 

由 (4.3.1.1) 推 知 : 对 任意 z > 1， 存 在 一 整数 a 关 1 使 得 
4 达 27, 下 f(z) 守 1fn > 0; 由 此 扒 知 了 是 严格 递 上 的 ， 因 为 如 
果 x 达 y, 则 y 一 zx, 其 中 z 记 1, 又 fy)=1(x) 二 15)>>f(x)。 
另 一 方面 ,我 们 有 引 理 : 
《4.3.1.2) 对 于 任意 整数 4 之 1, 存在 < 沁 1 使 得 s* < 4. 

注意 到 存在 * 使 得 1< * < e, 因此 。 = xy， 其 中 7 > 1 如 
果 x 一 minCx, 7)， 则 我 们 有 总 志 xy 一 4a 并且 > 记 1， 用 归纳 
法 定义 zs > 1 使 得 吧 二 mo- 于 是 23" 必 os 当然 更 有 要 < 

这 个 引 理 表 基 : 0 < fa) 过 1/n， 对 任意 xE R*, 取 5 鸽 得 


于 于 1y 一 x| 怀 8 有 |f6y) 一 1(2)1 


f(z) 委 1/n， 这 证 明 f 是 连续 的 。 因 此 , 据 (4.2.2) 1 是 发 到 
及 的 某 个 区 疝 了 上 的 同 胚 , 但 该 区 间 必 为 民 自 向 ,因为 Ke”) 一 
是 任意 整数 . 

《4.3.2》 对 任意 数 4 > 0 且 关 1, 有 且 仅 有 民 到 民 的 一 连续 映 
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射 了 使 得 忒 zy) 一 所 sz) 十 fy) 以 及 Ka) 一 1 

设 2 > 1; 由 (4.3.1) 我 们 得 到 R# 到 如 上 的 一 个 同 耳 妨 ， 使 
得 jzy) 一 (x) 十 有 Cy》 以 及 fol5) 一 1; 设 铝 是 这 个 同 胚 的 
遂 ， 使 得 gz 十 人 一 golx)， gqty) 以 及 gol1) 一 5 如果 了 实 
现 〈4.3.27 的 条 件 ， 则 一 fego 是 民 到 自身 的 连续 映射 且 使 得 
让 x 十 四 一 hx) 十 hy); 由 (4.1.3) 得 x) 一 ex， 因此 fx) 
二 cjolx)， 并 且 只 存在 一 个 。 值 使 得 Ka) 一 1, 这 个 人 就 是 c 一 
1/f《a)《 因 为 4a 关 1, 所 以 我 们 有 je 关 0 一 1)). 

《4.32) 中 刻画 的 那个 映射 称 为 以 e 为 底 的 对 数 ,并 且 把 jCx) 
写成 loger， 由 《4.3.27 的 证 明 立 即 推 得 : 如 果 a， 4 都 之 0 且 闪 1， 
则 1logez 与 logsx 成 比例 ,并 且 由 令 * 一 “而 得 到 
(4.3.3) logsx 一 logsa * Iog,x, 

由 《4.3.1) 与 (4.2.1) 推 得 ; 若 a 之 1, 则 Hmlogar—— 00, lim 


jogsx 一 十 0; 若 4 达 1, 则 fim log 一 十 co， lm logax 一 一 co。 
对 于 任意 «> 0 且 关 1, x ~> logsx 的 逆 映 射 称 为 以 e 为 底 的 指数 
并 记 为 = 一 a* (这 基 一 个 前 后 一 致 的 记 法 ,因为 loge") 一 x,， 从 
而 对 * 的 整数 值 ， 这 个 新 记 法 与 代数 中 的 记 法 意义 相同 )， 此 外 ， 
对 于 所 有 实数 * 定义 1* 等 于 I， 于 是 ,对 于 4 > 0 与 任意 实数 x， 
》。 由 定义 我 们 有 as; 一 aray，arx 一 1/ar， 四 一 1。 在 (4.3.3) 
中 ,用 天 伐 换 * 得 到 
《4.3.4) Jogs(5*) 一 xlog2 (6 >0, +x 是 实数 )。 

四 在 上 公式 中 用 a? 代 澳 5 就 得 出 : 
(4.3.5) 《ar 一 at (xy 是 实数 ,a > 0). 

对 于 >1,x->a* 是 严格 递增 的 ,并 满足 Him 0 
二 00; 对 a <1， + 一 a 是 严格 递 碱 的 ,并 使 得 fim er 一 十 co。 


lim ar = 0, 
te 


(4.3.6) 映射 《zx, 四 王 ** 在 RE X 民 中 是 连续 的 ,并 且 在 RxR 
的 每 一 个 这 样 的 点 趋向 一 个 极限 : 这 种 点 在 民 x 民 的 闭 包 中 且 
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蜡 于 (0;0) (十 co,0) (1 二 co (bb 一 co)- 
由 (4.3.4), 我 们 有 z 一 ose (a 是 固定 的 数 > DD， 于 是 结 
果 由 《4.12) 与 (4.1.9) 得 到 。 
《4.3.7) 民 到 其 自身 的 任意 连续 映射 8, 只 要 满足 g(xy) 一 g(x)， 
g(y) 就 具有 形式 x > **, 其 中 a 是 实数 。 
事实 上 ， 如 果 5 > 1， 则 f(x) 一 logsg(4*) 对 于 实数 x, y， 
满 f(x 十 y) = je) 二 1(y)， 并 且 是 连续 的 , 于 是 根据 《4.1.3) 
有 f(x) 一 cx 因此 gC2*) 一 2 一 《6*), 这 就 证 明了 上 述 结果 。 
由 于 logs(x") 一 alogsrz， 我 们 知道 : 如 果 a >0, 则 xz 一 知 
是 严格 递增 的 ,如 果 a<0, 则 它 是 严格 递减 的 ;而 且 , 当 >" 时 ， 
lm = 0 lm* = +%; 当 a<0N, mx = +0, lim* 


0 A x 


一 0。 因此 , 据 (4.2.2), 对 于 z 关 0,， xzr 一 z 是 到 自身 上 的 一 
个 同 胚 ;其 逆 同 胚 是 x 一 x 


向 型 


设 是 民 到 它 自身 的 这 样 的 肌 射 ,满足 Hx + ?)》 二 1*)+1(y) 与 人 xy) 
一 f(x)1(y)， 试 下 或 者 对 每 个 *6 玉 有 fx) = 0， 或 者 对 每 个 *E 民 有 
(2z) 一 《如果 11) 隆 0, 则 六 1) = 1; 在 第 二 种 情形 ,证 明 对 有 理 数 x* 有 
x) 二 x， 并 利用 下 述 事实 证 明 1 是 严格 递增 的 : 每 个 实数 * > 0 都 是 某 
个 数 的 平方 .) 


4 复 数 


我 们 用 (Cx, 9) ,Cy (rt wy 十 y) 
C3 87) CFD rr — yy xy + yx) 
定义 集 恨 X 恨 到 R? 的 两 个 映射 ， 分 别称 它们 为 加 法 与 溢 法 ,并 
记 作 (x, z) >z 十 2 与 (zz) 一 zz。 对 于 这 两 个 映射 取 
0 一 《0,0),1 ~ (1,0) 以 及 当 # 一 《x,y) 关 0《( 据 (2.2.8) 与 
(22.13) 这 独 含 居 十 六 天 0) 时 取 和 一 人 二 出 
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它们 满足 域 的 公理 组 (2.1. (1))， 这 样 定义 的 域 记 为 C， 并 称 为 
复数 域 , 它 的 元 素 称 为 复数 。 尺 到 C 的 映射 + 一 《x, 0) 是 单 射 ， 
并 保持 加 法 与 乘法 不 变 ， 于 是 我 们 把 民 看 成 C 的 由 元 素 (x， 
0) 组 成 的 子 域 。 元素 i 一 《0, 1) 满足 六 一 《一 1, 0) 一 一 1, 于 是 
对 于 任意 《x,y)&E C， 我们 可 以 写成 《x,y) 一 * 十 i; 如 时 xz 一 
x 十 东 ，xy》 都 是 实数 ， 则 * 记 为 弦 #z 并 称 为 z 的 实 部 ，Y 记 为 
了 zx， 并 称 为 * 的 虚 部 。 
(4.4.1) 任意 有 理 函 数 (zs …，z) 一 PC(z xs)AD(z 
?9)， 其 中 卫 与 2 是 复 系数 多 项 式 ,在 Cr" 的 每 个 DCaty :oo) 关 0 
的 点 (m，*…， 4s) 都 是 连续 的 . 

证 明 可 和 象 (4.1.5) 那样 ， 利 用 与 (4.1.1》，(4.1.2) 以 及 (4.1.4) 
相 类 似 的 定理 ,这 些 定理 可 立即 由 上 面 给 出 的 关于 复数 的 和 、 积 与 
倒数 的 公式 以 及 (3.20.4) 与 (4.1.5) 推出 ， 

对 于 任意 复数 > 一 x 十 垃 , 数 # 一 x 一 i 称 为 x 的 共 思 e. 我 
们 有 一 zz 十 #7 一 2 十 者 ， z8 一 了 下 也 就 是 说 ，> 一 = 是 
域 已 的 一 个 自 同 构 , 据 (3.20.4) 与 (4.1.2) 它 是 双 连 续 的 ; 实数 由 
一 z 表征 , 形 如 ix 的 数 ( 也 叫 旨 虚数, 其 中 * 是 实数 ) 由 2 一 一 s 表 
征 ， 如 果 * 一 xz 十 zy? 则 到 一 妇 十 科 关 0; 正 数 1z| 一 (zz) 如 称 
为 = 的 绝对 值 ， 这 与 (2.2) 中 x 是 实数 时 所 定义 的 绝对 值 相 一 致 
关系 |z| 一 0 等 价 于 z 一 0. 我们 有 |zx'|? 一 zz zz” 一 s5g 下 一 
jzPlz", 才 1zx | 一 |zj 1 由 此 推出 ， 如 果 = 天 0 则 和/ 
s| 一 1/|z|。 最 后 ,通过 直接 计算 , 可 验证 三 角 不 等 式 : 

lz 二 zi 所 1z| + J. 

这 表明 |# 一 2'| ~ d(x, sz 人 ) 是 在 C 一 尺 X 民 上 定义 的 一 个 距 
离 ， 它 一 致 等 价 于 (3.20) 中 所 考虑 的 距离 。 关 于 这 个 距离 的 球 称 
为 贺 盘 . 任意 复数 = 去 0 可 唯一 地 写成 一 个 积 地， 其 中 >> 0， 
151 一 1， 也 就 是 取 > 一 |z1， 《一 =/|z|。 


问 
设 是 C 到 它 自身 的 连续 映射 ,满足 f(s + 二 ) = f(z) + Te) 与 区 sa) 
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一 Xz)f(s)。 试 证 : 或 者 对 每 个 x eC,1(s) = 0, 或 者 1 是 二 上 映射 = 一 >。 
-8 之 一 (利用 (4.1.3)》.( 利 用 选择 公理 ,可 以 证 明 , 存 在 C 到 自身 的 单 射 、 
非 澡 射 非 过 续 映射 5 使 Hz 十 #**) = 1s) + f(z) 与 fss') = 5) 二 基于) 
成 立 ， 对 照 4.2 中 的 问题 .) 


5. Tietze-Urysohn 延 拓 定理 


《4.5.1》 (Tietze-Urysohn 延 护 定理 )， 设 吝 是 一 距离 空间 ,4 是 EE 
的 一 闭 子 集 ，f 是 4 到 民 的 一 连续 有 界 映射 。 则 存在 互 到 灵 的 
这 样 的 连续 映射 8: 它 在 4 中 与 1 重合 且 满 足 svp gC%) 一 sup 
f(y), inf gCw) 一 Fly). 

我 们 可 以 假设 iaff(y) 一 1，supf (7) 一 2、 用 映射 Jy 一 a 


fly) 二 8。a 夫 0 来 代替 了 总 能 办 到 这 一 点 ( 当 了 为 常数 的 情形 是 
显然 的 )。 当 x& 4 时 定义 glw) 等 fx), 当 x EE 一 44 时 ,g(x) 
的 定义 由 公式 

g(x) 一 CinfCfCy)aCx, ar, A) 


给 定 。 因 当 ye 4 时 有 不 等 式 1 志 1(y) 所 2, 并 由 dx, 7) 的 定 
义 , 推 知 对 于 ztE 一 4 有 1<g(*) 拟 2。 因此 只 需 证 明 & 在 每 一 
点 ze6 瑟 连续 ， 如果 ze 4, 则 连续 性 可 由 对 f 的 假设 推 得 。 而 在 
开 集 EB 一 4 中 ,我 们 可 写 出 g(x) 一 h(x)/a(lx， 4), 其 中 As) 一 
ECjCy)Kx，y))， 由 于 《根据 (3.8.9) 与 (3.11.8)) a(x, 4) 连 续 
且 0, 因 而 《由 (4.1.2) 与 (4.1.4)) 必得 汪 朋 有 在 每 一 点 x*EE 一 
4 连续 ， 设 + 一 d(x, 4) 之 0; 对 于 dlx, x”) 声 8 过 7, 我们 有 
Ex) 所 dx)) 十 6，— 故 Hz) 所 大 oz) 十 28《 因 为 fy) 所 2)， 
类 似 地 有 h(x") 三 Ms) 十 28， 这 就 证 明了 的 连续 性 。 最 后 ， 
假设 * 是 4 的 一 边缘 点 ;给 定 8 > 0, 设 > > 0 是 这 样 的 数 ， 对 于 
yEANBlx;7) 有 If 一 Cx)| 所 6. 又 设 C= AN B(x;7)， 
D 一 4 一 C; 如 果 x&E 一 4 且 d(x, zi)< 委 r/4， 则 对 于 每 
092» 


tl 


个 yeD， 都 有 dz ， 力 >>az， 从 一 dz， 区 之 514， 散 
名) 9) > 3r143 另 一 方面 fCw)dxs x) < 24(z x) 
7/2 因此 j(Ka(e， 力 ) 一 GD) 4 《x，y))， 但 因 对 
yEC 有 f(r) eS fy) Hw) + es Rinf dx sy) ~ d's A), 
所 以 有 
C12) — eax 4) < inf GAs 1)) < Oe) + eax 4), 
这 还 明 对 于 ze 一 4 且 dx，*) <r/4 有 |s(# -91<es 
另 一 方面 ;如果 we 4 县 4 Ce z) < 14 则 leCz) 一 JD | 一 
|K#) 一 fa < 证 完 . 
《452) 设 4, 是 距离 空间 瑟 中 的 两 个 非 空 闻 集 ， 并 且 4N 3 一 
4。 则 存在 定义 于 互 中 取信 于 [0，1] 的 连续 通 数 1， 使 得 在 人 中 
fs) 一 1 而 在 8 中 jx) 一 0 

应 用 (45.0 于 4UB 到 尺 的 在 B 中 等 于 6 而 在 4 中 等 于 1 
的 映射 上 ,这 个 联 射 在 4UB 中 是 连续 的 - 


问 


1) 在 距离 空 间 E 中， 设 (F,) 是 一 闭 集 的 序列 ，4 是 Fs 的 并 集 ; 如 果 
* 革 4, 试 证 : 存在 定义 于 上 的 有 界 连 续 函数 /> 0 满足 f(x) = 0, 且 对 每 
个 ye 4 都 有 fy)>0《 利 用 (4.5.2) 与 (7.2.1))。 

2) ) 设 EE 是 这 样 的 距离 空间 ; 其 中 每 一 有 界 集 都 是 相对 紧 的 ; 试 证 E 
是 局 部 紧 的 与 可 分 的 (利用 (3.16.2))。 

b) 有 反之、 设 是 局 部 紧 但 非 紧 的 可 分 距离 空间 、4 是 E 上 的 臣 离 ; 设 
(Us》 是 由 的 相对 紧 开 子 集 组 成 的 这 样 的 序列 。 DCUwm， 县 E 是 序列 
(om) 的 并 集 (3,18.3)。 试 证 , 存在 己 上 的 实 人 连续 函数 了 使 得 对 ze 有 
f(x) <n， 而 对 x EE 一 Do 有 忒 2 着 2 《利用 (4.5.27; 其 次 ; 虑 离 2(zsy) 一 
Az) + 1(x) 一 HY) [是 拓 盾 等 价 于 4 的 ,和 且 对 于 "来 说 , 住 意 有 界 集 者 是 
相对 紧 的 。 
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第 五 章 赋 范 空间 


第 三 章 中 描述 的 语言 ， 对 应 于 包含 这 种 概念 一 一 因 " 形变 "而 
直观 上 仍旧 不 变 的 那些 概念 一 一 的 那 部 分 几何 直观 ， 这 更 加 接近 
经 典 几何 ， 因 为 直线 ,平面 等 等 都 是 从 拓扑 观点 来 研究 的 (读者 记 
得 :这 些 概念 的 纯 代数 样式 构成 了 线性 代数 ,我 们 假定 读者 是 熟悉 
它 的 , 见 附录 ). 本 章 中 给 出 了 级 数 的 本 质 的 定义 .我们 特别 强调 :对 
于 最 重要 的 一 类 收敛 级 数 《5.3), 有 限 和 的 普通 交换 律 与 结合 律 仍 
然 成 立 .由 此 自然 得 出 结论 ， 在 这 种 情形 下 ,项 的 次 序 是 完全 无 关 
的 . 这 就 使 我 们 ,例如 ,能 够 合理 地 表述 两 个 实数 项 级 数 之 积 的 定 
理 ( 见 (5.5.3)》, 而 与 某 些 教科 书 中 仍 在 讲授 的 所 亩 “Cauchy 乘积 ” 
大 不 相同 ,后 者 除了 对 单 变数 乡 级 数 之 外 ,是 没有 意义 的 . 

本 章 的 主要 结果 是 连续 性 准则 (5.5.1) 与 描述 有 限 维 空间 特征 
的 了 , Ricsz 定理 (5.9.4), 后 者 是 十 一 章 中 讨论 的 初等 谱 论 的 关键 

当然 ;本章 仅仅 是 Banach 空间 与 线性 拓扑 空间 一 般 理论 的 人 
门 ， 我 们 将 在 第 十 二 章 中 作 进一步 讨论 ，Banach 空间 与 线性 拓扑 
空间 是 坝 代 泛 函 分 析 的 基础 . 


1. 赋 范 空间 与 Banach 空间 


在 本 章 与 下 一 章 , 当 我 们 说 到 向 量 空 间 时 ,总 是 指 实 数 域 或 复 
数 域 上 的 (有 限 维 或 无 穷 维 的 ) 向 量 空 间 ( 这 样 的 空间 分 别称 为 实 
的 成 复 的 向 量 空间 )， 当 不 指明 纯 量 域 时 ,就 理解 为 定义 与 结果 在 
两 种 情况 下 都 成 立 ?， 当 同一 叙述 中 出 现 几 个 向 量 空间 时 ,理解 为 
《除非 有 相反 的 声明 ) 它 们 有 相同 的 纯 量 域 ， 一 个 复 向 最 空间 互 也 


1) 纯 全 和 与 向 县 * 的 积 一 般 记 为 *》 或 Axi 0 是 向 是 空 间 中 加 属 的 堆 元 ， 
394 ， 


可 以 看 成 实 向 最 空 间 。 只 要 招 纯 量 限 定 在 只 内 ; 当 必 须 加 以 区 分 
时 * 我 们 就 说 这 个 实 向 最 空间 Bo 是 复 向 量 空间 站 的 著 础 ; 如 果 E 
在 C 上 具有 限 维 数 >, 则 Eo 在 只 上 具有 维 数 2w。 

应 量 空间 中 的 注 数 是 E 到 实数 集 民 的 具有 下 列 性 质 的 中 
射 (通常 记 为 * 一 jjzi, 有 时 可 能 给 上] 加 一 个 附 标 ) 

(1) 对 每 个 x<E EE 有 jx] 守 0. 

《ITD) 关系 xl = 0 等 价 于 x 一 0. 

(QI) 对 于 任意 x &€ 五 与 任意 纯 量 1 有 iaxzl 一 124| :x 

《IV) 对 于 的 任意 一 对 元 素 x, y 有 [x+ yy 所 有 z+ yll 
《三 角 不 等 式 ”)。 

(5.1.1》 如 果 x* 一 jj 上 是 向 量 空间 上 的 一 个 范 数 , 则 d(x, y) 二 
jz 一 十 是 吾 上 的 一 个 距离 ,并 且 满足 a(z 十 zy 十 z) 一 d(xsy) 
以 及 对 任意 纯 量 2，a(1r， 17) 一 14)d(x, y). 

验证 (3.1) 中 的 那些 公理 是 简单 的 。 

冉 范 空间 就 是 具有 给 定 范 数 的 向 量 空 间 ， 这 种 空间 总 看 作 
是 以 jz 一 诈 为 距离 的 距离 空间 。 Banach 空间 就 是 完备 的 赋 范 
空间 

如 果 互 是 一 复 赋 范 向 量 空间 ， 则 * 一 [zl 也 是 基础 实 向 量 空 
间 Be 上 的 范 数 、 列 和 直 距 离 空间 下 与 Bs。 是 同一 个 于 是 和 如果 EE 是 
Banach 空间 , 则 Eo 也 是 。 

范 数 的 例 。 

(5.1.2) 在 (32.1)，(3.2.2)、(32.3) 与 (3.2.4》 中 所 举 的 例 都 
是 实 向 量 空间 ， 在 这 些 例 中 引进 的 蝶 离 都 是 用 《5.1,.1》 中 的 方法 
由 范 数 得 到 的 .在 例 〈3.2.1) 到 (3.2.3) 中 象 这 样 定 义 的 赋 范 空 
疗 , 据 (3.20.16) 与 (3.14.3) 都 是 完备 的 ,因而 都 是 Banach 空间 ， 例 
(3.2.4) 将 是 第 VII 章 中 专门 研究 的 对 象 , 并 且 将 看 到 它 也 是 一 个 
Banach 空间 

《5.1.3) 在 前 面 这 些 例子 中 以 复数 代替 实数 《在 例 (3.2.2) 中 ， 汶 
x 一 ?代替 乘 方 (r 一 yi)?) 就 得 到 与 之 对 应 的 例 。 

(5.1.4) 设 1 一 [a,6] 是 尺 中 一 有 界 闲 区 问 , E 一 x) 是 I 
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中 所 有 实 值 连续 顷 数 的 集 ; 则 刀 是 向 量 空间 (f 十 8 与 好 分 别 指 映 
射 : 一 2D) 十 8 与 1: 悦 计 (如果 我 们 记 


I = | D1, 


则 1 是 孔 上 的 范 数 。 唯一 不 容易 验证 的 公理 是 (11), 它 可 由 中 
值 定理 推 得 ( 见 第 VII 章 )。 可 以 证 明 E 不 是 完备 的 ( 见 问题 1)- 

关于 范 数 的 其 它 重要 例子 , 见 (5.7) 与 第 VI 章 . 

(5.1.5) 如 果 E 是 一 实 ( 复 ) 赋 范 空间 , 则 映射 《x， y) 一 + 十 y 在 
EX E 中 是 一 致 连续 的 ,映射 (4, z 一 2x 在 民 X E (相应 地 
C x EE) 中 是 连续 的 ;映射 + + 在 E 中 是 一 致 连续 的 . 

证 明 可 仿照 (4.1.1) 与 (4.1.2) 的 证 明 同 桩 进行 ;例如 证 明 (4,*》 
4x 在 点 (2, *0) 的 连续 性 ,我 们 利用 公式 jaz 一 orzol 一 4x 
— 0) thr t A) x oxo bl: fe oll + 
和 2 一 2 aod + [2 — ol He — xoll. 

作为 (5.1.5) 的 推论 ， 可 得 到 ， 任意 平移 * 一 a 十 x 与 任意 位 
似 映射 + 一 2z(1 关 07 都 是 到 自身 的 同 旺 、 因 为 其 逆 映 射 还 是 
平移 (相应 地 ,位 似 映 射 》 


向 题 * 

DD 设 了 = [0，1]， 又 设 B 是 (5.1.4) 中 定义 的 赋 范 空间 。 

a) 对 任意 ” 关 3， 设 如 是 在 上 上 定义 的 连续 函数 ,使 对 于 0 系 : 生 1/2， 
aD) 一 1 对 于 1M2+ 1/ 7 1&1， 1(1) = 0, 而 且 在 区 间 [1/2, 1/2 十 
1/ 9 ] 内 f(s) 有 形式 srt + 8。 (其 中 常数 mm 与 Bs 是 待定 的 )。 试 证 : 在 E 
中 《加 ) 是 不 收 雍 的 Cauchy 序列 (如 果 在 正中 (加 ) 有 一 极限 , 试 证 : 我 们 
必 有 &() 二 1， 对 于 0&t&112 与 gl) 一 0。 对 于 17 2 <1<1。 这 就 破坏 
了 的 连续 性 )， 

b》 试 证 : 《5.1.4) 中 定义 的 E 上 的 虐 离 与 (3.2.4) 中 定义 的 距离 不 是 
拓扑 等 价 的 . 《 举 出 王 中 一 个 序列 的 例 ， 对 于 必 一 sll 它 趋 于 0, 而 对 于 
G3.2.4) 定 义 的 距离 它 没有 极限 }。 

2) 设 4* B 是 赋 范 空间 E 的 两 个 于 集 ， 我 们 用 4 + 8 记 所 有 和 a 十 
的 集 , 此 处 a€ 4，& eB。 


396 。 


a) 试 证 : 若 集 4，, 8 之 一 是 开 的 , 则 4 + 3 是 开 的 。 

b) 试 证 ;车 4 8 郁 是 紧 集 ， 则 4 二 B 也 是 紧 集 (应 用 (3.17.9) 与 
{3.20.16)). 

5) 试 证 : 若 4 是 紧 华 ,B 是 闭 集 , 则 4 十 8 是 闭 的 。 

d) 举 出 是 的 两 个 团子 集 4， 3 的 例 ,使 得 4 十 B 不 足 闭 集 (参见 (3.4.1) 
前 边 兴 出 的 例 )。 

3) 设 互 是 一 赋 范 空间 

2a) 试 证 : 在 中 , 开 球 的 闭 包 是 具有 同一 中 心 与 同一 半径 的 闭 球 ; 闭 球 
的 内 部 是 具有 同一 中 心 与 同一 半径 的 开 球 ; 升 球 ( 或 闭 球 ) 的 边缘 是 具有 加 一 
中 心 ,同一 半径 的 球面 《参看 3.8 节 问题 4)。 

b) 试 证 : 开 球 BL0; >) 同 胚 于 (考虑 映射 rw/ + 和))。 

4) 在 赋 范 空间 瑟 中 ,线段 是 指 只 的 区 间 [0,1] 在 连续 映射 二 "如 十 (1 一 
站 5 下 的 象 , 其 中 ee Base E; 4 与 5 称 为 线段 的 端 战 ， 线 如是 紧 的 与 连通 
的 。 瑟 中 一 折线 是 独 已 的 这 桩 的 子 集 工 : 存在 中 点 的 有 限 序列 《*i)ociers 
具有 如 下 竹 质 : 若 对 于 0<iK&x 一 1、$; 是 区 二 与 si+: 为 端点 的 线 数 。 则 
工 是 这 些 5; 的 并 集 。 我 们 说 序列 (wi) 定义 了 折线 (一 般 地 ,一 给 定 折线 可 
以 用 无 穷 多 个 有 限 序列 来 定义 )。 设 4 是 E 的 子 集 , 。，5 是 4 的 两 点 ;我们 说 
4 与 5 被 4 中 的 折线 连接 ， 如 果 存在 序 列 (x,)osicr 使 得 一 ze 2 一 my 
而 且 由 这 个 序列 定义 的 折线 上 含 于 4 中 . 

如 果 4 中 任意 两 点 能 用 4 中 的 折线 连 候 , 则 4 是 连通 的 .反之 ;如 4 入 
是 连 首开 集 ， 试 证 4 中 人 性 意 两 点 能 用 4 中 的 折线 连接 (证 明 : 满足 下 述 条 件 
的 点 ?< 4 的 集 在 4 中 是 既 开 又 六 的 : 能 用 4 中 的 折线 与 给 定点 se 工 连 
接 )。 

5) 在 实 向 量 空间 王 中 ,线性 敌 了 是 形 如 “十 % 的 集 , 其 中 对 是 三 的 线性 
子 空间 ; 孩 定义 了 的 维 数 〈 余 维 数 ) 是 1 的 维 数 ( 余 维 数 )。 如果 2 且 尸 具 
有 有 限 维 数 p《 有 限 余 维 数 9), 则 包含 5 与 ?的 最 小 线性 簇 必 具有 有 限 维 数 
? 十 1 (有限 余 维 数 一 1)。 

设 4 是 实 赋 范 空间 己 的 开 连通 子 集 ， 又 设 (V。) 是 忆 中 线性 繁 的 可 数 序 
列 ,其 中 每 个 的 余 维 数 之 2 ; 试 证 : 车 引 是 这 些 的 并 集 ; 则 4n (5 一 5) 
是 连通 的 ,《 提 示 : 利用 问题 4; 设 工 是 4 中 连接 4n (E~~8) 中 两 点 ;5 的 
折线 , 试 证 : 存在 另 一 条 折线 上“ 靠近 ”Ls 并 含 于 4Nn《E 一 3) 中 。 要 做 到 
这 一 点 ， 注意: 车 x*& E 一 B， 则 满足 下 面条 件 的 点 ?< 的 集 在 中 币 
密 : 以 *。y 为 端点 的 线段 不 与 任何 Vs 相交 ,利用 (2.2.17).》 
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特别 ,如 果 忆 的 维 数 2 ，D 是 五 的 可 数 子 集 , 则 4n(E 一 D) 是 连通 
的 。 

6) 设 E 是 维 数 之 2 的 实 赋 范 空间 ， 试 证 的 非 空 开 子 集 不 能 同 胚 于 碌 
的 任意 子 集 (利用 问题 9). 

7) a) 试 证 在 赋 范 空间 中 , 球 不 能 包含 维 数 >0 的 线性 入 (问题 5)。 

b) 设 《) 是 维 数 >0 的 赋 范 空间 的 无 穷 序列 ; 试 证 ， 在 距离 空间 E = 
TT 5 中 ,不 存在 这 样 的 范 数 ， 使 得 距离 | 一 "| 拓扑 等 价 于 3.20 节 问 题 
7 中 定义 的 距离 (这 里 由 取 为 上 这 梯 的 有 界 距 离 , 它 等 价 于 本 上 由 其 范 
数 定义 的 距离 《利用 3)。 

383) 设 x,» 是 赋 范 空间 E 中 的 两 个 非 零 向 量 ; 试 证 


Dd | 


>t+ bp 二 -让 人 


《 回 杞 lz 上 = 1， lyl<1 的 情形 ， 令 > 一 | > 证明 工 十 |* 一 本 所 让 十 


晤 一 下 二 21x 一 yD), 常数 1/2 和 1/4 不 能 换 成 更 大 的 数 ， 


2. 赋 范 空间 中 的 级 数 


设 五 是 赋 范 空间 ， 一 对 序列 〈xw),=o。(s )。>o 称 为 级 数 ,如 果 
对 任意 an。， 元 素 x。 与 s。 满足 关系 m 一 ww 十 者 十 "十 和 或 
者 ,等 价 地 ,由 满足 mm 以 及 对 于 m 关 1x 一 一 ss-1。 xzo 称 为 
级 数 的 第 # 项 , s; 称 为 级 数 的 第 = 部 分 和 ， 这 个 级 数 常 称 为 一 般 


项 为 x 的 级 数 , 或 者 简称 为 级 数 (x,)( 由 于 用 词 台 焕 , 有 时 甚至 称 
为 级 数 习 < )， 我 们 涪 级 数 收 策 到 如果 lm 5 一 5; 这 时 :次 


为 级 数 的 和 ， 并 记 为 。 一 吉 填 … 二 加 十 … 或 者 :一 x; 
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?9 一 ;一 5 称 为 级 数 的 第 严 余 项 ; 它 是 以 zw+k 为 第 《项 的 级 数 
的 和 ;由 定义 , limr。 一 0. 
《5.2.1) 《Cauchy 准则 )。 如 果 一 般 项 为 +, 的 级 数 收敛 则 对 于 
任意 s > 0， 存在 整数 mw， 使 得 当 # 之 m4 与 关 0 时 有 lor* 一 
二 zt 十 十 xntall 所 8， 反之, 阁 满 足 上 述 条 件 并 且 空间 
三 是 完备 的 , 则 一 般 项 为 x 的 级 数 收敛. 
这 不 过 是 Cauchy 准则 对 序列 (5,) 的 一 个 应 用 ( 见 3.14). 
作为 (5.2.1) 的 明显 推论 我 们 有 : 若 级 数 《x。) 收敛 ， 则 lim x 


一 lim(ss 一 sr 一 0; 但 是 这 个 必要 条 件 决 不 是 充分 的 . 


(5.2.2)》 如果 级 数 《x。) 与 (xs) 收 伍 并 有 和 和， 9，* 则 级 数 (z* 十 xz 
收敛 于 和 * 十 六 并 且 对 任意 纸 量 ;， 级 数 《?xw) 收敛 于 和 和 

这 立即 可 由 定义 与 (5.1.5) 推 出 。 
(5.2.3) 如 果 《x。) 与 (x%) 是 这 样 两 个 级 数 。 除 有 限 个 附 标 以 
外 ,都 有 *s 一 45， 则 他 们 或 者 都 收敛 或 者 都 不 收敛 ， 

因为 级 数 (x; 一 x,) 的 所 有 项 一 一 除 有 限 个 附 标 以 外 一 一 都 
是 0, 所 以 它 收敛 . 
(5.2.4) 设 (如 ) 是 严格 递增 的 非 负 整数 序列 ， 并 且 和 一 0; 如果 


级 数 (z) 收 化 于 5， 且 因 一 信 ) ps 则 级 数 (yo) 也 收 减 于 


这 立即 可 由 关系 辣 六 一 全 ， 4 与 (3.13.10) 推 出 。 
#0 8 
问 
1) 设 《ea) 是 赋 范 空间 E 中 的 任意 序列 ; 试 证 : 存在 EF 中 满足 lim 
和 一 0 的 序列 〈a) 以 及 严格 递增 的 整数 序列 《)， 使 得 对 每 一 个 x 都 有 


人 
2) 设 0 是 到 自身 的 双 映 射 ,对 每 个 7, 设 q(x) 是 N 中 这 样 区 间 [#>8] 
的 最 小 个 数 ， 这 些 区 间 的 并 案 是 oC[0,*])。 
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a) 航 设 ?在 六 中 有 界 。 设 《xm) 是 隋 范 空间 互 中 的 收 伍 级 数 ， 试 证 级 
数 (estm) 在 下 中 收 敏 , 而 且 立 mw = 忆 wo 

b) 假设 ”在 六 中 无 界 。 定义 一 个 收敛 的 实数 项 级 数 《zx*)。 使 得 级 数 
《zon)) 在 中 中 不 收 全 (对 用 归纳 法 定义 一 个 严格 递增 的 整 狼 序列 (m4)， 
使 只 有 下 列 性 质 : 1° 若 mx 是 5([0。 m4]) 中 的 最 大 元 素 ， 则 [0, #4] 食 于 
5([0， mt) 中 ; 2“g(m) 汪 和 十 1。 然后 对 于 <nm4y 这 样 定义 mm: 
除 # 的 2k 个 适当 的 选 定 什 外 , x 一 0, 而 在 这 些 选 定 什 的 每 一 个 上 ， xn 交替 
等 于 1/ 大 与 一 1/K.)》 

3) 设 《zx) 是 央 范 空间 己 中 的 收敛 级 数 , o 是 NN 到 当 身 的 双 映 射 , 并 设 

ra) 一 |z(a) ~—n| “ sup ro 有 7 = Io 2) — rl * sup fxnll. 
试 证 : 如 果 im r(z) 一 0 且 Jimr(a) = 0， 则 级 数 sow) 在 中 收 全 ,而 


且 台 一 总 sem (对 充分 大 的 # 信 计 关 了 wocw 一 也.) 


4) 设 (zmn)《m 产 0，?>0》 是 赋 范 空间 EB 中 点 的 双重 序列 ， 假 设 : 1* 
对 每 个 mw 这 0， 级 数 ze 十 rm 二 … 十 xr 十 … 在 EE 中 收 争 ;和 且 加 是 其 和 3; 
2 "对 每 个 关 0 级 数 me + 和 十 … 二 rm 二 … 在 下 中 收敛 ， 且 与 是 其 
和 ， 

a) 试 证 : 对 每 个 x 之 0， 级 数 xm 十 高 s 十 … 十 xmm 士 … 卜 化; 设 半 是 
其 和 .。 


0) 为 要 Zr 一 DD sr， 必须 且 只 须 lima 一 0 


5) 2) 试 证 级 数 ”了 7 收 合 且 其 和 等 于 一 3/4m* (分 解 有 理 分 
wi 


式 W/m 2)). 
9) 当 mm 关 时 设 wm 一 


示 ” 县 设 wm 一 9; 试 证 ; 


避 - 写 全 四 


oo 2 


6) 如 果 f 是 在 NXN 中 定义 并 在 上 距离 空间 中 取 值 的 函数 ， 我 们 把 1 在 
中 x 训 的 点 (+o 吕 ，+o) 关于 子 空 间 NXNN 的 极限 〈 当 其 存在 时 ) 记 为 
m9) (3.13)。 设 (zwm) 是 一 实数 的 双重 序列 ,并 设 
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举 出 一 个 例子 ,满足 
zw 一 zwy 对 于 和 29 二 1 有 zw 一 一 x mbamy Xmas 


并 使 得 lim ”sme = 0， 而 这 些 级 数 xm 十 za 十 十 tom 十 9 on 十 


十 二 xm + 中 没有 一 个 是 收敛 的 . 
b)》 举 出 一 个 例子 ， 其 中 xm 一 0 除了 在 加 二 z 寺 193m 一 # 或 # = 


太 寺 1 时 例外 (二 是 所 有 的 级 数 也 xno 立 oo 都 是 收 敏 的 并且 对 所 有 的 


附 标 ms 都 有 立 = = 六 os = 0 但 是 lim ton 不 存在 ， 


下 


3. 绝对 收敛 级 数 


《5.3.1) 正 项 级 数 (x。) 收敛 的 充 要 条 件 是 对 于 严格 递增 的 非 负 


tH 


锋 数 序列 (和)， 部 分 和 序列 (%,) 有 上 界 , 此 时 和 :一 六 x 等 


0 


Sup gm。 
za 之 0 的 假设 等 价 于 so-! 所 4， 于 是 结果 立即 可 由 《4.2.1) 

推出 . 

在 Banach 空间 中 , 绝对 收敛 级 数 (x。) 是 这 样 的 级 数 : 它 

使 一 般 项 为 lx。ll 的 级 数 收敛 。 

《5.3.2) 在 Banach 空间 互 中 ， 绝 对 收 伍 级 数 是 收敛 的 ， 并 且 


Dl< Bl. 


2 

据 假设 ， 对 于 任意 8 > 0, 存在 整数 m 使 得 对 ”之 和 与 任意 
PP 全 0,， 有 jxsnl 十 十 zorell 志 8; 于 是 有 jzoaa 十 -十 
zo4 提 二 8， 据 (5.2.1) 这 就 证 明了 《xn) 收敛 。 其 次 ,对 于 任意 #， 


1 


n=0 0 
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fol 可 外 不 等 延 拓 诛 理 (3.15.4) 和 范 数 的 连续 任 (3.11.8) 挫 出 ， 
《5.3.3) 车 (x,) 是 钨 对 收 你 级 数 ,ao 是 入 到 自身 的 双 映 射 。 则 级 


数 (yo)， 其 中 ys 一 =o， 是 绝对 收 纹 级 效 ， 并 且 了 <, 一 了 7 
( 络 对 路 雍 级 数 的 “可 交换 他)。 
设 5 一 4s 一 了 对 每 个 由 设 吕 是 集 o10,a]) 中 
BE 各 
最 大 的 整数 ;因而 由 定义 立 fp < lsd, 歼 (5.3.1) 表 明 (y,》 


绝对 收敛， 其 次 ,对 任意 s > 0, 设 wo 是 这 样 的 整数 ,对 于 守 no 
与 p 产 0, 有 zol 十 … 十 上 ss 委 si 如 果 mo 是 oK[0， 
40]) 中 最 大 的 整数 ， 则 对 = 关 mo 与 ?六 0 有 ysl 十 … 十 
和 sl < es; 而 且 差 5。 一 so。 是 那些 了 > m 的 项 x 的 和 、 因此 
一 al 县 E; 于 是 , 对 # 安 0 与 za 守 1m0) 有 一 坟 | 寺 38， 
这 证 明 六 x 一 立 yn 
Per Ee 

设 4 是 任意 可 数 集 。 我 们 称 Banach 空间 5 中 元 素 的 族 
《rsjos4 是 绝对 可 和 的 ， 如 果 对 于 N 到 4 上 的 双 映 射 p， 级 数 
《xat》 是 绝对 收 敏 的 ;由 (5.3.3) 推 知 , 这 一 性 质 与 双 射 ?无 关 , 从 


而 我 们 可 以 把 六 se 定义 为 庶 (xuey 的 和 ， 并 记 为 如 .出 


于 任意 丁 数 集 5 C 卫 可 以 看 成 一 个 族 ( 其 中 4 当 作 附 标 集 )， 故 也 
可 以 说 五 的 绝对 可 和 (可 数 ) 子 集 及 其 和 - 
(5.3.4) Banach 空间 已 中 元 素 的 可 数 族 (x.).e4 为 绝对 可 和 


的 , 其 充 村 条 尾 是 有 限 和 > jx. 《JCA 且 有 限 ) 有 界 。 这 时 ， 


对 于 任意 s > 0， 存在 4 的 有 限 子 集 吾 ， 使 得 : 对 于 4 的 满足 
忌 用 天 一 几 的 任意 有 限 子 集 开 ,有 > jzoj < 8, 而 对 于 4 的 任意 
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有 限 子 集 工 > 日， 有 | -> «| < 2 


rp: 


提琴 个 断言 可 立即 由 定义 与 (5.3.0 共 但。 其 次 ， 对 任意 有 限 
子 集 LH, 我 们 可 以 写成 L 一 HUK, 其 中 HNK 一 上， 故 


了 xu 一 Bk 6; 由 和 >) x 的 定义 (把 4 按 太 到 4 上 的 任 


一 双 遇 排列 后 ) 推 得 | > = 一 于 x| < 。 于 是 | 忆 =- 于-| 


[2 


E25. 
(5.3.5) 设 (xo)ser 是 Banach 空间 E 中 元 素 的 绝对 可 和 族 。 则 
对 于 4 的 每 一 子 集 B， 族 (x。)ses 是 绝对 可 和 的 ,而且 > lx 


< Dlxll. 


ae4 


如 果 吾 是 有 限 的 , 则 结果 直接 由 定义 推出 ， 如 果 8 是 无 穷 的 ， 
划 对 于 8 的 每 一 有 限 子 集 了 ,有 2 ,xsi < >， jx, 中 于 是 结果 由 
Cra Ere 
(5.3.4) 推 出 。 
《5.3.6) 设 (xo)oes 是 Banach 空间 E 中 元 素 的 绝对 可 和 族 . 又 
设 《8,) 是 4 的 非 空子 集 的 无 穷 序 列 , 满足 4 一 【】B,， 并 且 对 


bp 关 & 有 Bs Bs 一 8; 那么 如 果 .m 一 上 7 x， 则 级 数 (z。》) 


ry 


是 绝对 收 全 的 ,并 且 立 =。 一 三 *。 《绝对 收 策 级 数 的 “可 结合 


人 性)， 
给 定 任意 。 > 0 与 任意 整数 a, 据 (5.3.2)， 对 于 每 个 《 志 wm 
存在 B4 的 有 限 子 集 六, 使 得 jz 志 >， fxoil + sa 十 1); 因 


ae 
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此 ,如 果 7 一 四则 有 a Sas 5 lt 
w=D k=0 了 


5; 于 是 由 (5.3.1), 级 数 《z,) 是 绝对 收敛 的 。 其 次 ， 设 互 是 4 的 这 
样 的 有 限 子 集 ,使 得 : 对 于 4 的 满足 妃 站 天 一 中 的 任意 有 限 子 集 


KK 有 D1 xl < 。， 同时 ,对 于 4 的 任意 包含 妃 的 有 限 子 集 上 有 


ek 


Dt Dx 


的 最 大 整数 , 再 设 4 是 任意 郊 m 的 整数 .对 于 每 个 4 委 则 设 J 
是 Bi 的 包含 昌 几 B4 的 有 限 子 集 、 并 且 满 是 对 于 BA 的 任意 包含 
大 的 有 限 子 集 ty 有 zx 一 了》) zoj 志 s/n 十 1)( 参 见 (5.3.4))。 


Cry 


志 26 (参见 (5.3.41))。 设 mw 是 使 得 HN Bo 天 四 


1 


所 8, 又 因为 


那么 ,如 果 工 一 【] Ze 则 我 人 有 | 一 x 


er 


工 H, 于 是 由 瑞 的 定义 推 得 


[> 一 可 | < 36, 这 就 完成 了 
k=D a€d 
证 明 . 

当 4 被 分 解 为 有 限 个 子 集 Bt(1 < 不 雪 四 时 ,有 一 个 类 似 的 
( 且 更 易 得 到 的 ) 结 果 ; 而 且 ,在 这 各 情形 下 ,(5.3.6) 的 闭 也 成 立 , 即 
如 果 每 个 族 (x。)es 都 是 绝对 可 和 的 ， 刚 (zx)oe vs 也 是 绝对 可 和 
的 ;证 明 可 由 准 出 (5.3.42 对 半 使 用 归纳 法 而 得 到 . 

问 

1) 设 (dx) 是 实数 2 关 4 的 序列 , 它 使 级 数 《4,) 不 收敛 ( 即 Ha > 3 

一 十 oo)。 对 于 十 列 级 数 的 收敛 性 我 们 可 以 作 何 判断 : 
dn he 当 本 dn 
2) 设 (%) 是 一 收敛 的 实数 项 级 数 * 但 不 是 绝对 收 伍 的 。 又 设 :一 六 ty. 
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对 每 个 数 ”> 证 朋 ; 存在 W 到 自身 的 双 射 o。 使 得 对 所 有 满足 几 >0 的 
oo 有 oz) 一 由 而 且 全 wooo = “。( 用 归纳 法 证 明 : 对 每 个 存在 N 到 


自身 的 双 射 m， 使 对 所 有 满足 ww0 的 和 有 ov(k) 一 而 且 罕 在 陶 标 
具有 下 述 竹 质 :如果 xi = westb， 其 对 《>a 有 


Dy sl 


[i 


进而 这 样 选取 0m: 对 所 有 满足 6x() <pr 的 《与 所 有 满足 4 所 一 1/w 的 
各 有 Oari(k) 二 0.(R).》 
3) 试 证 ; 对 于 积 空间 局 (其 中 的 范 数 x 一 sup|&|， 当 一 (和 :ckcx 


时 ) 中 点 的 每 个 有 限 族 (wi)ier， 有 了 xi < 25。 | | (首先 考虑 
ri Eliey 


# 二 1 的 情形 )。 

4) 在 赋 范 空间 EE 中 ,级 数 (x.) 称 为 可 换 收 全 的 ,如 果 对 于 如 到 自身 的 
每 个 双 射 6， 级 数 (zetm)) 都 收 化 。 

a) 收 化 级 数 《x») 是 可 换 收 敛 的 充 要 条 件 为 : 对 每 个 e>0， 存 在 六 


的 有 限 子 集 7， 使 得 对 于 训 的 任意 满足 7 号 二 的 于 集 如 都 有 [ba 和 
2 


所 se。 这 个 条 件 满足 时 ， 和 P| xoto 与 0 无关, (要 证 明 最 后 的 断言 与 条 件 


的 充分 性 ， 可 仿照 (5.3.3) 中 那样 进行 。 讲 证 明 条 件 是 必要 的 。 可 使 用 反 证 
法 : 若 存在 a > 0 与 苑 穷 多 个 如 的 有 限 子 集 Ha(* 一 129……)s 而 本 中 


的 任意 两 个 都 没有 公共 点 ?并且 使 得 对 每 个 都 有 | 也 | 之 < 则 从 这 些 于 


和 集 的 存在 性 人 手 ， 定 义 了 使 得 级 数 〈*oee) 是 不 收敛 的 ,) 

b) 假设 级 数 (xs) 是 这 样 的 ， 对 任 一 严格 递增 的 整数 序列 《ms)， 级 数 
人 xm) 关 收 伊 。 试 证 级 数 〔xs》 是 可 换 收 化 的 (利用 2) 中 那 种 论证 法 )。 当 
是 完备 空间 时 ,证 明 其 逆 命 题 (利用 在 a) 中 已 证 明 的 准则 )。 

中 荐 = 民 ， 试 证 8 中 任 一 可 换 收 伊 级 数 是 绝对 收 合 的 (利用 问题 3 
与 4) 中 的 准则 )。 

吕 把 (5.3.5) 中 的 可 结合 性 推广 到 可 痪 收敛 级 数 上 。 

5) 设 8 是 一 实 向 基 空 间 * 它 由 所 有 满足 tim 所 一 0 的 实数 无 穷 序 列 
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= 二 (和 je>e 组 成 ;对 于 任意 *e E， 设 | 一 sup || 

a) 试 证 jzl 是 E 上 的 范 数 ,而 且 其 有 这 个 范 数 的 ,是 一 Banach 空间 
《 即 Banach 的 “空间 (co)”)。 

b) 设 em 是 序列 《5me)rzo 当 操 尖 # 时 6mr 一 0， 而 bmw 一 1。 试 证 


对 于 每 一 点 = 一 (8.)《 8， 级 数 立 各 习 在 忆 中 是 可 换 收 敛 的 , 而 且 其 和 是 


*; 举 出 这 种 级 数 非 绝对 收敛 的 一 些 例子 。 

6) a) 设 《ee) 是 趋 于 co 递增 的 正 数 列 , 试 证 ,一 般 项 为 (5 一生 /的 
级 数 具 有 有 限 和 、 对 每 个 数 pe> 0, 试 证 一 般 项 为 《5 一 /ra ， 的 级 数 
是 收敛 的 (与 一 般 项 172- 一 1/ 太 相 比 较 )。 


b) 设 《wo)*>。 是 满足 mm> 0 的 非 负 数列 ,并 设 对 每 个 2 一 了) 吉 . 试 


证 ， 一 般 项 为 mm 的 级 数 收 伊 的 充 变 条 件 是 : ”一般 项 为 ww/ 的 级 数 是 收敛 
的 (利用 a))。 、 

7) 设 《mm) 是 非 负 项 的 收敛 级 数 。 试 证 、 友 在 正 项 递增 序列 co 满足 
Uim cr = oo 并且 级 数 《cz) 二 收效 的 。 

8) 设 (sw) 是 非 负 项 的 收敛 级 数 ， 试 证 ， 


im 得 二 2 十 十 za 


一 0 


与 
SE 
na 1) -2 


(BB /rn +t DD) = 1 (n+ ).) 
4 赋 范 空间 的 子 空间 与 有 限 积 


设 刀 是 赋 范 空间 , F 蚌 的 向 量子 空间 ( 即 这 样 的 子 集 : 对 任 
意 一 对 纯 量 a, 8, 由 xzE 下 与 yE FF 可 推出 ax 二 Py€E F); E 上 
的 范 数 在 F 上 的 限制 显然 是 上 的 范 数 。 它 在 F 上 定义 的 距离 与 
拓扑 ， 就 是 由 EE 上 的 距离 与 拓扑 导出 的 。 当 我 们 说 的 “ 子 空间 ” 
时 ， 一 般 是 指 具有 导出 范 数 的 向 量子 空间 ， 如 果 刁 是 Banach 空 
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阅 。 则 由 (3.14.5)， 五 的 任意 闭 子 空间 下 也 是 Banach 空间 ;反之 ， 
如 果 赋 范 空间 己 的 子 空间 了 是 Banach 空间 。 则 据 (《3.14.4》， 王 在 
互 中 是 闭 的 
(5.4.1) 如 果 F 是 赋 范 空间 E 的 向 量子 空间 、 则 它 在 中 的 闭 包 
下 也 是 一 个 向 量子 空间 . 
据 假 设 ,E Xx 到 EE 的 映射 (x,y) 一 > 十)y 把 FXF 上 映射 到 
F 中 ,于 是 据 (3.11.4), 它 把 F x 巨 映 射 到 巨 中 。 因 为 由 (3.20.37) 
FXF 一 FxF, 上 改 xtF 与 ye 蕴含 x- ye 多 .利用 映射 (4， 
了 一 和 zx 的 连续 性 ， 可 类 似 地 证 明 : 对 于 任意 纯 量 4, x EF 北 合 
xcE 

我 们 称 赋 范 空间 E 的 子 集 4 是 多 的 ， 如 果 4 中 向 量 的 (有 限 ) 
线性 组 合 构成 的 笛子 空间 ; 我 们 称 族 (x。) 是 全 的 ， 如 果 它 的 元 
素 的 组 合 是 全 的 . 

设 BE,,E: 是 两 个 由 范 空间 , 卷 虑 积 向 量 空间 B 一 E1 x EX 其 
中 (41 #2) 十 (yt $3) 一 (三 二 An 2) 一 《ax 
3))， 立 即 可 以 验证 ,映射 《xs 六 ) 一 sap(izll, zsjD 是 上 的 
一 个 范 数 , 而 且 这 个 范 数 在 E 上 定义 了 与 Ei, 3 上 的 距离 根 对 应 
的 距离 , 因而 积 Bl X E, 的 拓 扩 就 是 在 (3.20) 中 定义 的 拓扑 . “ 自 
然 " 单 射 z 一 (xb 0), #3 王 《0, 3) 是 Bt E, 分 别 到 E 的 闭 于 空 
间 瑟 二 El X {0}, E4 一 40} Xx Es 上 的 线性 等 距 (3.20.11), 而 E 
是 它 的 子 空间 E1，E; 的 直 和 、E;，E: 往往 分 别 看 成 与 E1， EF; 恒 
局， 

反之 ， 假 设 赋 范 空间 如 是 两 个 向 量子 空间 Fi，P: 的 直 和 , 每 
个 x€ E 可 唯一 地 写成 x 一 p1(x) 十 志 (x)， 其 中 pi (x) € Ri 
Px(x) EE FF， 而 且 p14， 所 分 别 是 EB 到 Fi, F; 的 线性 映射 (E 到 了 
F， 上 的 “射影 ?)。 “自然” 喘 射 《1 加) 一 加 十 为 是 积 空间 
Pi X F， 到 上 的 线性 双 射 , 它 是 连续 的 ( 据 C5.1.5)), 但 不 一 定 是 
双 连 续 的 (参看 6.5 节 问 题 2). 
《5.4.2) 贞 射 《x1s 3 一 嫉 十 为 为 FX P3 到 互 上 的 同年 的 充 
要 条 件 是 线性 对 射 p1, p, 之 一 为 连续 的 。 
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注意 ;因为 x 一 pi(*) 中 (xz]， 故 若 映 射 1 p; 中 的 一 个 连 
续 , 则 另 一 个 也 连续 ， 因 为 E 到 F; x F， 上 的 映射 * 一 (pr(*)， 
(9)) 是 (95 久 ) 一 力 十 狐 的 逆 映 射 , 所 以 结论 由 (3.20.4) 推 得 。 

当 (5.4.2) 中 的 条 件 满足 时 , 瑟 称 为 P， 刀 :的 拓扑 直 和 ; 满足 
下 列 条 件 的 EE 的 子 空间 F 称 为 E 的 拓扑 直 贸 被 加 项 ， 存 在 另 一 个 
了 了 空间 G, 使 得 E 是 F 与 6 的 拓扑 家 和 ; 具有 上 述 性 质 的 任意 子 
空间 G， 称 为 的 拓扑 余 ， 任 意 拓 扩 直 接 被 加 项 必定 是 闭 的 ( 据 
(3.20.11)), 但 是 存在 不 是 拓扑 直接 被 加 项 的 闭 子 空间 (尽管 任意 子 
空间 在 中 总 有 一 个 代数 余 ); 这 种 空间 的 例 ,可 参看 Bourbaki[ 6]， 
第 IV 章 ,!19 页 ,习题 5) 与 122 页 ,习题 17b). 

有 关 商 个 赋 范 空间 积 的 那些 定义 与 结果 可 直接 推广 到 = (有 
限 数 ) 个 赋 范 空间 的 积 (对 ”使 用 归纳 法). 


5. 多 重 线性 映射 连续 的 条 件 


《5.5.1) 设 E，…, Es 是 +» 个 赋 范 空间 ,是 一 赋 范 空间 , “是 
EX …… X EE。 到 下 的 多 重 线性 映射 。 «为 连续 的 充 要 条 件 是 ; 
存在 数 4 > 0, 使 得 对 于 任意 (zx …… ,xs) EE X .… XE,, 都 
有 : 


lulis ea oa. 
我 们 写 出 一 2 的 证 明 . 

1) 充分 性 为 证 明 = 在 任意 点 (ci， c2) 是 连续 的 , 我 们 写 出 
(x1 x2) 一 # Kecb 62) = (x 一 ci £2) 二 aa(c 和 一 c)， 因 而 
NaCx#2) — wes ed < all 一 < ell + desl : lzs 一 cjD， 
对 于 任意 满足 0 过 8 之 1 的 5, 假设 x 一 cj 和 5 jc 一 clss， 
则 lx 沁 生 Yes + 1， 因 此 我 们 有 

lax #2) 一 co ec Ealesl + Je + 1)5， 
它 是 随 8 而 任意 小 的 . 

2) 必要 人 性 . 若 # 在 点 《0,0) 连续 ， 则 在 E, xX BE; 中 存在 球 

B:supklxl ,lx2siD 所 + 使 得 (zy, xD) 6 B 绚 售 Ja, x 所 1 
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现在 设 《x xz) 是 任意 的 , 先 假定 凡夫 0 和 ;天 0; 那么 , 若 z 一 
rfl 各 一 rza/ jl 则 有 js 一 jz 中 一 + 因而 Casz2D1< 
I， 但 是 wz 二) 一 Pu 人 so oj al， 故 j 和 ecx 过 <， 
[el lx， 其 中 一 LIP 着 一 0 或 者 和 一 0， 则 xz 
za) 一 0, 于 是 上 述 不 等 式 成 立 , 

(5.5.2) 设 # 是 Banach 空间 E 到 Banach 空间 的 连续 线性 映 
射 ， 如 果 《x。) 是 互 中 的 收敛 [相应 地 ,绝对 收敛) 级 数 , 则 (aCxs)) 


是 下 中 的 收效 《相应 地 ， 绝 对 收 北 ) 级 数 ， 并 且 >,x (Cx) 一 
2 


级 数 (w(z,)) 的 收 生性 与 关系 了 wkz,) 一 4 (可 xo) 可 立即 


由 连续 线性 映射 的 定义 推出 (参看 (3.13.14))》， 册 (5.5.1) 得 知 ; 存 
在 常数 a > 0 使 得 je(zo)| 入 。… jix,j， 于是， 由 (5.3.1) 当 级 数 
(xn) 绝对 收敛 时 ,级 数 (x(xo)) 也 绝对 收敛 . 

(5.5.3) 设 瑟 , 了 ，CG 是 三 个 Banach 空间 ,* 是 Ex 了 到 G 的 连 
续 双 线性 映射 。 如 果 (*。) 是 孔 中 的 绝对 收敛 级 数 ，(y") 是 中 
的 绝对 收 伍 级 数 , 则 族 (a(x。, yo)》 是 绝对 可 和 的 ,并 且 

BD rn) = (De Dy). 


为 使 用 准则 C5.3.4), 必 须 证 明 对 任意 p, 和 D>， juCxos ys) 


mrp 
有 界 . 但 是 由 (5.5.1), 存在 a > 0 使 得 |xCxms 3 让 反 alzol 
“lly, 于 是 


2 lemsy) Sa D7 leoll yal 


mp stp maprnep 


= (D0) (Dl), 
此 式 据 对 (x) 与 (ys》 的 假设 ， 是 有 界 的 。 此 外 ， 由 《5.3.6) 与 
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《5.5.2) 推 得 : 落 : >) xo 一 yo; 则 


Dulens 1) = D (Dkr) — Duens st) 


pe 0 0 er 
一 ao) 

(5.5.4) 设 E 是 研 范 空间 ,是 Banach 空间 ,，G 是 的 黎 密 子 空 
间 , 了 是 G 到 的 连续 线性 映射 。 那 么 ,存在 到 的 唯一 的 连续 
线性 映射 1, 且 是 了 的 延 拓 . 

由 (5.5.1) 推 得 , 了 在 G 中 是 一 致 连续 的 ,因为 上 (x) 一 fC) 
一 Cz 一切 < ojz 一 刘 ; 于 是 由 (3.15.6), 存在 f 到 E 上 的 唯 
一 的 连续 延 拓 和 .了 是 线性 的 这 一 事实 可 由 《5.1.5) 与 便 等 延 拓 原 
理 (3.15.2) 推 出 . 


问 是 
D 设 * 是 轩 范 空间 到 卫 范 空间 F 的 这 料 的 觅 壬 对 5 的 任 音 一 对 点 
有 nz 二 四 a(*) + u(y)s 而 有 4 在 中 的 球 8(0; 1) 内 有 界 . 斌 
证 “是 线性 的 与 连续 的 。 《注意 : w(rz) 一 以 (x)，* 为 任意 有 理 数 ， 且 对 
ye 8031) 有 枯 {e+ 二 ?一 w(o1< (和 oa> 1 推导 出 war) 一 


和 a(a)，》 为 任意 实数 , 取 直 y 一 (r 一 2)x， 其 中 + 是 有 理 数 .) 


2) 设 BF 是 两 个 赋 范 空间 ,* 是 E 到 F 的 线性 映射 。 斌 证， 如果 对 EE 
中 每 个 满足 lim 各 = 0 的 序列 (*)， 序列 (w(xn)) 在 中 都 有 界 , 册 ”是 进 
续 的 . 《用 反 证 法 .)》 

3) a) 设 是 隋 范 空间 王 中 的 两 点 。 设 Bi 是 所 有 满足 le 一 中 一 
lx 一 下 =lls 一 5l/2 的 < 三 的 集 ; 对 于 a>1, 设 B, 是 这 样 的 *€ Bs-: 的 
集 : 对 所 有 ?6 Bs 都 有 jjz 一 州 和 (BA2 《2(4) 是 集合 4 的 直径 )。 试 
证 8(B。) 6(B,-1)/2，。 并 且 所 有 B 的 交 化 为 《a + 56)/2. 

b) 由 a) 推 证 : 如 果 / 是 实 赋 范 空间 的 等 距 , 则 f(x) = “(x*) + 其 
中 * 是 一 线性 等 险 ，c EF. 

4) 我 们 称 交 的 两 区 间 之 积 为 NNXNN 中 的 矩形 。 对 于 入 x 的 任意 有 
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限 子 集 #4, 设 $CH) 是 并 集 为 如 的 最 少 矩 形 数 ， 设 (2,) 是 入 x 的 有 限 
子 集 的 递增 序列 ,其 并 集 为 NXN 而 且 序 列 〈%(E)) 有 界 。 设 BF。，G 是 
三 个 巾 范 空间 ，(xs) (相应 地 ，(y)) 是 E (相应 地 ，F) 中 的 收 徊 级 数 ，f 是 
EXF 到 G 的 连续 双 线性 鼎 射 。 试 证 : 


Ck) lim BD 1 f(T Dm). 


Tm hk EH 0 Rl 

5) 设 (H.) 是 WxW 的 有 限 子 集 的 递增 序列 ,其 并 集 为 入 xNN， 对 每 个 
jEN 与 每 个 ae N,， 设 9 人 可 是 并 集 为 10) 的 N 的 最 少 区 间 数 ,其 中 
#10) 是 使 得 (i, 让 《后 的 所 有 整数 : 的 集 .假设 p(j 四 在 WxA 中 有 
界 。 又 设 (x) 是 辽东 空 间 2 中 的 收 铬 级 数 ，(,) 是 其 范 空间 中 的 绝对 收 
化 豚 数 ,f 是 Ex 到 贼 范 空间 6 中 的 连续 双 线 性 肤 射 . 试 证 问题 4 中 的 公式 
(六 ) 仍 然 成 立 (利用 (5.5.17, 并 注意 对 于 所 有 的 户 四 和 可 在 中 有 界 )。 
(参看 12.16 问 题 12).) 和 

6) 设 是 两 个 实 耻 范 空间 ,5 到 的 觅 射 了 称 为 在 0 的 一 名 城中 是 
/ 自 性 的 ,如 果 存 在 这 样 的 

(1) 在 E 中 关系 式 和 el<a，|z| < 有 c 二 zl|<e 范 含 e+ <) 一 
(Ca + fcJ。(2) 在 中 关系 式 有 el<s， jizl<eChe 且 昔 含 ic) 一 
A Cx) 

2) 试 证 , 若 /满足 条 件 (1) 并 且 在 0 连续 ,出 它 在 0 的 某 个 名城 中 连 统 ， 
并 且 在 0 的 某 个 令 直 中 是 线性 的 。( 参 看 问题 1) ,) 

5b) 设 了 是 王 到 上 的 映射 ， 为 使 在 0 连续 并 且 在 0 的 某 一 名 城中 为 线 
让 的 ， 这 要 条 件 是 对 E 中 任意 的 收 乱 级 数 (ms)。 级 数 (sxo)) 的 部 分 和 在 下 
中 有 界 .( 为 证 充分 福 ,首先 注意 到 ,必定 有 ef0) 一 0; 如 果 对 每 个 存在 的 
三 个 元 素 ws mwr 使 得 <2 ol27 jen- 加 二 避 二 
如 一 p 且 re) + g(r) + eco)s0， 作 一 个 级 数 (m)。 使 与 委 设 矛 计 ， 
如 果 不 存在 序列 xs， oo wss 央 8 满足 条 件 (C1); 试 证 它 必定 在 0 连续.) 


6 等 价 范 数 


设 E 是 一 向 量 空间 (在 实数 或 复数 域 上 ), lz 与 jl, 是 E 上 
的 两 个 范 数 ,我 们 谨 x 比 上 zx 由 更 精 , 如 果 由 jz 由 定义 的 拓扑 比 
由 由 由 定义 的 拓扑 更 精 《 参 见 (3.12)); 如 果 我 们 用 Ei (相应 地 ， 


。1I1。 


PR2) 记 由 有 《相应 地 、lxH) 确定 的 赋 范 空间 ,也 就 是 说 B; 到 EE， 
的 恒 等 映 射 x ->x 是 连续 的 ， 则 由 (5.5.1)， 这 条 件 等 价 于 ;， 存 
在 数 a > 0 使 得 | 所 a 上册。 我 们 称 两 个 范 数 本 直 ，lz| 是 等 
价 的 ， 如 果 它们 在 上 定义 同一 个 拓 盾 ,由 上 述 附 注 立 即 得 
到 : 
(5.6.1) 向 量 空间 E 上 的 两 个 范 数 jxh, llzl; 为 等 价 的 充 要 条 件 
是 : 存在 两 个 常数 4 > 0, 5 > 0, 使 得 对 于 任 访 *&《E 部 有 
ozlh < lzh < ellzlb. 

这 时 对 应 的 两 个 距离 是 一 致 等 价 的 (3.14). 

例如 ,在 两 个 赋 范 空间 的 积 BE, X BE; 上 , 三 个 范 数 sap(lej， 
和 有 ,Jel + eall, Yl + [ss 是 等 价 的 ， 在 空间 E 一 RC7》 
上 ,C5.1.4) 中 定义 的 范 数 |, 不 等 从 于 范 数 le 一 ssp 1KD1 ( 殉 


5.1 节 间 题 2), 


7. 连 绪 多 重 线性 映射 空间 


设 王 ,了 是 两 个 赋 范 空间 FE 到 下 的 记 有 连续 线性 映射 的 集 
到 (EB; FF) 是 一 向 量 空间 ,这 由 《5.1.5) 《3.20.4) 与 (3.11.5) 推 知 . 
对 每 个 w€ 双 (E; F)， 设 jl 是 满足 下 面 关系 的 所 有 常数 
4 > 0 的 下 确 界 : 对 所 有 x, laCx)】 所 a lxj (参看 (5.5.1)》。 我 
们 也 可 以 写成 
(5.7.1) llsl — wp, Ct. 


所 定义、 对 每 个 a > jaji 与 每 个 和 zl 入 1， 有 je 人 Go 所 a， 故 
,0p x6 上 <<j。 因 而 对 jal 一 0 证 明了 (5.7.12， 如 果 
ja > 0， 则 对 任意 满足 0 过 5 二 ze 的 5, 存在 xe E, 使 得 
jzco 上 > bjjxj。 这 列 含 x 关 0， 因此 如 果 x 一 x/ilzl， 则 仍 有 
ji > zzl 一 和 由 于 有 el 一 1, 这 就 证 明了 S sup lu) ll 


于 是 jxj| < sup lkx) 中， 因而 (5.7.1) 得 证 。 利用 相同 的 论证 可 


"ll2* 


得 : 
C5.72) 如 果 互 尖 {0}, 则 isl 一 sup, jx 人 ce 让 


现在 我 们 证 明 |lull 是 向 量 空间 双 (8:; FE) 上 的 范 数 . 如 果 
# 一 0, 则 由 (5.7.1) je| 一 0, 反之， 如 果 | 由 二 0, 则 对 zj 过 1 
有 w(x) 一 0, 因此 对 互 中 的 任意 * 过 0 有 Cx) = jlzllaCx/llx|) 
一 0。 同样 可 由 (5.7.1) 推 得 az 一 141 llxl。 最后, 如果 w 一 
# 十 v， 则 有 jwCe) < aCe 十 有 Ce 有, 于 是 自 (5.7.1), wii 
Ha 十 和 zl. 
(5.73) 如 果 下 是 完备 的 , 则 赋 范 空间 红 (E; FF) 也 是 完备 的 . 

设 (mm) 是 色 〈B; F) 中 的 Cauchy 序列 ; 因而 对 任意 
> 0， 都 存在 m 使 得 对 于 吉之 wos 2 关 m 有 jum 一 sl 所 8. 
故 由 (5.7.1), 对 任意 满足 上 所 1 的 x,， 有 law(*) 一 mei ss， 
其 中 mm 送 no, = 之 no, 这 表明 序列 (xslx)) 是 了 中 的 Cauchy 序列 ， 
六 而 站 化 到 一 元 素 vx) € 了 。 这 对 任意 *&€ 8 也 成 立 ， 因 为 我 们 
可 以 记 x* 一 is， 其 中 全 | 入 1， 故 w (x) 一 jun(z) 趋 于 一 极限 
?Ce 一 hv(z)， 由 关系 wx 十 六 一 mx) 十 wby) 与 (5.1.5) 推 
得 xz 十 一 vx) 十 sly)， 还 可 类 似 地 证 明 v2x) = 4v (x)， 
换 句 话说 ”是 线性 的 . 最 后 , 由 jx。 sz) 一 迪 (| 委 s， 其 中 
攻守 no 推 得 对 | 所 1 有 jbw) 一 w(x) 咱 和 6, 数 和 ze) 有 
声 jill + s， 从 而 证 明 ”是 连续 的 ( 握 (5.7.12), 便 知 它 在 人 CE; 
FD) 中， 此 外 ,对 于 之 0, 上 一 xj 所 8 (所 (5.7.1)), 这 就 证 明了 
序列 《ws) 收 伍 于， 

由 定义 推 得 ,对 于 每 个 x*E 与 每 个 4 E58; F), 都 有 
(5.7.4) Jaco < lull Mell. 
从 而 证 明 BX 色 (BE; F) 汉 了 的 双 线 性 映射 《x, zx) 一 ulx) 是 
连续 的 ( 掘 (5.5.1)). 

弘 (E; F) 中 范 数 的 定义 取决 于 与 中 的 范 数 ; 但 容易 君 
出 , 当 瑟 与 了 中 的 范 数 被 等 价 范 数 取代 时 ,在 丝 (E; F) 中 得 到 的 
新 范 数 与 原 范 数 等 价 。 
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《5.7.5) 设 * 是 赋 范 空间 互 到 赋 范 空间 了 的 连续 性 映射 ，” 是 了 
到 赋 范 空间 G 的 连续 线性 映射 。 则 zezjl < jx * lz 

因为 着 | < 1， 风 播 5.7.4 有 je < oll jG1 
私 几 二 le， 于 是 结果 由 (5.7.1) 得 到 。 
(5.7.6) 如果 是 实 ( 复 ) 赋 范 空间 ,那么 把 每 个 a€ FF 与 红 (R: 
F) (相应 地 ,，f(C; F)) 中 的 元 素 0: 5 一 54 对 应 的 映射 是 F 到 
红 CR;PF) (相应 地 ,5s(C;F)) 上 的 线性 等 距 . 

显然 映射 。 一 2 是 线 些 的 。 它 是 满 射 的 ， 因 为 每 个 尽 《 相 访 
地 ,C7 到 下 的 线性 映射 了 都 使 得 1 (8.) 一 1 (8 D8 (1)=#0， 
其 中 。 一 人 ID. 最 后 据 (5.1) 的 公理 CID, 5d 一 gup ll 一 ja。 

现在 设 E1,…,E,,F 是 # 十 1 个 赋 范 空间 ,并 把 (El,…， 
3R7) 定义 为 由 Bi X .… XE 到 下 的 所 有 连续 性 映射 组 成 的 向 
量 空间 ， 那么 对 于 “6 sY(E1,.…， Es。; F)， 用 上 面相 同 的 论证 
可 证 明 , 所 有 使 


lee so ae 
的 常数 a > 0 的 下 确 界 all 同样 由 
G77) le = amp all Ce zol 


给 出 ， 我 们 也 看 到 lo| 是 弘 (El，… ,Es; FE) 上 的 范 数 ， 但 是 
实际 上 这 些 向 量 空 间 可 以 化 成 空间 2 (X3:Y): 
{5.7.8》 对 每 个 kx6 5(E, 下 ; G) 与 每 个 :EE, 设 ww 是 线性 时 
射 y 一 u(x, y)， 那 么 羡 , x 一 uw 是 到 SCF; G) 的 连续 线性 
映射 ,并 且 映 射 x 一 兰 是 人 (8B, F; G6) 到 人 (EE; SCF:G)) 上 
的 线性 等 距 . . 

我 们 有 se ?是 一 (zy 罗 和 二 xl zl ly， 政 根 据 
(5.5.1) wz 是 连续 的 ， 又 jssl| 一 ups y 间 ,于 是 由 (2.3.7) 有 


sup lls 一 paCz, OF = lull, 


su 
Nee eh hye 

这 证 明 x>us( 它 显然 是 线性 的 ) 是 连续 映射 ,并 且 a 六 是 CE， 

F; G) 到 多 (BE; SCF; G)) 中 的 等 距 . 最 后 x 一 是 满 射 的 , 因 

为 如 果 ve 人 CE; 人 (F; 6G))， 则 #; 《x,y) 一 《v(x))(y) 显然 
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是 双 线 性 的 ,又 因 很 据 (5.7.4》 |(z(z) (和 vk yl 专员 有 
“lz llyll， 所 以 * 是 连续 的 , 且 w(x) 一 a;, 证 完 ， 
由 对 = 使 用 归纳 法 推 得 ，5(E1,*，…、E。; R) 自然 可 以 夏 成 
《 范 数 保持 不 变 》 
EE HL (B23, HBs Fn). 


问 题 


1) 4) 设 E 是 5.3 节 问题 5 中 定义 的 Banach 的 空间 《co), 我 们 保持 
那个 问题 中 的 记号 . 设 « 是 5 到 民 的 连续 线性 映射 ,如 果 (cs) == mm* 试 证 级 


数 zp 是 绝对 收敛 的 ,并且 在 Banaeh 空间 已 =& (本 忆 中 ,a == 守 Ta 


(对 x€E 的 适当 值 应 用 (5.5.1))。 反 之 ,对 任意 绝对 收敛 的 实数 级 数 《 加 )， 
有 且 仅 有 E 到 的 一 个 过 续 线性 映射 * 使 得 对 每 个 都 有 x(co) = me- 且 
和 如果 < 一 总 ) 各 cre E， 则 u(x) 一 他 m5。( 具 有 上 面 定义 的 江 数 的 空间 
EE 就 是 Banach 的 “空间 1")。 

b》 忆 作为 一 个 向 量 空间 (不 具有 范 数 ) 可 以 看 作 的 一 个 子 空间 ， 试 证 
避 的 上 述 范 数 比 王 的 范 数 在 E 上 的 限制 是 严格 更 精 的 (5.6)。 

9 试 证 :他 到 民 的 连续 狂 猴 射 空间 E” = ZZ(E'; RR) 可 以 视 为 所 有 有 
界 实数 序列 * = (5,) 的 空间 ;其 中 范 数 |x[ 一 sup15o| 〈 即 aach 的 “ 空 
间 1”， 使 用 与 4) 中 同样 的 方法 )。 忆 可 以 看 作 E” 的 一 个 闭 耶 空间 . 

d) 在 空间 中 , 设 ? 是 所 有 满足 加之 0 的 绝对 收敛 级 数 # = (zu) 的 子 
集 ;那么 的 任意 元 素 者 可 以 写成 4 一 的 形式 ,其 中 «与 都 在 P 中 ;并 证 
明 集 ? 的 内 部 是 空 的 

2) as) 设 王 是 Banach 的 空间 (eo)s 0 是 E 到 自身 的 连 续 线性 映射 利用 
问题 1 中 的 记号 , 设 UCe) 一 他 emen; 试 证 : 1 lim oo 一 03 2° 级 数 人] 


]emn| 对 每 个 所 都 是 收 敏 的 ;3 oo ja 上 是 有 限 的 . 《与 问题 13) 中 所 


用 方法 相同 ) 并 证 朋 其 逆 ， 然 后 证 明 Baaach 空间 p(B; E) 可 视 为 满足 
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上 述 条 途 的 双重 序列 0 《zw) 的 空间 ,具有 范 数 jl = sop cn。 
b) 设 忆 是 Banach 室 间 4#( 间 题 0) ,类似 地 证 明 Banach 空间 2(E'3E')》 
可 视 为 注 尼 下 述 条 件 的 双重 序列 口 = (em) 的 空间 ;1 级 数 入。 ja 


对 每 个 # 都 收 敏 ;2 sup S Jemw| 是 有 限 的 ; 而 且 其 范 数 等 于 1 一 


sup Dy lemnl. 

3) 设 2 是 赋 范 空间 ; 试 证 : 不 可 能 存在 到 自身 的 两 个 过 续 线性 陕 射 
to "使 得 wz 一 so4 一 1 《入 等 映射 )。 《证 朋 这 蕴含 torr? 一 often 一 
名 + Do 因此 有 不 等 式 《n+ DD 上 <20a 。 Je bo 中， 充分 大 , 且 从 
此 式 可 导出 "一 0, 于 是 = 0, 这 足 一 个 矛盾 .) 


8. 闭 超 平面 与 违 续 线性 型 


读者 记得 , 实 (相应 地 , 复 ) 向 量 空间 E 上 的 一 个 线性 型 就 是 E 
到 呈 ( 相 应 地 ,C) 的 一 个 线性 映射 广 它 的 核 刀 一 广 (0) 是 这 样 一 个 
疝 量子 空间 :对 任意 sg 忌 , 了 是 五 与 Ra《 相 应 地 ,Ca) 的 代数 直 和 . 
一 个 子 空间 , 具有 上 述 性 质 , 就 称 为 超 平面 ; 如 果 扎 是 一 超 平面 
4 有 妞 * 又 如 果 对 任意 xE E、 我 们 写成 x 一 f(x)a -+ 》， 其 中 Kx) 
是 一 纯 量 ， 耐 》E 妃 ,那么 ， 了 是 一 线性 型 而 且 总 一 三 《0)。 关 系 
f(x) 一 0 称 为 瑟 的 方程 ; 如果 为 是 另 一 个 线性 型 ， 且 使 得 互 一 
广 (0)， 则 秘 一 af (a 是 纯 量 )。 我 们 还 记得 ， 超 平面 是 最 大 的 : 
即 B 中 包含 超 平面 五 的 任 一 向 量子 空间 或 者 是 互 或 者 是 BE 本身. 
(5.8.1) 在 实 ( 相 应 地 , 复 ) 岩 范 空间 巨 中 ， 设 五 是 方程 f(x) 一 0 
的 超 平 面 ， 玉 在 E 中 是 闭 的 ,其 充 要 条 件 是 f 为 连续 的 。 这 时 ， 
对 长 六 靖 天 瑟 ， 互 是 五 与 一 维 子 空间 刀 一 Re《D 一 C05) 的 拓扑 直 
和 (参见 C5.4)). 

显然 ,如 果 1 是 连续 的 , 则 互 一 门 (0) 是 闲 的 ( 见 (3.15.1))。 
为 证 明 其 北 , 设 eK 妃 使 z) 一 1、 因 妃 是 闭 的 , 故 e 十 及 也 是 闭 
的 ( 据 (5.1.5))* 又 因 0 和 4 十 妃 ; 故 存在 球 了 : [zj 过” 不 与 < 十 如 
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相交 。 因此 x EV 草 合 fx) 关 1。 我 们 证 明 *eP 毕 含 [Ke)[ 
所 1， 假 设 正 相反 ,并 设 = 一 Kx)， 其 中 Lal > 1; 则 x/al=(1/ 
lo) jz < >， 而 fCx/e) 一 1， 这 与 了 的 定义 矛盾 由 齐 性 与 
(5.5.1) 推 得 f 是 连续 的 ， 如 果 及， 对 每 个 xEE 我们 有 * 一 
8(*)b 十 ys 其 中 yE 有 ,glw) 一 0 是 所 的 男 一 个 方程 。 则 & 是 连 
续 的 ， 从 而 忆 到 一 Rs 《相应 地 ,Cb) 的 映射 x 一 g(x)5 也 是 
连续 的 ， 握 (5.4.2) 这 就 证 明了 (5.8.1) 的 最 后 部 分 . 

(5.8.2) 在 赋 范 空间 台中 ， 一 超 平面 豆 或 者 是 闭 的 或 者 是 钢 的 . 
因为 豆 是 一 向 量子 空间 ( 握 (5.4.1))。 它 只 能 是 互 或 者 日. 


间 题 
站 设 E 是 Banaeh 空间 (<o) 的 (不 完备 ) 子 空间 。 它 由 只 具有 有 限 项 异 


于 零 的 实数 序列 x 一 (各) 组 成 。 对 任意 实数 序列 (om)， 映射 **w(x) 二 >) 


ms 痢 是 上 的 线性 型 ,并 且 上 的 所 有 线性 型 都 可 以 用 那 种 方法 获得 。 其 
中 有 哪些 是 连续 的 ?〔 参 多 (5.5.4) 与 5-7 节 问题 1)。 

2) a) 在 实 丹 范 空间 FE 中, 设 万 是 方程 为 *(*) 一 0 的 闭 超 平 面 , 其 中 
是 连续 的 线 福 型 ， 试 证 对 任意 a& 5, 距离 das) = |#(o) Yall 


b) 在 Banach 空间 (co) 中 ， 设 号 是 方程 为 #(x) = bp 2 一 0 的 闭 


超 平面 ;如 果 a。 地, 试 证 不 存在 点 bE 使 得 (es 于) 一 ae 区。 

3) 在 实 向 呈 空 间 卫 中 , 余 维 数 为 1 的 线性 镜 (5.1 节 问 题 3) 也 称 为 泪 平 
午 。 它 们 是 由 形 如 <(*) 一 “的 方程 定义 的 集 * 其 中 # 是 线性 型 , ” 是 任意 实 
数 。 文 中 考虑 的 起 平面 是 包含 原点 4 的 那些 ,也 称 为 齐 次 赵 平 面 。 我 们 称 由 
方程 # (x) = « 定义 的 任 宕 趣 平 面 是 平行 于 齐 次 超 平 面 《x) 一 0。 如 果 
4 是 EE 的 非 空 子 集 、4 的 支撑 超 平面 是 指 由 方程 "(*) 一 “ 定义 的 这 样 
的 超 平面 妃 : 它 对 所 有 ze 4 有 wz) 一 “30 或 者 对 所 有 x 《4 有 w(*) 一 
4 所 0， 并 且 至 少 对 于 一 点 ae4 有 (za) 二 

4) 在 实 受 范 空间 E 中 ,含有 内 点 的 集 的 支撑 超 平 面 是 闭 的 (参见 (G58.2》)。 

b) 设 A 是 实 赋 范 空间 EF 中 的 紧 子 集 ; 试 证 ， 对 于 由 方程 *(*)==0 定义 
的 任意 齐 次 闭 超 平面 #。s 总 存在 4 的 两 个 支撑 超 平面 , 由 形 如 wt*) 一 “的 
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方程 定义 ,它们 最 终 也 许 重 合 为 一 ;而 它们 的 上 离 至 多 等 于 4 的 直径 ， 


<) 在 Banach 空间 (cs) 中 ,考虑 连续 线性 型 "~w(*) 一 276; 试 


证 : 闭 球 8(0; 1》 的 任何 支撑 起 平面 部 不 具有 有 形 如 #(x) 一 « 的 方程 ( 参 
看 问题 28))。 


9 布 限 维 赋 范 空 问 


(5.9.1) 设 了 是 = 维 实 ( 相 应 地 , 复 ) 赋 范 向 量 空间 ， 如 果 (e， …， 

as) 是 互 的 一 个 基 , 则 民 "( 相 应 地 ,C") 到 E 上 的 映射 
[A 

是 双 连 续 的 . 

我 们 对 用 归纳 法 ， 首 先 证 明 ” = 1 的 结果 ， 由 (5.1.5) 知 道 
地 Sq 是 连续 的 .因为 m 天 0 与 时 ol 一 lo 1, 故 有 | 名 安 
Qa 有 D ll#as， 据 (5.5.1), 这 就 证 明了 54 -> 的 连续 性 . 

假设 对 于 # 一 1 定理 已 经 证 明 . 设 态 是 中 由 ay ses 生 
成 的 超 平 画 。 归 纳 假设 蕴 合 及 上 的 范 数 ( 由 E 上 的 范 数 导 出 的 ) 等 
价 于 范 数 sap ,151|、 于 是 瑞 是 完备 的 (对 于 两 个 范 数 ), 因此 在 E 
中 是 闭 的 ( 据 (3.14.4))， 由 (5.8.1) 可 推 知 颇 射 (8,24 十 … 十 as) 
一 吉 是 连续 的 ， 这 与 归纳 假设 一 起 就 完成 了 证 明 ( 据 (3.20.4) 与 
(5.4.2)). 

《5.9.2) 在 赋 范 空间 互 中 ， 设 了 是 闭 子 窗 间 ， 史 是 一 有 限 维 子 空 
闻 ; 那么 了 十 W 在 E 中 是 闭 的， 特别 地 ,任意 有 限 维 子 空间 在 E 
中 是 闭 的 . 

我 们 可 对 丈 的 维 数 ”用 归纳 法 ， 从 而 把 证 明 化 为 ”一 1 的 情 
况 . 设 斤 一 Ra 相应 地 , 扩 二 Co); 如 果 a EV, 则 V+ 二 V, 没有 
什么 要 证 明 的 了 . 如 若 不 然 , 可 以 把 任意 * EV+W 写成 x 二 f(x)a 

十 y 其 中 》e yy。 因为 了 是 了 十 多 中 的 闭 超 平面 , 故 由 (5.8.1)， 
f 在 了 十 印 中 是 连续 的 ， 设 (z*) 是 了 十 多 中 的 序列 、 它 趋 于 
也 十 于 中 的 一 个 触 点 5( 见 (3.13.13))。 记 x。 一 Kxo)a 十 加, 据 
118 。 


(5.5.1), 序 列 (Kx。)) 是 如 (相应 地 ，C) 中 的 Cauchy 序列 , 于 是 
趋 于 一 极限 1. 因此 yy 一 x 一 Hx。)a 趋 于 5 一 44a。 又 因为 
是 闭 的 ， 所 以 《y。) 的 极限 在 VV 中, 于 是 5EV 十 WW, 这 就 是 要 证 
明 的 (参见 6.5 节 问题 2). 
《5-9.3) 在 赋 范 空间 EE 中, 设 7 是 有 限 余 维 闭 子 空间 ( 即 有 一 个 有 
限 维 代数 余 )， 则 7 的 任意 代数 余 也 是 一 拓 扩 余 . 

设 玉 是 V 在 B 中 的 一 代数 余 。 我 们 对 亚 的 维 数 = 用 归纳 法 ， 
对 于 一 1, 结果 已 在 (5.8.1) 中 证 明 ， 我 们 可 以 记 W 一 D+ 0， 
其 中 已 是 一 维 的 , 而 是 有 一 1 维 的 ( 直 和 ). 据 (5.9.2), V++D 
在 中 是 闭 的 ,于 是 据 归 纳 假设 如 是 十 DD 的 拓扑 余 ， 换 句 话 
说 ,自然 同 胚 于 (7 二 D) Xx 上 0; 据 (5.8.1)，V 士 忆 自然 同 胚 于 
V x D, 于 是 E 自 然 同 且 于 Vx D Xx U， 最 后 , 因 D xU 自 然 
同 蚂 于 玉 , 所 以 E 自 然 同 胚 于 Vx 殉 ， 这 就 是 要 证 明 的 . 
《5.9.4) 《F, Riesz 定理 )、 扁 部 紧 赋 范 空间 互 是 有 限 维 的 . 

由 于 范 数 可 以 用 等 价 范 数 代替 ,我 们 可 以 假设 球 5: 和 zj < 
是 紧 的 。 罗 此 由 (3.16.1), 存在 有 限 点 列 oX《1 所 1 所 n), 使 得 8 
售 于 以 ai 为 中 心 ，1 / 2 为 半径 的 诸 球 的 并 集中 。 设 了 是 由 那些 
4 生成 的 有 限 维 子 空间 .我 们 用 反 证 法 证 朋 7 一 上， 事实 上 , 假 
设 存在 *€ 五, 而 它 不 在 VV 中 。 因 为 V 是 闭 的 ( 据 (5.9.2)), 获 aCx， 
V) 一 a> 0 和 由 d(x,v) 的 定义 ,在 V 中 存在 一 点 ”使 得 oc 所 上 一 


川 所 祝 s 设 zx 一 /lx 一 州 .我 们 有 sl 一 1， 二 是 存 


在 附 标 i 使 得 lz 一 o 诈 所 1/2， 可 以 写成 

=y+ lye =y+ lz — ye le — yl — «a), 

并 注意 y 十 |x 一 冲 at EV， 因 而 由 dlx, wv) 的 定义 ， 有 jlx 一 川 
“bs 一 eo 中 之 a, 于 是 le 一 诈 关 ?ae， 但 这 与 ? 的 选择 矛盾 , 因 
为 ax 天 0 


问 题 
1) 试 证 : 如果 E 是 有 限 维 拭 范 空间 ， 则 到 赋 范 空间 F 的 每 一 线性 映 
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射 孝 是 连续 的 (利用 (5.9.1) 与 (5.1.5))， 

2) 我 们 回顾 向量 空 间 三 的 一 向 量 甘 是 这 样 一 个 族 (a)ie1， 使 得 E 
的 尾 意 元 索 都 能 叭 一 地 表示 成 有 限 个 “ 的 线性 组 合 ， 特 别 地 ， 这 范 合 必 是 
线性 无 关 的 ， 

4) 设 (o) 是 Bameh 空间 中 线性 无 关 元 素 的 序列 . 用 下 面 的 方法 归纳 
地 定义 和 m>0 的 实数 序列 (%); 如 果 如是 点 ium 到 于 空间 号， 的 踊 离 
,是 由 wj，sor_ 生成 的 (注意 据 (5.9.2) > 0)， 那 么 取 us 使 得 
1 lasrllsa/3。 试 证 级 数 了 >》 tna， 是 绝对 收 剑 的。 而 且 它 的 和 x 不 
属于 任何 一 个 了 

b)》 由 推 证 :无几 Banzch 空间 不 可 能 有 可 数 的 向 量 基 。 

3) 试 证 : 含有 紧 球面 的 典范 空间 是 有 限 维 的 (注意 赋 范 空间 z 中 注 
足 sj 和 5(e> 0) 的 点 * 的 集 是 同上 是 子 区 间 [o, 妇 与 球 画 5: lz 一 ! 的 
乘积 空间 的 。 然 后 使 用 Res 定 再 (5.9.4))。 

4) 设 ? 是 = 维 实 联 范 空间 ，4 是 E 中 一 紧 集 ， 用 3.16 节 问题 4 的 记 
号 ,证 明 : 存在 一 个 常数 。>0, 使 得 N,( 起 <。 (1/5)"; 此 外 ,如果 4 有 内 
点 , 试 证 : 存在 一 常数 b>0 使 得 Mao(4) 之 6 。 (1/9)*， 因 而 我 们 有 

He A)~e (A) ~nlogl /fe, 

5) 设 是 无 穷 纹 实 匡 范 空间 。( 忆 ) 是 有 限 维 向 量子 空间 中 严格 递增 序 
列 . 试 证 ,存在 中 点 的 序列 使 得 《Bris 一 1 且 dzxs .1) 一 1。 另 一 
方面 , 设 9 是 对 于 ?>1 定义 的 前 数 ， 严格 六 增 且 > 0 并 满足 limp (9 一 0。 
我 们 置 一 2p(z)ze; 如 果 玉 是 由 0 和 zx 构成 的 紧 集 , 试 证 : 我 们 有 Me(K) 
>4(e)。 其 中 4 是 9 的 反 国 数 ( 在 0 的 叙 拒 中 定义 的 ); 而 当 二 一 十 co 时 
《x ) 则 以 任意 决 的 速度 增加 . 


10, 可 分 赋 范 空间 


《5.10.1) 如 果 在 贼 范 空间 E 中 存在 一 个 全 序列 (5.4)， 则 是 可 
分 的 .反之 ,在 可 分 赋 范 空间 中 中 ,存在 由 线性 无 关 疝 量 组 成 的 全 
序列 . 

假设 (4。) 是 一 个 全 序列 ,并 设 闪 是 所 有 (有 限 ) 有 理 系数 的 线 
性 组 含 ne 十 十 rass 的 集 ( 当 EE 是 复 向 量 空间 时 , "有理" 纯 
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量 指 的 是 复数 " 十 i8, 其 中 = 与 6 都 是 有 理 数 )， 据 (19.3) 与 
《1.9.4),D 是 可 数 集 , 因 为 ,由 定义 ,ss 的 所 有 线性 组 合 的 集 工 在 E 
中 是 黎 密 的 ,所 以 我 们 只 须 证 明 D 在 工 中 是 稠密 的 ,又 因为 


和, 
Xa 十 十 haes)— ra + eo + roa < [17sl 和 让 
f= 


于 是 稠密 竹 可 由 (2.2.16) 推 得 
反之 , 假设 E 是 可 分 的 ; 当然 , 我 们 可 以 设 E 是 无 穷 维 的 ( 否 
则 ，E 的 任意 基 已 是 一 有 限 金 子 集 )， 设 (s,s) 是 互 中 向 量 的 无 穷 
稠密 序列 。 用 归纳 法 定义 一 个 子 序列 《ai,) 具有 下 述 性 质 : 它 由 
线 任 无 关 向 量 组 成 , 并 且 对 于 任意 mw 委 fo， ao 是 ak， …，ein 的 
线性 组 合 。 要 做 到 这 一 点 ， 只 要 取 第 一 个 使 s。 过 0 的 附 标 作为 
和 ， 取 满足 下 述 条 件 的 最 小 附 标 m > 如 作为 和 4: an 不 在 由 a4,， 
…，ein 生成 的 子 空间 了 。 中 。 这 样 的 附 标 是 存在 的 , 如 若 不 然 ， 
据 (5.9.2),J。 是 闭 的 , 故 了 。 就 将 包含 所 有 4, 的 集 的 闭 包 玉 , 这 与 
假设 矛盾 ， 于 是 很 清楚 ,Ca4,) 具有 所 要 求 的 性 质 ,而 据 构 造 法 , 它 
显然 是 一 个 全 序列 - 


问 题 


证 明 : Banach 空间 (eo) 与 4 (5.3 节 问题 5 与 5.7 节 间 题 1) 是 可 分 
的 , 而 空间 《5.7 节 问 题 1) 是 不 可 分 的 。《 利 用 4.2 节 问 题 2b) 与 (2.2.17) 
证 明 在 "中 存在 这 样 一 个 不 可 数 点 族 (x); 对 hp 一 xp 呈 1.) 
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第 六 章 Hilbert 空间 


Hilbert 空间 目前 构成 Banach 空间 的 最 重要 的 例子 ， 这 不 仅 
是 因为 它们 是 古典 欧 民 几 何在 “无穷 维 " 领 域 中 的 最 自然 与 最 直接 
的 推广 ,而 且 更 主要 是 因为 在 泛 函 分 析 的 应 用 中 , 直到 今天 , 它们 
一 直 是 最 有 用 的 空间 ， 除 (6.3. 让 以 外 ， 所 有 的 结果 都 容易 由 定义 
与 基本 的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 (6.2.4) 推 出 . 


1. Hermite 型 


对 任意 实数 或 复数 1， 把 它 的 复 共 斩 写 作 1 《若是 实数 , 则 
不 一 4)。 实 (相应 地 , 复 ) 向 量 空间 E 上 的 Hennite 型 是 忆 X 王 到 
民 ( 相 应 地 , C) 的 一 映射 上 具有 下 列 性 质 : 

(D fx + x, 3) = fxs yD) + Hr’, y), 

《ID x,y + y= Kr, y) + Kx y), 

(HD) fx, y) = Af(x, 9), 

{IV) fx, 17) 一 Hf, y), 

CV) tC7, *) — fr, 9). 
(注意 (ID 与 (TV) 可 由 其 余 的 恒等式 推出 ，(V) 莉 含 人 x,*) 是 
实数 . )》 当 互 是 实 向 量 空间 时 ， 条 件 (1) 到 CIV) 表示 f 是 双 线 性 
的 , 且 (V) 简化 为 Ky,*x) 一 (*，?)， 它 表示 了 是 对 称 的 。 对 任意 
有 限 向 量 组 (zi), (yi) 与 纯 量 组 (om), 《81)， 由 对 它们 的 个 数 应 
用 归纳 法 ,可 得 : 


C511) (5 ai D0) = Dobie 


由 (6.1.1) 推 得 如果 上 是 有 限 维 的 , 并 且 《ai) 是 互 的 基 ， 则 
f 完全 由 它 的 信 wi 一 f(ai, a;) 决定 ,后 者 ( 据 (V)) 灌 足 ; 
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《6.1.2) an 一 6 
事实 上 ,对 于 xz 一 了 is 一 了 #01, 我们 有 


C6.13) 4, 8) 一 BD antim. 


反之 , 对 满足 (6.1.2) 的 任意 实数 (复数 ) 组 《mi;)，(6.1.3) 的 右边 都 
在 实 ( 相 应 地 , 复 ) 有 限 维 向 量 空间 已 上 定义 一 个 Hermite 型 . 
《6.1.4) 例 . 设 马 是 民 中 一 相对 紧 开 集 ,又 设 是 所 有 在 D 中 有 
界 连续 的 实 值 (相应 地 ， 复 值 ) 交 数组 成 的 实 ( 祖 应 地 ， 复 ) 向 量 空 
闻 , 这 些 沙 数 都 具有 在 D 中 有 界 连续 的 一 阶 导 数 ， 那 么 映射 


Cs0) > v1, 8) = (Jees xs yO) 


加 


Bf Og Bf Og 
i 
2 


(其 中 。, 5,。 是 在 D 中 连续 、 有 界 与 实 值 的 ) 是 马上 的 Hermite 
型 。 

向 量 空间 己 的 一 对 向 量 *，y 对 于 马上 的 Hermite 型 了 是 直 
交 的 , 如果 帮 x，y) 一 0 由 《〈V) 推出 这 个 关系 ,对 于 *,y 是 对 称 
的 ). 一 个 向 最 * 与 它 自己 直 交 ( 即 fx, x) 一 0)， 就 说 它 对 于 f 
是 迷 向 的 ， 对 于 五 的 任意 子 集 M , 与 所 有 向 量 *k M 都 直 交 的 向 
量 ? 的 集 是 互 的 一 向 量子 空间 ,我 们 说 它 是 与 寻 直 交 的 (对 于 力 ， 
也 可 能 有 一 个 向 量 a 北 0 存在 , 它 与 整个 空间 E 直 交 ,在 这 种 情形 
下 ， 我 们 说 那个 Hermite 型 了 是 退化 的 .在 有 限 维 空间 上， 由 
(6.1.3) 定 义 的 非 退化 Hermite 型 了 是 这 样 的 : 与 它 对 应 的 那个 矩 
阵 (oi) 是 可 逆 的 。 


问 题 
1) a2) 设 1 是 向 量 空间 5 上 的 Hermite 型 。 试 证 : 如 果 三 是 实 向 量 空 
个 , 风 
x9) = HF ys ty fry) 
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而 如 果 是 复 向 量 空间 , 则 
H(z 9 = ft yt) fy 
+) 
b) 由 a) 推 证 :如果 对 于 E 的 子 空间 必 中 每 一 向 量 * 都 有 f(xs*) = 0， 
列 对 于 对 的 任 一 对 向 晶 *， ?都 有 fx， y) 一 0。 
6) 不 用 a) 中 证 明 的 重 等 式 证 朋 b), 《注意 : 对 任意 4 f(x 十 入，* 十 
%) = 0.) 
2) 设 E 是 复 向 莉 空 间 。 试 证 : 如果 1 是 Xx 到 C 满 足 条 件 II 
!V 的 映射 ， 并 和 且 使 到 对 每 个 *& 5 有 fx, x)&R, 则 1 是 上 的 Hermite 
型 . 


2. 正 Hermite 型 


我 们 说 向 量 空间 E 上 的 Hermite 型 了 是 正 的 ， 如 果 对 任意 
*€E, Hx, xz) 六 0. 例 如 ,在 例 (6.1.4) 中 定义 的 型 9, 当 a, < 在 
了 D 中 安 0 时 ;是正 的 . 

(6.2.1) 《Cauchy-Schwarz 不 等 式 )， 如果 f 是 一 正 Hermite 型 , 则 
对 中 任意 一 对 向 量 *, ?都 有 
xs YP fx, x)FCy, 9). 

记 “一 Ar xz) 5 一 f(x,9), co 一 f(y, 罗 并 记 住 < 与 < 
是 实数 且 之 0。 首先 假设 。 玛 0 并 留意 对 任意 纯 量 1, f(x 十 4y， 
* 十 4y) 六 0, 此 式 给 出 oe 十 既 十 酌 十 cMM 守 0, 取 4 一 一 b/c 
就 得 到 要 证 的 不 等 式 ， 当 c 一 0, a 0 时 ， 可 类 似 地 证 明 . 最 
后 , 如 果 4 一 < = 0, 那么 , 取 4 一 一 5, 就 得 到 一 2 好 实 0, 也 就 
是 5 一 0. 

《6.2.2) 为 使 E 上 的 正 Hermite 型 f 为 非 退 化 的 , 充 要 条 件 是 除 
0 以 外 不 存在 对 于 了 的 迷 疝 向 量 , 亦 即 对 于 EE 中 任意 x 关 0, xz， 
*) > 0, 

事实 上 , 据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 , Fx, x) 一 0 北 合 对 所 有 
7 EE, f(x, y) = 0. 

(6.2.3) 《Minkowski 不 等 式 )， 如 果 了 是 正 Hermite 型 , 则 对 互 中 
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任意 一 对 向 量 *，)， 都 有 _ 
Vz t+ y+ SV, #) + Vy ). 

因为 Kx 十 yx 十 一 xsx) 二 xsy)F Kr,y) tH yy), 
记 以 要 证 的 不 等 式 等 从 于 

2%fx, 9) = fx,y) 十 大 zy) 2V Fx, f(y, ). 
后 者 可 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 推出 . 
于 是 , 函数 -> MJxs*) 满足 (5.1) 中 的 条 件 (D，(IID 与 
CIY)， 据 (6.2.2),(5.D 中 的 条 件 (ID 等 价 于 型 了 是 非 退 化 的 。 因 
此 , 当 f 是 非 退 化 的 正 Hermite 型 (也 称 为 正定 形 ) 时 ,Mfx, xz) 是 
吾 上 的 范 数 。 一 向 量 空间 连同 E 上 一 给 定 的 非 退 化 正 Hermite 
型 一 起 被 称 为 一 准 Hilbert 空间 。 当 不 会 引起 混淆 时 ， 该 型 写 为 
(zx1y)， 并 且 它 的 值 称 为 * 与 ? 的 纯 量 积 . 我 们 总 是 把 准 Hilbert 空 
亲 忆 看 作 一 莽 范 空间 ,其 范 数 jz 一 WCzj>)， 当然 这 一 空间 也 总 
被 看 作 一 上 距 离 空间 ,对 应 的 距离 为 | 一 让。 使 用 这 些 记号 ，Cau- 
chy-Schwarz 不 等 式 可 写成 
(62.4) zl < ll ip 外 
据 (5.5.1), 上 式 表 明 : 对 于 实 准 Hilbert 空间 E, (x, 9) 一 (x|) 
是 互 X EE 上 的 连续 双 线性 形 ( 当 五 是 复 准 Hilbert 空间 时 ,我 们 仍 
能 应 用 (5.5.1) 的 论证 来 证 明 Cx,y) > (x1y) 的 连续 性 ,尽管 它 已 不 
是 双 线性 形 )， 作 为 (6.1.1) 的 特殊 信 况 ,还 有 
(6.2.5) 《Pythagoras 定理 .) 在 准 Hilbert 空间 E 中 , 如果 *，y 是 
直 交 的 向 量 , 则 


ls + yh = lz + lly, 

准 Hilbert 空间 E 到 准 Hilbert 空间 如 上 的 同 构 是 指 E 到 EE” 
上 这 样 的 双 线 性 映射 : 对 于 五 的 任意 一 对 向 量 *, y, 《f(x) |f(y)》 
一 《x|y)， 很 清楚 , 疗 构 是 到 BE 上 的 线性 等 距 . 

设 E 是 一 准 Hitbert 空间 。 那么 它 的 纯 量 积 在 的 任意 向 量 
子 空间 F 上 的 限制 是 一 个 非 退 化 的 正 Hermite 型 ， 除 非 作 相反 的 
声明 ,我 们 总 是 指 的 把 了 看 作 准 Hilbert 空间 的 这 一 限制 ， 

Hilbert 空间 就 是 完备 的 准 Hilbert 空间 ， 据 (5.9.1)、 任意 有 
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限 维 准 Hilbert 空间 是 Hilbert 空间 ， Hilbert 空间 的 别 的 例 将 在 
(6.4) 中 给 出 ， 

如 果 在 俩 (6.1.4) 中 取 “ > 0, 6 守 0,c >0, 那么 可 以 看 到 这 
样 定义 的 准 Hilbert 空间 是 不 完备 的 ， 


问 题 


1》 试 证 : 在 “= 1, 5 = “一 0 的 情况 下 > 最 后 那 段 论 述 为 真 (参见 5.1 
节 问 题 D)。 

2) a) 设 忆 是 这 样 的 实 赋 范 空间 : 对 于 的 任意 两 点 zx 加 有 | 上 z 十 YP 十 
jx 一 > = 2 十。 斌 还 ， #5 7) 二 二 玉 一 上 2 一 WP 是 
上 的 非 退 化 正 Hermite 型 (为 了 证 明 1(4x,y) = YC*,y)， 利 用 5.5 问 
题 D). ) 

b) 设 E 是 复 赋 范 空间 , Eo 是 实 共 础 向 最 空间 , 假定 存在 名 上 的 对 称 双 
线性 型 ,使 对 每 个 xe E。 有 fx, *) = ls 让 。 试 证 , 存在 上 的 Hermite 型 
BCzy ?) 使 fx， 9) 一 久 (g(zs 97) 对 每 个 = E。 有 g(x, #) = bz. 
《利用 5.1 问题 D) 中 的 第 一 公式 ?证 明 fix, y) 一 一 Ke， 二 ).》 

5) 设 忆 是 这 样 的 复 赋 范 空间 ,对 弓 中 任意 点 对 *, y， 满足 

le yh +t le + ys200sP + fy, 
试 证 ,存在 了 上 的 非 退 化 的 正 Hermite 型 f(x， 上) 使 fx; 切 一 由 《利用 
a) 与 b),》 

3) 设 了 是 非 退化 正 Hermite 型 、 为 使 (6.2.1) 的 两 边 租 等 、 必 须 且 只 
须 +,» 线性 相关 ， 为 使 (6.2.3) 的 两 边 相 等 , 必须 且 只 须 7 线性 相关 ; 而 
且 ; 当 两 者 都 夭 0 时 , ?= 4x, 其 中 》 是 实数 且 关 0。 

4) 设 e， 5 yz 是 准 Hilbert 空间 E 中 的 四 个 点 , 试 证 1s 一 <|* 后 一 
a 一 部 si 一 用 十 有一 cl" lls 一 所 , 《把 这 个 闪 题 化 为 = 0 的 情 
形 , 然后 在 E 中 考虑 变换 = 一 */ 有 zx 上， 它 是 对 *s0 定义 的 。) 不 等 式 的 两 边 
什么 时 蛋 相 等 ? 

5) 设 (wi)ieven 是 准 Hilbert 空间 中 的 有 限 点 列 ， 试 证 


pa 
2(z 1) 


如果 对 i3ei 有 [< 一 1 之 2， 试 证 , 包 食 所 有 z 的 球 具有 > (2 二 )” 
的 半径 。 
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3. 完备 子 空间 上 的 直 交 身影 


{6,3.1) 设 E 是 一 准 Hilbert 空间 , 了 是 的 完备 向 量子 空间 ( 即 
Hilbert 空间 )， 对 和 任意 *6 五 , 有 且 仅 有 一 点 一 P(x) EF 使 得 
上 ze 一 州 一 gz FF 这 个 点 y 一 Pe(x) 也 是 满足 下 述 条 件 的 唯 
一 的 点 zEF: 使 > 一 :与 B 直 交 。 旦 到 FF 上 的 映射 * 一 Pr (x) 
是 线性 的 ,连续 的 ,并 且 当 P 天 {0} 时 它 的 范 数 为 1, 它 的 核 F' 一 
PF《0) 是 与 了 直 交 的 子 空间 , 而且 E 是 8 与 F' 的 拓扑 直 和 《参见 
(5.4))。 最 后 , 是 与 F’ 直 交 的 于 空间. 

设 “一 dx，F); 由 定义 ， 存在 F 中 点 的 序列 《y。) 使 得 im 


jz 一 yoi| 一 ma， 我 们 证 明 (y。) 是 Cauehy 序列 。 事实 上 , 对 于 E 
的 任意 两 点 ,v, 由 C6.1.1) 可 推 得 
(63.1.1) jut s+ lls — vp = 2Calf + lel). 


于 是 ly — po 2 ol + le — yal hl — Cm + 


9D. 但 十 (ys 寺 EeF, 于 是 :一 十 (ys+ 5) > 轩 
此 ,如 果 m6 使 对 # 尖 如 有 上 一) 上 忆 吕 十 8 则 对 于 几 沁 mm 与 
#2 守 n0o 有 ym 一 yl? 志 4e， 这 就 证 明了 我 们 的 论断 。 因为 了 是 
完备 的 ， 所 以 序列 《ym) 趋 于 一 极限 ye F, 而 ?满足 lz 一 州 一 
d(x，F)。 假设 EP 也 满足 jz 一 | 一 2(z，F)。 再 应 用 


《6.3.1.12 便 得 到 有 一 ”是 一 4 一 4z 一 去 十 YP, 又 因 


去 Gy 十 执 6F， 这 列 合 有 y 一 /由 去 9， 亦 即 六 一 y。 现在 没 
x 天 0 是 正中 任 一 点 ,并 对 任意 纯 量 1 六 0 写 出 jz 一 Cy 十 42s 六 
> 由 (6.1.1), 这 给 出 

24Rx — y|z) + Pla > 9, 
如 果 鹃 (xz 一 y|z) 天 0， 内 要 适当 选取 4， 就 会 从 上 式 中 得 出 巴 
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盾 。 因 此 弦 (x 一 y|z) 一 0， 如果 用 is 代 赫 z( 当 E 是 复 的 准 
Hilbert 空间 时 ) 可 以 证 明 .Z(x 一 y|z) 一 0， 因 而 在 每 种 情况 下 
部 有 (x 一 yz) 一 0， 换 名 话说 , x 一 y 与 F 直 交 ， 设 yeEF 使 
得 x 一 与 F 直 交 ， 那 么 ;对 于 中 任意 4 关 0, 据 Pythagoras 定 
理 有 lz 一 《y 十 z 六 一 z 一 * 下 十 二 下 据 ?y 的 上 述 特征 ， 这 
证 明 y 一 y。 

由 上 述 ?一 Pr(*) 的 最 后 特 狂 能 证 明 Ps 是 线性 的 , 因为 ,如 果 
+ 一 与 ** 一 与 PF 直 交 ， 则 jz 一 27 与 7 直 交 , (x 十 x ) 一 
十 一 (x 一 息 十 (x' 一) 也 与 PF 直 交 ， 因 为 y 十 EF 
与 4y EF， 这 就 证 明了 yy 十 yy 一 Pplx 十 x2) 以 及 4y 一 Pi(4x)。 
由 Pythagoras 定理 我 们 有 
(63.12) [xP = le + lz — Pew) 
这 表明 IPr(x) 中 所 jz 山 于 是 由 (5.5.1) Ps 是 连续 的 ， 并 且 具 有 范 
数 生 1。 又 因 对 x*EF 有 Prlx) 一 *， 所 以 当 F 不 为 0 时 ,我 们 有 
Ps] = 1，Ps 的 定义 比 合 F' 一 P5X《0) 是 由 与 F 直 交 的 那些 向 量 
+ 组 成 ， 因 对 任意 zEB, 有 x 二 P(x) 十 [x 一 Pr(x)] 与 * 一 
P(x) E F', 所 以 有 EE 一 下 十 F"， 此 外 ,如果 xE FNF'， 则 x 是 
迷 向 的 ,从 而 * 一 0， 这 证 明和 FF 十 F’ 是 直接 的 .又 因 映 射 x 一 
Pr(x) 是 连续 的 ,大 EE 是 F 与 F" 的 拓扑 直 和 (5.4.2)。 最 后 ， 如 果 
*&E 与 F’ 直 交 , 则 特别 地 ,我 们 有 (x]* 一 Pz(*)) 二 0.(PrCx)|x 一 
Pplx)) 一 0， 于 是 jx 一 Pr Cx) 一 0, 亦 即 + 一 Pr《x)€EF, 证 
Ti, 

线性 映射 Pr 称 为 E 到 上 的 直 交 射影 ， 它 的 核 F' 称 为 在 
互 中 的 直 交 余 ， 定理 (6.3.1) 可 以 应 用 到 Hilbert 空间 E 的 任意 闭 
子 空间 F 上 ( 据 (3.14.5)), 或 者 应 用 到 准 Hiibert 空间 的 任意 有 限 
维 子 空间 ?上 ( 据 (5.9.1)). 
《6.3.2) 设 E 是 准 Hilbert 空间 .那么 对 于 任意 a € P，x* 一 (zle) 
是 一 个 范 数 为 lz|| 的 连续 线性 型 ， 反 之 如 果 王 是 Hilbert 空间 , 则 
对 王 上 的 任意 连续 线性 型 x， 总 存在 唯一 的 向 量 a EE 使 对 任意 
+EE 都 有 w(x) 一 (x1a). 
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由 于 Canchy-Schwarz 不 等 式 ，|(Cx[a)| 和 all lzl， 这 表 
上 明 ( 据 (5.5.1))x -> (x1s) 是 连续 的 并 具有 范 数 和 jsj|。， 男 一 方面 ， 
如 果 a 才 0, 则 对 xo 一 a/lall, 有 《xole) 一 lal 因 ol 一 1, 所 
以 * 一 《x1a) 的 范 数 至 少 是 jl。 现在 假设 E 是 Hilbert 空间 ， 
如 果 # 一 0, 则 向 量 x( 一 0》 的 存在 是 显然 的 , 因此 可 以 假设 w 去 
0. 故 豆 一 srXK0) 是 互 中 的 闭 超 平面 。 五 的 直 交 余 槛 是 一 个 一 
维 的 子 空 闻 , 设 5 才 0 是 盯 中 的 点 .那么 据 (6.3.), 瑟 与 5 直 交 ， 
换 名 话说 对 于 任意 *€ 昌 ， 有 《xj6) 一 0。 但 是 一 超 平 面 的 任意 
两 个 方程 是 成 比例 的 ,从 而 存在 纯 量 + 使 得 对 所 有 x EE ,n(x》 一 
认 x158) 一 《x1s)， 其 中 a 一 码 ，4 的 唯一 性 可 由 型 《x1y) 为 非 授 
化 的 这 一 事实 推出 。 


各 题 


1) 设 B 是 准 Hilbert 空 亲王 中 以 0 为 中 心 1 为 半径 的 半球 ， 试 证 ; 对 
于 以 0 为 中 心 ! 为 半径 的 球 上 的 每 一 点 * ,存在 B 的 唯一 包含 * 的 支撑 超 平 
面 (5.8 节 :问题 3)。 

2) 设 E 是 一 准 Hilbert 空间 ,4 是 8 的 紧 于 集 ，5 是 它 的 直径 ， 试 证 : 
存在 4 的 两 点 5 使 je 一 一 人 5 又 在 在 4 的 两 个 平行 的 支 溢 超 平面 
《5.8 节 , 问 题 3)， 它 们 分 别 包 含 。 与 5 并且 其 距离 等 于 5。( 洛 虑 中 心 为 4， 
半径 为 6 的 球 并 利用 问题 1 的 结果 。) 

3) 设 F 是 Hilbert 空间 ,是 的 简 密 线 任 于 空间 且 不 同 于 E(5.9 节 ， 
问题 2)。 试 证 。 在 准 Hilbert 空间 中 存在 一 闭 超 平 操 如 使 得 F 中 没有 非 
零 向 最 与 马 正 交 。 

4) 设 X 是 一 个 集 ,是 CY 的 向 量子 空间 ,在 其 上 给 出 一 复 Hilbert 空 
间 结 构 。X x X 到 C 的 观 射 (z, 六 一 K(zy y) 称 为 关于 E 的 加 生 核 ， 若 它 满 
足下 列 条 件 : 《9 对 每 个 ?6 x 国 数 (-, 长 : zoK(*,) 属于 本 (2) 对 任 
意 函 数 76 了 与 ?EX 有 f(y) 一 (KK(7))。 

4) 试 证 是 Xxx 到 C 的 正 型 映射 ， 也 就 是 对 任意 整数 "之 1 与 x 的 
任意 有 限 点 列 (zip)51<i<w， Ce 到 上 的 联 射 


{00), (PhD) 一 DY Kxis sD NR 
是 正 Hermite 型 。 这 特别 北 含 对 每 个 x*&€X 有 KK(x, x) 关 0， 且 对 X 中 的 
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3 有 Kly, x) 一 区 (2 六 与 |K(zy 9)|EKC*， x)K(y,)。 试 证 对 每 个 
fe BE 不 等 式 [1G) EW (KY, 切 ) 对 每 个 EX 成立。 

b) 试 证 着 41) 是 E 中 的 函数 序列 (ja)， 它 收 伍 ( 依 Hilbert 空间 结构 》 
于 816 2 则 对 每 个 Ex， 序列 (js(*)) 在 C 中 收 襄 于 1; 在 xX 的 使 汲 数 
xK(x，*) 有 界 的 任意 子 集中 ,上 述 收 全 是 一 致 的 。 

5 中 设 (加) ,ier 是 X 中 的 有 限 点 列 ，(o) ,1 is, 是 # 个 复数 的 序列 . 


著 det{K(wis 为))0， 则 线 任 方程 组 也 cK (zw)) = oi(1<in) 有 瞧 一 
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解 (c1), 试 证 ,在 使 Kx 一 (1 和 <i 志 功 的 所 有 函数 ie E 中 : 通 数 加 一 之 全 


K(,, ;) 具有 最 小 范 数 。 特 别 ,在 所 有 使 i(x) 一 1 (这 里 *e X。， 且 K(x， 
”和 0) 的 函数 1E EB 中 ,函数 K《(.， x)/K(*, >) 具有 最 小 范 数 . 

中 若是 拓扑 空间 ,而 所 有 诈 数 1 在 xX 中 是 连续 的 , 则 函数 K(,*) 
《这 里 * 取 XxX 中 所 有 值 ,或 取 X 的 莉 密 子 集中 的 所 有 信 ) 构 成 5 的 全 子 集 (证 
有 明 不 存在 E 中 元 素 4 关 0， 它 与 所 有 元 素 K(-, *) 家 交 )。 特 别 ， 若 是 可 分 
距离 空间 : 则 三 是 可 分 Hilbert 空间 。 

5) a) 用 问题 4) 的 记号 ， 为 使 存在 5 的 再 生 核 ， 充 要 条 件 是 ， 对 每 个 
x EX 线性 型 f-wj(*) 在 也 中 是 连续 的 。 并 且 再 生 核 是 唯一 的 。 

b》 由 a) 推 证 车 存在 关于 的 再 生 核 , 则 也 存在 关于 的 每 一 闭 向 量子 
空间 互 的 再 生 核 。 若 K, 是 关于 5 的 再 生 核 , 试 证 对 每 个 函数 1e FE， 函数 
7 一 CR 芒 ) 是 1 在 FF 中 的 直 交 射影 。 若是 的 直 交 余 ，。K, 是 关 
于 五 的 再 生 核 , 则 K, + 是 关于 了 的 再 生 核 . 

6) 设 X 是 一 个 集 ，E 是 Cx 的 向 量子 空间 ， 在 其 上 给 出 一 复 准 Hilbert 
空间 结构 。 为 了 使 存在 包含 E 的 Hitbert 空间 8cCx, 使 E 上 的 纯 量 积 为 
在 和 上 的 纯 量 积 的 限制 ,并 且 存 在 关于 的 再 生 核 其 充 要 条 件 是 互 满足 下 
列 条 件 : 《1) 对 每 个 xx， 线性 型 i= (x) 在 中 连续 ; (2) 对 中 满足 
limhl#) 二 0 《对 每 个 x XX) 的 Cauchy 序列 (fy 有 Ji 有 pf 一 0。 (为 证 


条 件 的 充分 性 ,考虑 C* 的 下 述 子 空间 :其 中 元 素 是 这 样 的 函数 ， 对 它 而 
言 存在 己 中 的 Cauchy 序列 (1.) 使 对 每 个 *EX 有 Jim folz) 一 /(z)。 试 下 


对 所 有 具有 上 述 性 质 的 Cruchy 序列 , 数 im 上 fl 是 相同 的 ,并 且 荐 上 诈 就 是 


这 个 数 , 则 它 定义 了 皇上 一 个 赋 范 空间 结构 ， 是 从 上 给 定 的 准 Hilbert 结 
板 诱导 的 准 Hilbert 结构 导出 的 ;最 后 证 明 , 在 中 袜 密 ， 且 是 完备 的 ， 
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因而 是 Hilbert 空间 ,再 应 用 问题 5) a) 于 坪 ,) 

7) 设 x 是 一 个 集 ,# 是 x 到 准 Hilbert 空间 吾 的 映射 ; 试 证 Xxx 到 
C 的 映射 《xs 习 一 (f(z) [HKy))》 是 正 型 的 (问题 9) a)) 

8) 设 x 是 一 个 集 ,K 是 XxX 到 C 的 正 型 映射 (问题 9)a) )- 

4) 设 E 是 映射 *; XC 的 这 样 的 集合 : 存在 实数 “>0， 使 映射 

GaK Cp) nN 

是 正 型 的 ; 设 wm(w) 是 其 有 上 述 性 质 的 实数 «>0 中 的 最 小 者 。 试 证 ww) 也 
是 这 样 的 数 。 的 最 小 者 : 对 x 中 元 素 的 有 限 序列 (x1), 不 等 式 


EE Kris sD) NT epB + D) Ce) hiB + wn) 


对 所 有 复数 jj 成 立 (利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 )， 对 每 个 *EX, 试 证 
[uC PRK, me), 

b) 试 证 EE 是 向 量 空间 ，(m(w)) 是 上 的 范 数 ， 且 w(x 十 雹 十 
各 (# 一 起源 2(m(#) 十 m(v))， 并 挫 证 存在 xB 上 的 非 如 化 的 正 Hermite 
型 stn,v)， 使 gl4, 由 一 w(#)， 并 且 关 于 这 个 8 ,EE 是 Hilbert 空间 ; 记 
584, 人 二 《ux|?)。 《利用 6.2 问题 2) c) 证 明 # 的 存在 性 ;为 证 是 完备 的 , 利 
用 a) 中 所 证 的 最 后 的 不 等 式 )。 

中 对 每 个 *EX， 试 证 函数 K(,, *) 属于 FE, 并且 对 所 有 《x,y) EX xX， 
有 《KC KG y)) 二 K(x, y)。( 利 用 Caucby-Schwarz 不 等 式 )。 再 证 
车 六 是 拓 扩 空间 ,而 Kk 在 XXX 中 连续 , 则 X 到 E 的 映射 *>K《*,*) 是 连续 
的 。 

9) 由 a) 推 还 , b)》 中 定义 的 Hilbert 空间 马上 只 有 再 生 核 ,并 且 若 二 是 由 
前 数 K(…， ?2) 生成 的 王 的 闭 向 量子 空间 ， 则 关于 的 再 生 核 ( 问 题 5) b)) 等 
于 K. 

9) 设 刀 是 准 Hilbert 空间 ,NN 是 E 的 有 限 维 向 量子 空间 ,M 是 E 的 无 限 
维 或 维 数 > dim(N) 的 有 限 维 向 量 予 空间 。 试 证 在 允 中 存在 一 点 xs0， 使 
人 上 = a(x, M)。《〈 孝 巾 对 与 如 的 直 交 余 的 交 .》 


4 Hilbert 空间 的 Hilbert 和 


设 (E,) 是 Hilbert 空间 的 序列 。 在 每 个 BR, 上， 我 们 将 纯 量 
积 记 为 (zs1y。)， 设 EE 是 所 有 这 样 的 序列 x 一 (x15z2,* zs 
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的 集 : 对 每 个 *。x。 6 Es 并 且 级 数 〔(|z*o) 收敛 ， 首 先 在 互 上 定 
义 一 个 向 量 空间 结构 : 显然 ,如 果 * 一 《zs)e 瑟 。 则 序列 (2z > 
1xzs*“…) 也 属于 EE， 另 一 方面 ,如 果 y=(《ys) 是 属于 的 男 一 个 
序列 ,我 们 注 窜 ,由 (6.3.1.1), |xs 十 yo 才 2CxsF 十 有 yo， 从 
而 由 (5.3.1), 级 数 《lxs 十 yo 上) 政 敛 , 故 序列 (十 加， zo 十 
ya， …) 属于 石 ， 定 义 * 十 y 一 《x 十 yo)，4x 一 《4xs)， 验 证 
向 量 空间 的 那些 公理 是 极其 容易 的 。 另 一 方面 ,由 Cauchy-Schwarz 
不 等 式 , 有 


(xsl yo)! < lx lysll < 本 Ce + 入 7. 


此 :如 果 >* 一 (xn) 与 ?一 〔》) 在 互 中 , 则 (实数 或 复数 的 ) 
级 数 《xojys) 绝对 收 伍 ， 对 于 瑟 中 的 > 一 (+s) 与》 一 (ys), 定义 


数 (| 六 一 村 (ely， 立 即 可 验 且 里 射 (zy 六 (| 念 是 下 


上 的 一 Hermite 型 又 我 们 有 (ja) 一 立 ls 有, 故 (z1?) 是 一 


非 退 化 的 正 Hermite 型 ,并 在 上 定义 一 个 准 Hilbert 空间 结构 。 
最 后 证 明 忆 事实 上 是 一 个 Hilbert 空间 , 换 名 话说 , 它 是 完备 的 。 
其 实 , 设 《x”) 一 (x5")) 是 EE 中 的 一 Cauchy 序列 ;就 是 说 对 于 任 
意 s > 0, 存在 wm 使 得 当 p 之 mo 与 9 实 mo 时 我 们 有 


(C641) Dlr x ee, 
Et 


对 于 每 个 固定 的 #, 这 首先 蕴含 jx 外 一 x8 让 二 e， 因 而 序列 
GD) ,m= 1 2,.… ,是 B, 中 的 Cauchy 序列 ， 故 收敛 于 一 极限 
y。。 志 《6.4.1) 推 出 : 对 任意 给 定 的 入, 只 要 ?与 9 守 m, 就 有 


w 
Dlap — PP 


a51 


N 
于 是 由 范 数 的 连续 性 推 得 对 p 尖 mo 有 >》) |z 久 一 y 放 志 8, 因 为 
be 
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这 对 所 有 整数 丸 都 成 立 ,所 以 我 们 有 元 jz 名 一 y 上 所 6s， 这 表 


明 序列 (x 名 一 y》 属 于 ,于 是 y ~ (yo) 也 属于 EE 而 对 于 
全 mo 我 们 有 lz 一 香瓜 as， 故 序列 (ze) 收 化 于 五 中 的 
证 完 . 
我 们 称 这 样 定义 的 Hilbert 空间 E 是 Hilbert 空间 序列 (E。》 
的 Hilbert 和 . 注意 ， 我们 能 用 下 面 的 方法 把 每 个 ,映射 到 E 
中 :使 每 个 x。€ ,对 应 于 序列 训 (xs) 6 五 等 于 (0，05xas0 
《 除 第 ”项 等 于 x。 外 ， 所 有 的 项 都 为 0)}， 容 易 验 证 ，j。 是 Es 到 
互 的 子 空间 Bs (必然 是 闭 的 ) 上 的 同 构 ，j;, 称 为 Es 到 EE 的 内 自 
. 然 单 映射 。 由 中 纯 量 积 的 定义 可 推 得 ， 对 于 mw 天 #,E， 中 的 
任意 向 量 是 与 84 中 的 任意 向 量 直 交 的 ; 而 且 , 由 中 范 数 的 定义 
推 得 : 对 任意 * 一 (xs)6E 巨 。 级 数 (j,(x。)) 在 己 中 是 收敛 的 ， 并 


且 z 一 六 js(x,) (注意 : 级 数 (ju(z)) 一 般 并 不 绝对 收敛 ). 这 


221 
表明 五 的 子 空间 B54 的 《代数 ) 和 ( 它 显 然 是 直 和 ) 是 在 互 中 稠密 
的 , 换 名 话说 , 包含 所 有 Es 的 最 小 闭 向 量子 空间 是 自身 .反之 
有 
(6.4.2) 设 了 是 一 Hilbert 空间 ,(F。) 是 这 样 的 闭 子 空间 序列 ; 
1? 对 于 mw 到 n， Fm 的 任意 向 量 与 B。 的 任意 向 量 直 交 ;2° 这 些 子 
空间 F, 的 代数 和 五 是 在 F 中 稠密 的 。 那 么 , 如 果 忆 是 这 些 F。 的 
Hilbert 和 ，、 则 存在 唯一 的 到 上 的 同 构 、 它 在 每 个 F。 上 都 与 
F。 到 中 的 自然 单 觅 射 i, 重合. 
设 Fs 一 jo(Fs), 又 设 扣 是 Fs 到 FP， 上 的 与 ji, 互 北 的 映射 。 
设 G 是 了 中 那些 By 的 代数 和 。 由 于 这 和 是 直 交 的 ， 我 们 可 以 用 
下 面条 件 定义 G 到 下 的 线性 映射 入 它 在 每 个 Fs 上 都 与 h 重合 . 
我 们 断定 是 G 到 准 Hilbert 空间 吾 上 的 一 个 同 构 ( 也 就 附带 地 
证 明了 F 中 了。 的 (代数 ) 和 是 直接 的 ); 据 中 纯 量 积 的 定义 我 
们 必须 验证 : 对 于 xke Fas yr《 Fi 有 
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(六 二 袜 们 =- 互 GGDlnooy 
但 是 据 假 设 ， 当 丸 关 包 时 , (x 本 一 0, 于 是 结果 由 每 个 入 都 是 
一 个 同 构 这 一 事实 推出 ,又 据 (5.5.4)， 存 在 的 唯一 连续 延 拓 记 
是 一 E 到 吾 ~=F 的 线性 映射 ， 恒 等 延 拓 原理 (3.15.2) 与 纯 量 积 
的 连续 性 指明 了 是 E 到 下 的 子 空间 上 的 同 构 、 因 为 下 是 完备 的 与 
秽 密 的 ,所 以 它 必 是 自身. 五 的 逆 就 满足 (6.4.2) 的 条 件 . 互 的 唯 
一 性 由 下 述 事实 推出 : 它 在 G 中 是 完全 确定 的 而 在 中 是 连续 的 
《3.15.2)。 在 (6.4.2) 的 条 件 下 ，Hilberr 空间 F 常 被 看 成 它 的 子 空 
间 ,的 Hilber 和 . 

(6.4.3) 附注 。 我 们 也 能 用 先 证 明 诸 Fs 的 和 是 直接 和 来 证 明 


(6.4.2); 事实 上 , 如果 Ds 0, 其 中 € FiC1Si <#)， 则 对 


任意 j 吃 0, 也 有 {4 Do 又 因 对 于 i 涛 了 有 (zx 一 
0， 这 简化 为 |x 上 PF 一 0, 于 是 对 1 帮 j 志 4 有 x 一 0。 然后 用 下 
述 条 件 定义 的 逆 映 射 g: 它 在 每 个 F。 上 都 与 i 重合 。 象 上 面 
一 样 ， 我 们 可 立即 验证 & 是 互 到 G 上 的 同 构 。 然 后 可 同样 地 应 用 
(5.5.4)， 注 意 ， 当 五 是 准 Hilbert 空间 而 F, 是 的 完 矢 子 空间 
时 ， 这 个 论证 仍旧 适用 ; 这 表明 ， 存 在 了 到 F, 的 Hilbert 和 的 
一 个 称 密 子 空间 上 的 间 构 , 它 在 每 个 F。 上 都 与 旋 重 合 。 


问 题 

设 X 是 一 个 集 , ,EB, 是 Cx 的 二 个 向 量子 空间 ,具有 再 生 核 K,,K, (6.3 
问题 4))， 设 = 十 CCx，F 是 Hilbert 空间 BE 的 Hilbert 和 ; 
了 到 至 的 满 射 xi: (f， #) 一 f+ 的 核 是 由 对 (1, 一 1) 组 成 的 下 的 于 空间 
,这 里 1€ En E,， 斌 证 ,入 在 F 由 是 闭 的 ;如 果 太 是 入 在 F 中 的 直 交 余 , 则 
在 匠 上 的 限制 z 是 # 到 E 上 的 双 射 ; 用 > 转换 到 的 Hilbert 结构 时 ,EF 被 
定义 为 Hilbert 空间 ， 试 证 对 这 个 Hilbert 空间 结构 , BE 具有 等 于 K+ K， 
的 再 生 核 ; 当 ( 思 ， 大) 在 中 取 使 一 记 士 声 的 所 有 什 时 ,中 范 数 | 等 
于 in 二 拟 肝 ?村 证 。 坊 十 分别 是 与 B 中 的 范 数 。》 
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5. 标准 直 交 系 


如 果 ( 仍 用 (6.4) 的 表示 法 ) 把 每 个 E, 取 为 一 维 空间 (看 作 数 
域 ,其 中 纯 量 积 (51x) 一 司 ), 则 它 的 Hilper 和 给 出 无 穷 维 Hilbert 
空间 五 的 例子 , 通 党 记 为 了 《必要 时 用 附 标 民 或 C 以 指明 纯 量 是 


什么 )， 因 此 ,空间 充 ( 相 应 地 , 此) 就 是 所 有 使 bp 1 收敛 的 实 


(相应 地 复 ) 数 序列 一 (8 的 空间 ,其 中 绩 量 积 (z|y) 一 立 55 


在 Ff 中 , 设 ce。 是 这 样 一 个 序列 , 它 除 第 # 项 等 于 1 以 外 ,其 它 
各 项 都 等 于 0。 则 对 于 m 守 4# 有 (emles) 一 0, 且 对 每 个 x 有 
le 上 一 1， 在 (6.4) 中 我 们 知道 : 对 于 己 中 的 每 个 zx 一 (#,), 都 可 


以 写成 + 一 2 54css 因为 这 级 数 在 已 中 是 收敛 的 。 注意 到 ， 这 
a1 


表明 序列 《ce。) 在 7 中 是 金 的 ,于 是 据 (5.10.1), 是 可 分 的 ， 

现在 考虑 任意 一 个 准 Hilbert 空间 F。 我 们 称 下 中 的 (有 限 
或 无 穷 ) 序 列 (a。) 是 一 直 交 系 ,如 果 对 ww 天 有 《am| 4s) 一 0 且 对 
每 个 = 有 se 天 0， 又 称 (as) 是 一 个 标准 直 交 系 ,如 果 再 加 上 对 每 
个 # 有 as 一 1 用 "标准 化 ”(o。) 的 方法 ,也 就 是 考虑 bo 一 oo/ 
le。 的 序列 ,由 任 一 直 交 系 (a,) 立即 可 得 出 一 个 标准 直 交 系 。 我 
们 刚才 看 到 了 中 一 个 标准 直 交 系 的 倒 ; 另 一 个 重要 例子 如 下 : 
《6.5.1) 设 I 是 民 的 区 间 [ 一 1, 1 ,又 设 卫 一 A7) 是 由 在 工 上 
定义 的 连续 复 值 函数 的 全 体 组 成 的 向 量 空间 ,我 们 用 


GD) = | OR a 


在 上 定义 一 统 量 积 ( 它 是 一 非 退 化 正 Hilbert 型 这 一 点 是 容易 

验证 的 )。 对 每 个 正 或 负 整数 w， 设 
Pr) — ee 

容易 验证 : (ps/V 2 ) 是 中 一 标准 直 交 系 , 称 为 三 角 系 . 
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is 


现在 设 《4。) 是 Hilbert 空间 下 中 的 任意 一 个 标准 直 交 系 , 对 
每 个 xE 了 ,我们 称 数 cv(x) 一 《x|an) 是 * 关 于 系 《o,) 的 第 nn 系 
数 ( 或 第 详 坐标 ) (x 对 于 系 (6.5.1) 的 第 nFourier 系数 ). 
《46.5.2) 在 Hilbert 空间 F 中 , 设 (ee) 是 一 个 标准 直 交 系 , 了 是 
由 a。 生成 的 的 闭 于 空间 ， 那 么 对 任 窟 *E 下: 


1° 级 数 守 | (seo) 1 是 收 全 的 ,并 且 有 


3 [Grlen l= jpr() P< lx，(Bessel 不 等 式 ) 
以 及 
BGT ~ Cr Ps) 
2 一般 项 为 (x1aa)as 的 级 数 是 在 下 中 收 伍 的 ,并 且 有 
Dl -me 


反之 , 设 (4,) 是 这 样 的 纯 量 序列 ， 使 1 ij 收 做， 那么， 


存在 唯一 的 向 量 ye 7， 使 对 每 个 = 都 有 (?1a。) 一 1。。 另 一 个 任 
总 向量 6 P 只 要 使 对 每 个 #* 有 (x|as) 一 2 就 满足 一 十 z。 
其 中 x 与 直 交 ,并 且 反 之 亦 然 . 

对 任意 xEF, 可 以 记 x* 一 Pr(s) 十 xz， 其 中 x 与 己 直 交 
(6.3.1)， 于 是 有 《xjas) 一 〔Py(x) jao)， 为 证 明 这 个 定理 ， 可 以 
假设 了 一 了。 但 另 一 方面 ， 由 a。 全 成 的 一 维 子 空间 F, 满足 
(6.4.2) 的 假设 ， 于 是 上 述 结果 仅仅 是 (6.4.2) 对 那 一 特殊 情形 的 改 
述 (要 考虑 Hilbert 和 的 定义 )。 

最 有 意义 的 情形 是 了 一 了 ,也 就 是 直 交 系 (4s) 是 全 的 ， 这 时 
它 称 为 的 标准 直 交 基 ，《es) 就 是 的 一 个 这 样 的 基 ， 在 
《7.4.3) 中 将 证 明 三 角 系 (6.5.1) 是 全 的 。 对 于 Hilbert 空间 与 一 
全 的 标准 直 交 系 《a。)， 可 以 把 《6.5.2) 中 Py 处 处 换 成 恒 等 算 子 ; 
这 时 关系 式 : 
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Dlled P= es 


Da da = (ly) 


称 为 Parseval 恒等式 ， 由 (6.5.2) 立 即 推 知 : 为 使 系 《Cao) 是 Hil- 
bert 空间 中 的 全 系 ， 这 些 恒等式 不 仅 是 必要 的 而 且 是 充分 的 条 
件 。 
《6.5.3) 在 Hilbert 空间 下 中 ， 为 使 一 直 交 系 《as) 是 全 的 , 充 要 
条 件 是 对 每 个 #, 关系 (xie,) 一 0 蕴 合 * 一 4. 
事实 上 ， 我 们 能 假定 (a。) 是 直 交 的 ;由 (6.5.2)， 这 表明 关系 
Pv《x) 一 0 列 含 x* 一 0, 而 这 等 价 于 关系 V 一 了， 因为 

Pr(z 一 PrGe)) 一 0. 
(6.5. 们 ”附注 。 假设 是 准 Hilbert 空间 ， 并 且 E 中 的 标准 直 交 
系 《an) 是 金 的 。 则 (C6.5.2) 中 的 结果 1° 与 2° 当 用 x 代替 Pox) 时 
仍然 成 立 。 这 可 应 用 附注 (6.4.3)， 由 《6.5.2) 中 同样 的 论证 而 推 
得 。 


问 
1) 设 是 一 Hilbert 空间 ,具有 标准 让 交 基 (4)s.， 设 4 是 E 的 于 案 ， 
它 由 下 这 线 作 组 合 组 成 ;一 记 A! 一 二 je 其 中 > 并 县 袜 2 
("是 任意 的 )， 


2) 试 证 。 闭 色 了 是 所 有 下 壕 级 数 和 的 集 ， 2 人 1 一 二) 其 中 > 
0 级 数 了 入 收 总 是 其 和 等 于 1 。 


b) 试 证 : 了 的 直径 等 于 W 2 ,但 是 不 存在 了 的 一 对 点 ,2 使 得 ia 一 


如 二 W 3 (参看 6.3 节 问题 2)。 
2) 设 E 是 Hilber 空间 。 具 有 标准 二 交 基 《(c-)uoo。 设 对 每 个 x 之 0， 


3 = 


而 一 ci 与 如 一 com 十 


co 设 4 相应 好 ;8) 是 由 oe( 相 应 地 , 和) 
全 成 的 的 转向 县 子 空间 。 试 证 

4) 4NnB = {0}， 从 而 和 4 + B 是 (代数 ) 喜 楼 和 。 

b》 直接 和 4 + B 不 是 拓扑 实 接 和 (在 那个 子 空 间 中 考虑 点 名 一 om 的 
序列 并 利用 (5.4.2))。 

昌 三 的 子 衬 间 4 + 是 箭 密 的 ,但 在 E 中 是 不 闭 的 (证 明 点 世 (6 一 


aa) 不 属于 4 + 8)。 
3)》 试 证 : Banach 空间 乡 (2';P) 可 以 看 成 这 样 的 双重 序列 U = (ems) 


的 空间 ，1* 级 数 立 lw 对 每 个 = 都 是 收 化 的 ; 2e Sup 信 |ann]: 是 有 


> A 
限 的 ， 这 时 其 范 数 101 一 sue( D1?) 《证 法 与 5 7 书 问题 2b) 的 相 


同 )。 
4) 2) 设 * 是 8 汉 自 身 的 连续 线性 映射 生 (<) 一 bp cmncm。 试 证 : 


级 数 可]aon]' 与 可 emal? 对 入 与 # 的 所 有 信者 是 收 做 的 而且 它 们 的 


和 < (注意 ; x(x(z)[co) 是 上 上 的 一 连续 线性 型 并 利用 (6.3.27.) 
b) 举 出 一 个 这 样 的 双 午 序列 (wen) 的 例子 ， 使 对 mw，s 的 所 有 值 都 有 


了 lsmo|'<1 且 3 1em| ”所 1， 但 是 没有 一 个 中 到 自身 的 连续 线性 映射 “ 


对 所 有 偶 对 〈m?z) 满足 关系 《x《<) |<m) 一 xm、( 设 了 是 吕 的 子 空间 , 它 由 
2E 的 向 最 o 生成 ,这 里 妃 是 ”个 整数 的 集 ， 试 证 存在 这 样 一 个 了 到 自身 


的 线 狂 映 射 ww: 它 使 (om(c)|c=) 一 17 Y 对 集 吾 中 的 所 有 附 标 my” 成 
立 ;但 是 el>>YE.) 


6. 标准 直 交 化 方法 


《6.6.1) 设 互 是 一 可 分 准 Hilbert 空间 , (5,) 是 E 中 线性 无 关 向 
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量 的 全 序列 ( 见 (5.10.1))， 又 设 Fe 是 由 ai 生成 的 也 的 > 
维 子 空间 。 那 么 ,如 果 定 义 c。 二 6 一 Pr-iKan)， 则 《co)》 是 一 全 
直 交 系 ,而 且 对 每 个 #, ec,，*，… ,cs 生成 Vs。 

我 们 对 ”用 归纳 法 ， 假 设 1,，.……, cs- 是 一 直 交 系 并 且 生 成 
Vt， 那么 ,由 Py。 的 定义 (6.3.1), cs 与 Fo-: 直 交 ， 这 表明 对 
于 1 和 ;<i 生 2 有 (cilcei) 一 0， 又 因为 由 假设 如 和 Pis 所 以 
ce 天 0， 故 co …，co ca 是 一 直 交 系 ; 此 外 ,bs 一 ceTn- 
于 是 cv…，c* 生成 的 子 空间 就 是 7。-, 与 15。} 的 并 集 所 生成 的 
那个 子 空间 , 即 7 证 完 . 

如 果 通 过 使 sn 一 cx/leall 来 把 系 (ce,) 标准 化 ， 那 么 , 我们 
说 系 《4s) 是 用 标准 直 交 化 方法 由 (2,) 得 出 的 。 例如 ， 在 (56.5.1) 
考虑 的 空间 F 二 名 ce《1) 中 ,序列 《4") 是 完整 的 (这 将 在 (7.4.1) 
中 证 明 》, 并 且 显 然 是 由 线性 无 关 疝 量 组 成 的 。 如 果 用 《9,。) 表示 
由 (z") 用 标准 直 交 化 法 得 出 的 那个 标准 直 交 系 , 则 显然 90,7) 一 
art 十 …"， 是 一 个 实 系 数 的 ”= 次 多 项 式 (4s 六 0)。 这 些 8。( 直 
到 党 数 因 和子 ) 都 是 Legendre 多 项 式 《 罗 8.14 节 , 问 题 DD. 

(6.62) 任意 可 分 准 Hiltber 空间 《相应 地 ,Hilberr 空间 ) 同 构 于 
的 一 个 铬 窗子 空间 (相应 地 ,?). 

因为 据 (6.6.1) 在 可 分 准 Hilbert 空间 中 存在 一 个 全 标准 直 交 

系 ,所 以 结果 立即 由 (6.5.2) 推 得 。 


问 题 

1) 设 王 是 一 个 可 分 的 不 完备 淮 Hilbert 空间 。 试 证 在 互 中 存在 这 样 的 
标准 直 交 系 : 它 是 不 全 的 、 但 它 并 不 真正 含 于 任何 一 个 标准 家 交 系 中 《 记 住 
是 Hilbert 空间 中 的 一 个 稠密 子 空间 , 并 应 用 56.3 节 间 题 3)。 

2) 设 了 是 无 穷 维 可 分 Hilbert 空间 ,VV 是 E 的 闭 向 量子 空间 。 试 证 : 如 
果 ? 是 无 穷 维 的 。 则 存在 所 到 7 上 的 一 个 等 距 ( 把 E 写成 7 与 它 的 直 交 余 
的 家 接 和 ,并 在 V 与 Y 中 选取 标准 直 交 基 )。 

3) 设 (xz) ierer 是 准 Hilbert 空间 E 中 点 的 有 限 序列 。 该 序列 的 Gram 
行列 式 就 是 行列 式 

Gyr sx) = det (xi;|x;)), 
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2) 试 证 : G(x， 
圳 ) 一 0。( 考 感 由 那 旦 
线性 组 合 )。 

b》 假设 那些 x; 是 线性 无 关 的 , 并 设 v 是 由 它们 生成 的 * 维 子 空间 ， 试 
证 : 一 点 * 到 的 距离 等 于 VEC 下 训 /JOCrs 各)( 找 出 * 在 V 上 
的 射影 ,并 把 它 写成 = 的 线性 组 合 )。 

4) 设 必 是 Hilbert 空间 E 的 紧 子 集 ; 车 B, 是 E 中 包含 对 的 最 小 闭 问 量 
子 空间 , 试 证 E, 是 可 分 的 。 

5) 设 ECCx 是 具有 再 生 核 (5.3 问题 和) 的 可 分 Hilbert 空间 

a) 《jr) 是 的 Hilbert 基 。 试 证 对 每 个 (x y) EXxX 有 天 (cy) 一 
本 多 (=) 7)， 这 里 级 数 在 C 中 收敛 对 任何 函数 ge E， 若 令 “一 (21 


…z) 尖 0。 并 且 仅 当 那 些 x; 线性 相 关 时 ，G{xi+…*、 
; 生成 的 于 空间 的 标准 直 交 基 , 并 把 s 表示 成 该 基 的 


吉 ， 则 对 每 个 * eX， 有 g(x) 一 也 cj(x)， 这 里 级 数 在 中 收 化 ;此 外 >、 
该 级 数 在 x 的 使 K(*， +) 有 界 的 每 一 子 集中 一 至 收敛， 

b) 反之 ， 设 (p) 是 集 X 上 定义 的 复 函数 序列 ， 使 对 每 re xs 有 有 
可 ICOD1<+00. 对 每 个 序列 (cn) 6 戎 ,与 每 个 zx6 级 数 了 1 cafs(*) 在 忆 
中 收敛 。 作 为 这 桩 级 数 的 和 函数 ,构成 一 个 向 量子 空间 EcC*, 在 其 上 , 我 
们 定义 一 个 可 分 Hilbert 空间 结构 。 它 的 内 积 取 为 (4|s) 一 2 ca 这 里 


# 一 crfrsv 一 了 aj。 这 个 空间 有 一 个 再 生 核 KCx5 7) 一 Bf (*) 


Fy), 
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第 七 章 “” 连 续 函 数 空 间 


连续 函数 空间 就 其 在 泛 函 分 析 中 的 重要 性 而 论 ， 是 仅 次 于 
Hilbert 空间 的 ， 它 们 的 定义 使 我 们 有 可 能 对 古典 一 致 收敛 概念 给 
以 更 加 直观 的 意义 . 本章 最 重要 的 结果 是 : 1” Stone-Weiers- 
trass 通 近 定理 (7. 3. 1), 它 对 连续 函数 一 般 结果 的 证 明 是 一 个 强 有 
力 的 工具 ,所 用 的 方法 在 于 首先 对 特殊 形式 的 函数 证 明 这 些 结果 ， 
然后 通过 向 密 竹 的 论证 ， 把 这 些 结果 推广 到 所 有 连续 函数 ， 2 
Ascoli 定理 (7. 5.7)， 它 是 大 多 数 函数 空间 紧 性 证 明 的 依据 , 并 且 
与 (7. 5.6) 一 起 给 出 了 引进 等 度 连续 概念 的 启示 。 


1. 有 界 函 数 空间 


设 4 是 任意 一 个 集 ,P 是 一 实 ( 相 应 地 , 复 ) 赋 范 空间 .4 到 王 的 
映射 是 有 界 的 ,如 果 天 4) 在 了 中 是 有 界 的 ,或 等 价 地 , 若 sonllfC?) 上 


是 有 限 的 。 4 到 了 的 所 有 有 界 映 射 的 集 乡 :《4) 是 一 实 《 相 应 
地 , 复 ) 向 量 空间 ， 因 为 | + SO < GT gC， 此外， 
在 这 个 空间 上 

《7.1.1) 全 一 sup {fC 


是 一 范 数 ,这 是 容易 验证 的 .如 果 了 具有 有 限 维 , 以 及 《pisr<e 是 
F 的 基 , 满足 sill = 1, 则 4 到 z 的 任意 瑞 射 都 可 以 唯一 地 写成 

《7.1.1.1)》 tf) = a 士 思 (an 

并 且 当 且 仅 当 纯 量 碳 射 站 (1 窑 i < 2) 都 有 界 时 ，f 才 有 界 。 此 
外 ,映射 :一 f(a 的 范 数 是 革 让 .jai 二 虹 趾 (f; 的 范 数 是 在 
静 kC4)( 殉 (4)) 中 取 的 )、 由 (5.9.1),《5.4.2) 与 (5.5.1) 推 出 、 存 
在 常数 。 使 对 每 个 re 4， 都 有 | | 所 cc: 上 (Dl, 于 是 中 所 
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c.f. 设 局 是 静 M4) 的 子 空间 ， 它 是 由 所 有 形 如 # 一 大 De 
(f 是 纯 量 映射 ) 的 有 界 珊 射 组 成 的 。 那 么 ， 再 一 次 利用 (5.4.27) 与 
(5.5.1), 上 述 附注 就 证 明了 
(7.1.2) 如 果子 是 有 限 维 的 ， 则 多 *(4) 是 那些 工 ; 的 拓扑 直 和 ， 
询 且 其 中 的 每 个 都 与 多 RCA4) (相应 地 , 绍 c(4)) 等 距 . 
特别 地 ， 如 果 我 们 考虑 绍 c(4) 的 基础 实 莽 范 向 量 空间 , 那 
么 我 们 看 到 绍 c(4) 是 拓扑 直 和 BRC4A) + BR 
(7.1.3) 如 果 下 是 Banach 空间 , 则 绍 :(4) 也 是 Banach 空间 .。 
设 (4,) 是 更 47 中 的 Cauehy 序列 。 这 表示 ,对 任意 e>0， 
存在 mo 使 对 于 w 守 mo，# 守 tq 有 上 wm 一 捉 所 e。 由 (7.1.1) 推 
出 : 对 任意 ee 4 我 们 有 fw 0 一 js) 和 8， 这 里 攻守 0， 
# 之 wo， 由 于 了 是 完备 的 , 于 是 序列 (f,《))》 收敛 于 一 元 素 
8(?) &€ PF。 进而 ,根据 不 等 延 拓 原理 ,我 们 有 sp) 一 gCD| 所 8 
对 于 任 滞 1€ 4 与 所 有 mr 之 加 成 立 。 由 此 我 们 首先 推 得 对 所 
有 +e 4, gb)l 所 lsll + s。 于 是 8 是 有 界 的 。 此 外 。 对 所 有 
攻守 加 有 jn 一 引 科 s， 这 就 是 说 在 空间 鹃 必 4) 中 序列 Gf,》 
上 收复 于 g. 
一 般 地 , 设 (4,) 是 4 到 距离 空间 下 的 映射 序列 。 我 们 说 序列 
《1。) 在 4 中 简单 收 敏 于 4 到 的 映射 8, 如果 对 每 个 :6 4， 序列 
(pk9) 在 中 部 收 伊 于 gb， 我 们 说 (4) 在 4 中 一 致 收效 于 8， 
如 果 数 列 (stp dCsb 站 ,800))) 趋 于 0， 显然 , 一致 收敛 效仿 简单 收 


全 ,而 其 逆 不 真如 果 下 是 一 赋 范 空间 , 则 绑 :(A4)》 中 元 素 序列 
的 收敛 ， 据 定义 ， 即 为 该 序列 在 4 中 的 一 致 收 剑 。 类 似 地 ,我 们 说 
一 个 在 鹏 《4) 中 收敛 于 和 3 的 级 数 (wo) 是 在 4 中 一 致 收敛 于 
和 5 的 ,如果 Ff 是 Banach 空间 ,由 (7.1.3) 推 知 : 为 使 络 z(4) 中 
一 级 数 (zw) 为 一 致 收敛 的 ， 充 要 条 件 是 ， 对 任意 。 > 0, 存在 整 
数 mo 使 得 对 于 任意 4% 写 mo, p 关 0 与 任意 46 4, 有 

Mis) 十 wor 十 -十 tp Ee, 
由 (7.1.3) 与 (5.32) 推 知 : 如 果 了 是 Banach 空间 ,并 且 营 有 界 阐 数 
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级 数 (w。) 使 得 级 数 《lunl) 在 民 中 收 倒 ， 则 级 数 (xn) 是 一 致 收 
全 的 ;此 外 ,对 每 个 te 4, 由 于 js 所 juojl, 级 数 〈w(57 在 
下 中 是 绝对 收敛 的 。 然而 ， 这 两 个 性 质 并 不 绚 合 级 数 《llasll) 收 
鳃 因此， 为 避免 误解 、 当 级 数 (jxoj 收敛 时 ， 我 们 就 说 级 数 
(wn) 是 在 静 民 4) 中 依 范 数 收 纹 的 。 类 似 地 可 定义 绍 z(4) 中 
依 范 数 可 求 和 的 族 (wjher CL 是 可 数 的 ,参看 (5.3))。 ， 


问 题 


了 在 空间 多 a(R) 中 , 设 mm 是 这 样 的 函数 ,对 于 “<:<2 + 1， 它 等 于 
1/#， 对 于 + 的 其 他 什 它 等 于 9。 证 明 级 数 《sx》 是 一 至 收效 与 可 换 收 敛 的 
G5.3 节 ,问题 4) ,而 且 对 每 个 :< 忍 ， 级 数 〈r(5)) 是 绝对 收 伍 的 ,但 〈mm) 并 不 
是 依 范 数 收敛 的 。 

2) 没 4 是 任意 集 。 证明: 邑 n(4) 到 录 的 映射 ”sgx(0) 是 连续 的 。 

3) 设 纪 是 虑 离 空间 ，z 是 醋 范 空间 。 证明， 所 有 满足 下 述 条 件 的 映射 
fs 吨 F《E) 的 集合 在 空间 多 r《E)》 中 是 亲 的 :” 它 在 了 中 每 一 点 的 振 己 
43 ,14) 均 不 超过 给 定 值 “> 0. 


2 有 界 连 续 函 数 空间 


现在 设 E 是 一 距离 空间 ， 我 们 用 儿 :(E) 表示 互 到 赋 范 空间 
F 的 所 有 连续 映射 的 向 量 空间 , 用 8(E) 表示 到 的 所 有 有 
界 远 续 也 射 的 集 。 注意 ,如 果 瑟 是 紧 的 , 则 由 (3.17.10? 知 多 8CE) 
一 多 r(E)， 一 般 地 ， 有 3E) 一 多 r(BD)1m 有 8 民 CBE)。 我 们 将 
把 B83(E) 夏 成 静 共 BE) 的 一 个 赋 范 子 空间 ， 确 非 有 相反 的 声 
明 。 如 果 了 是 有 限 维 的 ， 则 在 分 解 式 (7.1.2.1) 中 ， 为 使 了 是 连续 
的 ， 必 须 上 且 只 须 每 个 f 是 连续 的 (参见 (3.20.4) 与 (5.4.2))。 于 是 
(7.1.2) 之 前 的 注 记 证 明 , 在 这 样 的 情况 下 ,， WFC(E) 是 有 限 个 于 空 
闻 的 拓扑 直 和 ,而 且 其 中 的 每 一 个 都 等 距 于 BRCE)( 相 应 地 ,YE& 
《E)), 特别 , 考 芒 留 ECE) 的 基础 实 向 量子 空间 时 ， 儿 23(E7 是 
拓扑 直 和 RE) 二 ;12 交 E). 
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《7.2.1) 子 空间 名 8(E) 是 在 绍 sCE) 中 闭 的 。 换 句 话说 ， 有 界 
连续 函数 一 致 的 极限 是 连续 的 - 

事实 上 ， 设 (f,) 是 到 下 的 有 界 连续 映射 序列 、 并 且 它 在 
绍 F(E) 中 收敛 于 g， 于 是 对 任意 s > 0, 存在 整数 四 使 对 "之 mm 
有 jf 一 8 所。/3， 对 于 任 深 iE BE， 设 V 是 加 这 样 的 邻 域 ， 使 
对 于 任意 :EV 有 sl) 一 fC 所 a/3， 于 是 因为 对 任意 
1€EE 有 用 Co) 一 SO 筷 e/3， 所 以 对 任意 teE TV 我们 有 llgC2) 
一 gC) 所。， 这 就 证 明了 的 连续 性 ， 

众所周知 的 那些 例子 (例如 在 [0,1] 上 的 那些 函数 * 一 x") 表 
阴 :简单 收敛 的 连续 函数 序列 的 极限 不 一 定 是 连续 的 。 另 一 方 
面 。 也 容易 举 也 这 样 的 连续 函数 序列 的 例子 : 它 非 一 致 地 收敛 于 
一 个 连续 水 数 ( 见 问题 2)， 然 而 (也 见 (7.5.6)): 
(7.2.2) (Dini 定理 ) 设 卫 是 紧 距 离 空 间 ， 如 果实 值 连续 孙 数 
的 递增 (相应 地 ,递减 ) 序 列 (f。) 简单 收 全 于 一 连续 函数 g, 则 它 必 
一 致 收 兽 于 & 

假设 序列 是 递增 的 。 对 每 个 e > 0 与 每 个 :EE 窑 在 附 
标 za 使 得 当 mm 守 nC#) 时 , gC) 一 加 (9 所 6/3， 因 为 8 与 fu 
都 是 连续 的 ， 所 以 存在 + 的 邻 域 V(z) 使 得 关系 *E VC2) 效仿 
lat 一 gD1 ef3 与 |fow09 一 加 ao( 门 | 志 5/3. 于 是 ,对 任 
意 ”e F(CD， 我 们 有 ge 一 jp) <8。 现在 在 E 中 取 有 限 个 
点 与 使 得 VC#i) 覆盖 请 , 并 设 m 是 整数 (2) 中 最 大 的 。 那 么 ,对 
任意 ze E,t 必 属 于 F(2) 中 :于 是 ,对 于 # 实 mw; 有 g02) 一 
hh) 一 了 J) 二 8 (GD 一 fon (二 6e， 这 就 是 所 要 证 明 
的 . 


回 


DD 设 5 是 距离 空间 ，F 是 赋 范 空间 ，(ux) 是 B 到 的 有 界 连 续 映射 序 
列 , 并 且 它 在 三 中 简单 收敛 于 一 有 界 函 数 ”. 

a) 为 使 > 在 点 《5 连续 ,充分 且 必 要 条 件 是 对 任意 *> 0 与 任意 束 
数 mw, 存在 六 的 一 个 邻 域 了 与 一 个 附 标 => 思 使 得 对 每 个 *6 7 都 有 jr(*) 
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b) 再 假设 5 是 紧 的 。 那么 ， 为 使 + 在 互 中 连续 ， 充 分 且 必 要 条 件 是 : 
对 任意 8>0 与 任意 整数 mw, 存在 有 限 个 附 标 %>m 使 对 每 个 *k E, 守 少 存 
在 一 个 附 标 ;i。 对 于 它 有 用 Cx) 一 KKz) 目 和 8 【利用 a) 与 Borcl-Lebesgue 公 
理 )。 

2) 对 任意 整数 4>0, 设 er 是 用 下 述 条 件 在 只 上 定义 的 连续 函数 : 对 
于 1&0 与 /这 215, gx() = 0; gu(1/4) 一 15 而 在 每 一 个 区 间 10, 1/9] 与 
[1/w、2/w] 上 ， en(!) 具有 形式 we + 8 (其 中 <， 有 是 适当 的 常数 )。 那 么 、 
序列 (gw) 在 器 中 简单 收敛 于 0， 但 在 任意 一 个 包含 “= 0 的 区 闻 中 , 这 个 
收敛 都 不 是 一 致 的 。 


设 mm 一 rm 是 信 到 有 理 数 集 Q 上 的 双 映 射 ， 并 设 如 (1) 一 2) 2-" 8 


(一 7a)。 函数 如是 连续 的 (7.2.1), 并 且 序 列 《1") 在 灵 中 简单 收效 于 0 
但 这 个 收敛 在 只 的 任意 区 间 中 均 不 是 一 致 的 , 

3) 设 7 是 中 的 紧 区 间 。( 庆 ) 是 在 7 中 定义 的 单调 实 函数 序列 并 且 它 
在 7 中 简单 收敛 于 一 连续 米 数 证 明 : f 是 单调 的 ,而 且 序 列 (1) 在 7 中 
一 致 收敛 于 1 

人 设 E 是 虹 离 空间 , F 是 Banach 空间 ,4 是 的 狗 密 子 集 , 设 ( 庆 ) 是 
到 闻 的 这 样 的 有 界 连 续 有 映射 序 列 : 这 些 太 到 4 上 的 限制 构成 一 个 一 致 收 
敛 序列 。 证明 (1,) 在 至 中 是 一 致 收 伊 的 。 

5) 设 E 是 距离 空间 ，F 是 赋 范 空间 。 证 明 : EE x3(E) 到 的 映射 
(x,#) 一 w(x) 是 连续 的 。 

6) 设 5 是 两 个 距离 空 间 ，F 是 一 同 范 空间 ， 对 EXE' 到 了 的 每 一 
个 映射 4 与 每 个 ye E's 设 力 是 已 到 下 的 映射 xz 

2) 证 明 ; 如 果 了 有 界 , 每 个 为 在 下 中 连续 ， 并 且 到 BFCE) 的 映射 
;二 也 连续 ,由 /是 违 续 的 。 如 果 再 加 上 刁 是 紧 的 ,证 明 其 逆 ( 利 用 3.20 节 
问题 3a)) 。 

b) 取 王 一 下 一 一品 并 设 攻 ry?) 一 az， 它 在 Ex 中 连续 并 有 
界 . 证明 ; EE 到 88(E) 的 映射 1 一 在 EF 的 任意 一 点 都 是 不 连续 的 。 

5) 假设 EF 与 二 者 都 是 紧 的 ， 又 对 于 任意 je BrlEXE'), 设 } 是 EE 
到 8s(E) 的 肌 射 yj; 证 明 ; 映射 生字 是 Bp(EXE) 到 rca(E') 上 
的 一 个 线性 等 距 、 

7) 设 也 是 距离 空间 。F 是 斌 范 空间 。 对 E 到 的 每 个 有 界 连 续 映 射 > 
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设 “<(7 是 1 在 空间 EXF 的 图 得 ， 

2) 证 明 : f->G(1) 是 一 个 一 致 连 续 的 单 射 映射 , 它 是 申 赋 范 空间 9s(E) 
到 ExzF 中 闭 集 的 空间 多 (ExF) 中 的 映射 ， 后 老鼠 用 Havsdorff 距离 ( 见 
3.15 节 问 题 3) 作 成 的 距离 空间 、 设 是 83(E) 在 时 射 和 >G( 用 下 的 象 . 

5)》 证明; 如 果 E 是 紧 的 , 则 T 到 Bs《B) 上 的 逆 映 射 G… 是 连续 的 (用 
反 证 法 证 明 ).。 

5) 证 明 ; 如 果 E = [0,1] 与 f= R， 则 G7' 是 非 一 致 连续 的 。 

3) 设 E 是 一 取 离 空间 , 具有 有 界 虹 离 4. 对 每 个 *EE, 设 4 是 8 到 民 
的 有 界 连 续 映 射 ->dCx，y)。 证 明 : xz 一 sx 是 了 到 Banach 空间 BRE) 的 
子 空间 上 的 一 个 等 距 。 


3. Stone-Weierstrass 逼近 定理 


对 任意 虐 离 空间 E, 向 最 空间 多 只 CBE) (相应 地 ,多 2(E)) 是 
实数 (和 应 地 ， 复 数 ) 域 上 的 一 个 代数 。 由 (7.1.1) 推 知 : 在 此 代数 
中 ,我 们 有 lfsl 专 几 .lel， 于 是 由 (5.5.1) 知 ， 双 线性 肌 射 《f,8》) 
一 jg 是 连续 的 . 出 此 注 记 容易 推出 。 对 于 多 RE) (相应 地 ， 
名 E(E)) 的 任意 子 代 数 4,4 在 名 路 E)( 相 应 地 , 儿 &CE)) 中 的 
分 包 亏 也 是 一 子 代数 ( 见 (5.4.1) 的 证 明 )。 

我 们 说 到 RE) (相应 地 , 绍 c(E)) 的 子 集 4 区 分 互 的 点 ,如 
果 对 互 中 任意 一 对 不 同 的 点 *,? ,都 存在 孙 数 1e 4 使 Ke) 天 HK 。 
《7.3.1》 (Stone-Weierstrass 定理 ). 设 互 是 紧 虐 离 空间 . 如 果 
Ga(E) 的 于 代数 4 包含 常数 函数 并 区 分 的 点 , 则 4 在 Banach 
空间 RCE) 中 是 稠密 的 . 

换 句 话说, 如果 $ 是 RCE) 的 子 乐 且 区 分 的 点 , 则 对 于 瑟 
中 任意 连续 实 信函 数 f, 总 存在 函数 序列 《gs》 一 致 收 伍 于 f, 并 
且 每 个 g 都 可 以 表示 成 中 函数 的 实 系数 多 项 式 。 

把 证 骨 分 成 几 步 . 
(7.3.1.1) 存在 实 多 项 式 序列 《wo), 它 在 区 间 [0, 1] 中 是 递增 的 、 
并 且 一 致 收 化 于 VY:. 

用 归纳 法 定义 mm， 取 坟 一 0, 并 取 


了 工人， 


(7.3.12) na 人 = lt) + 到 GC) n> 1 


我 们 用 归纳 法 证 明 : 在 [0, 1] 中 ,son 守 wr 且 Ct) 之 VY。 
由 (7.3.1.2) 看 到 第 一 结果 由 第 二 个 推 得 。 另 一 方面 


VE umn) Vm CD)) 


MF) (二 CVD) 小 


又 由 ww(D 窒 W 7 我 们 推 得 工 (V 7 十 和 人 9) Vil 


此 ,对 每 个 *e [0, 1], 序列 (wl#)) 是 递增 且 有 界 的 ,于 是 收敛 于 
一 极限 vz) 《4.2.D); 但 是 《7.3.12) 给 出 一 六 CD 一 0， 又 
ol) > 0, 所 以 vz) 一 V 二 ， 因 为 + 是 连续 的 且 序列 (w,) 是 弟 
增 的 ,所 以 据 Dini 定理 (7.2.2) 知 (w。) 一 致 收敛 于 ". 

《7.3.1.3) 对 于 任意 函数 fc 4，if| 属于 4 在 儿 RCE) 中 的 闭 包 
4. 


设 。 一 if， 据 (7.3.1.1), 函 数 序列 wo/e?),( 由 代数 的 定义 
知 它 属于 4), 在 中 一 致 收 化 于 V Po 二 |f|/a, 
《7.3.1.4) 对 于 有 中 任意 一 对 函数 1, g, inf(f, g) 与 sop(j, 8) 属 
于 工 

因为 我 们 可 以 写 sup(f,8) 一 了 Gt g+ lf—g|)S inf(f, 


司 一 二 (+g 一] 一 gl)， 所 以 结果 由 (7.3.13) 应 用 于 代数 


而 得 出 . 
(7.3.1.5) 对 下 中 任意 一 对 实数 a, 8, 存在 函数 fc 4 使 f(x) 一 
a, fy) = Pp. 

据 假设 ,存在 范 数 ge 4 使 g(x) x g(y)， 因 为 4 包含 常数 函 
数 ， 获取 1 一 “+ (8 一 oj)(g 一 7)/(2 一 >) 即 得 , 其 中 + 一 
BC*), 6 = gly), 
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(7.3.1.6) 对 于 任意 je 儿 R(E)， 任意 x€ 与 任意 s 之 0, 存在 
函数 ge 4 使 gbx) = f(x) 并 且 对 任意 ye E， 有 gy) 所 f(y) 
十 6。 

对 于 任意 *e BE， 设 和 是 子 中 的 一 函数 使 h(x) 一 f(x) 与 
js(s) 把 了 (2) 二 5/2; 这 一 函数 的 存在 性 , 对 于 > 一 x 是 显然 的 ， 
对 于 sx* 可 由 (7.3.1.5) 推 出 由 于 了 与 j 连续 , 故 存 在 > 的 邻 
域 V(x) 使 对 于 ?< VC2), 有 hy) 入 1(y) 十 s。 用 有 限 个 邻 域 
V(zi) 覆盖 B。 然 后, 据 (7.3.1.4) 函 数 g 二 inf (jsz)》 属于 了。 并 
且 满 足 所 要 求 的 条 件 ,因为 每 个 ye E 必 属 于 某 个 Vz;)。 
(7.3.1.7) A = RCE). 

设 了 是 @RKE) 中 任意 函数 。 对 任意 s > 0 与 每 个 x€ E， 
设 ge6 4 是 这 样 的 ,使 g(x) 一 f(x) 以 及 对 所 有 ye EE 有 gCy) 专 
1Cy) 十 6 (7.3.1.6)， 那么 由 1 与 g: 的 连续 人 性， 存在 * 的 邻 域 
U(x) 使 得 对 于 ye Ux), 有 ge(?) f(y) 一 g。 用 有 限 个 邻 域 
U(xi) 覆盖 证 。 那 么 ,根据 (7.3.1.4)，、 通 数 p 一 sap(gx) 属于 了 
并 且 对 任意 yEE 有 f(y) 一 8 所 p(y) 所 fy) 十 s《 因 为 每 个 
yEE 必 属 于 某 一 UCx;))， 换 名 话说 , jf 一 ll 所 a， 这 证 有 明 : 了 
属于 4 的 闲 包 , 亦 即 属于 4 本 身 . 

对 于 多 c(E), 相应 的 定理 不 成 立 ( 见 第 IX 章 (9.12.1)). 仅 有 
一 个 较 弱 的 结果 : 

《7.3.2》. 设 至 是 紧 距 离 空 间 ， 如 果 铬 c(E) 的 子 代数 4 包含 常数 
函数 且 区 分 互 的 点 ， 而 对 每 个 fe 4， 它 的 苍 函数 子 也 属于 4， 
则 4 在 clE) 是 稠密 的 . 


我 们 注意 到 对 于 任意 f6 4，5221 一 汪 (f + 办 与 71 一 (一 


D/2i 也 属于 4. 于是， 如 果 Ao 是 由 实 值 函数 组 成 的 4 的 ( 实 ) 子 
代数 ， 那 么 由 定义 立即 推出 。 各 区 分 互 的 点 并 包含 ( 实 ) 常 数 函 
数 . 因此 46 在 多 aCE) 中 是 舟 密 的 。 而 4 在 @c(E) 一 多 RCE) 
+ i RCE) 中 的 稠密 性 可 立即 推 得 ,因为 4 一 do 二 id 
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4 应 用 


在 Stone-Weierstrass 定理 中 、 把 E 取 为 R" 的 任意 紧 子 集 , 把 
4 取 为 由 具有 + 个 举 标 的 多 项 式 在 上 的 限制 所 组 成 的 代数 ， 区 
分 福 条 件 是 满足 的 ,因为 对 于 的 两 个 不 同 的 点 ,至 少 有 一 个 坐标 
具有 不 同 的 值 ， 于 是 我 们 得 出 原始 的 Weierstrass 逼近 定理 : 
(7.4.1) 有 的 紧 子 染 卫 上 的 任意 实 值 连续 函数 都 是 在 互 中 一 至 
收敛 的 多 项 式 序列 的 极限 . 

现在 把 E 取 为 到 中 的 单位 图 x* 十 六 一 1， 用 角 zt 将 它 参数 
化 ,使 E 上 的 连续 西数 可 以 视 为 民 上 具有 周期 ?的 连续 函数 
《 见 第 IX 章 . 把 4 取 为 由 常数 与 函数 ce 及 e-"* 生 成 的 ( 复 》 
代数 ， 立 即 可 知 4 的 元 案 都 是 三 角 多 项 式 > ) coe™"*。 因为 函 


FN 


数 ce 区 分 的 点 ,所 以 (7.3.2) 的 所 有 条 件 都 已 满足 ,于 是 有 
《7.4.2) 民 上 的 任意 连续 复 值 隐 数 ， 如 果 是 以 2 为 周期 的 周期 函 
数 , 则 它 是 在 民 中 一 致 收敛 的 三 角 多 项 式 序列 的 极限 . 

上 面 结果 使 我 们 能 对 下 述 事 实 给 出 一 个 证 明 , 这 在 (6.5) 中 已 
提 到 过 : 
(7.4.3) 三 角 系 在 准 Hilbert 空间 卫 一 Wel1) 中 是 全 的 . 《该 系 
是 在 《6.5.1)》 中 定义 的 ; 注意 ， 这 里 对 空间 多 c(1)》 址 需 用 范 数 
(7.1.1)). 
事实 上 ， 对 任意 函数 je 客 c(7) 与 任意 整数 ”> 0, 设 8 是 
这 样 一 个 了 项 数 : 对 于 一 1+ 1/ 所 1 必 1 它 等 于 fj, 对 于 :二 一 1 
它 等 于 f(1), 而 在 一 1 与 一 1+1/s 之 间 它 是 线性 的 。 于 是 ， 当 
1 守 一 1+ 1/4 时 ，f(#) 一 gC) 一 0, 而 对 于 :的 其 余 值 , |1(2) 一 
SC | 所 4s 《我 们 用 小 ls 表示 由 (7.1.1) 定 义 的 范 数 ， 用 贞 "上 
表示 准 Hilbert 范 数 》。 因 此 我 们 有 
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换 句 话说 , lf 一 gll; 可 任意 小 。 因 为 8 是 连续 的 , 并且 由 于 g(1》 
二 & 一 1 而 能 被 周期 性 地 延 拓 ,所 以 , 据 (7.4.2) 存 在 一 三 角 多 项 
式 如 使 得 lg 一 名 ;志和 V2ls 一 如 为 任意 小 ， 这 就 完成 了 证 
明 . 

(7.4.4) 如 果 巨 是 紧 距 离 空间 ， 则 空间 各 R(E) 与 多 cl5) 都 是 
可 分 的 . 

为 多 c(E) 是 多 R(E) 与 ;rR(E) 的 拓扑 直 和 ,所 以 我 们 
只 须 对 儿 RCE) 给 出 证 明 。 设 CU,) 是 关于 EE 的 拓扑 的 一 个 可 数 基 
《3.16.2)， 又 设 ga?) 一 dl1;E 一 U0,)， 用 g 组 成 的 那些 单项 式 
如 "gr 也 构成 一 可 数 集 (4)》( 所 (1.9.3) 与 (1.9.4)), 并 且 由 如 
生成 的 向 量 空间 4 就 是 由 g, 生成 的 久 R(E) 的 子 代数 . 如果 能 证 
上 明 4 在 多 RCE) 中 是 稠密 的 ,那么 我 们 的 证 明 就 完成 了 (5.10.17. 
但 是 我 们 只 须 应 用 Stone-Weierstrass 定理 ,并 因而 去 检验 族 (8) 区 
分 E 的 点 就 行 了 。 然而 当 * 关 yy 对 ,存在 一 0, 使 得 ze U,， 
7 Un。， 于 是 由 定义 galx) 隆 0, gn(y) 一 0， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 


句 题 


2) 设 E，F 是 两 个 紧 距 离 空 间 , ! 是 了 XxF 到 民 的 连 综 映射 .证明 ; 对 
于 任意 68>0, 存 在 到 丸 的 连续 映射 的 一 个 有 限 系 《%) ,ier 与 F 到 尽 的 连 
续 映 射 的 一 个 有 限 系 《si).xies 使 对 于 任意 (x,y) EExF， 都 月 f(z*,y) 一 


可 sv0)1 <s，( 把 Stone-Weierstrass 定理 应 用 到 由 连续 映射 (xy) 一 


xx) 与 【zw(?) 生成 的 代数 上 ,其 中 w & Ba(E) 与 v€ FR(F)). 

2 设 wrs 是 NN 到 区 闻 [0, 1] = ! 中 有 理 数 集 上 的 双 上 映射 ， 用 归纳 
法 定义 含 在 工 中 的 一 个 闭 区 闻 序 列 5)， 使 得 :15 的 中 心 是 re， 其 中 起 
是 满足 玉 列 条 件 的 最 小 附 标 总 六 不 在 区 间 Bi，h<w， 的 并 集中 。 2° 加 的 
长 度 筷 1/4"， 并 且 4 不 与 任何 一 个 ，8<<x， 相 交 。 在 积 空间 zx 中 中 , 定 
义 一 个 有 界 实 连 续 函 数 w。 使 具有 下 列 性 质 ，1° 对 每 个 整数 * 闻 0，x 一 we(zy 
?) 取 什 1， 对 于 > 一 min 等 于 0 对 于 “km; 并 且 对 于 所 有 xsfs 有 0 专 
Wx) 1; 2° 对 每 个 xe 7 函数 ?一 x(xyy)》 在 区 闻 ] 一 oo;0] 与 每 个 [aym 
+ 1] (swW) 上 均 具有 形式 wy + 8.。 证 明 : 不 存在 有 限 医 数 系 w € ga 人 2 
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与 6 全 忆 (Li 由 使 得 在 1xR 中 jeo 咏 一 袜 GD |/4。 


《很 设 相反 。 芳 虞 8a(D 中 的 请 数 和 :xz 一 (zz)。 并 注意 snl = 1 以 及 
对 和 < 有 lw 一 tml 一 1。 如 果 存在 安 g(1) 的 有 限 维 于 空间 使 得 对 每 
个 = 都 有 d(xnsE) < 1/4， 那么 在 5 中 将 存在 这 样 一 个 无 穷 序 列 (&s); 
全 中 一 2 并 且 对 于 和 x， 一 mf 之 1/2， 这 与 (5,10.1)) 闻 盾 。 

3) 设 E 是 丸 中 的 区 向 [0,1].。 

2) 证 明 : 如 果 mL<KS 是 E 中 个 不 同 的 点 ,; 则 函数 >|x 一 内 | 
在 BKKE) 中 是 线性 无 关 的 。 

b) 由 a) 推 证 ExE 中 的 沙 数 《+z，y) 一 |* 一 ?不 能 被 号 成 有 限 和 
加 (x)wily)， 基 中 v; 与 ww 在 中 是 连续 的 . 


4) 证 明 ;，Banach 空间 匀 RR) 是 不 可 分 的 .。 (利用 类 似 于 5.40 节 问 题 
中 用 过 的 那 种 方法 .》 


5 等 度 连 续集 


设 昌 是 空间 哆 ME) (BE 是 下 离 空间 ，F 是 赋 范 空间 ) 的 一 个 
子 集 .我 们 说 及 在 点 mte 至 是 等 度 连 续 的 ,如果 对 于 任意 上 > 0， 
存在 一 个 > 0 使 得 只 要 4 (xo，x) 所 8 就 对 每 个 1 已 都 有 
此 Ge) 一 xo) 所 (这 里 重要 的 一 点 是 8 与 4 无关 )。， 我 们 说 五 
是 等 度 连 续 的 ,如 果 它 在 忆 的 每 一 点 都 是 等 度 连 续 的 . 

(7.3.1) 例 假设 存在 两 个 常数 c, w > 0 使 得 对 于 任意 jE 召 与 
的 任意 一 对 点 *, y 都 有 (x) 一 Jy) 上 筷 c (4 《x;y))*， 则 及 是 
等 度 连 续 的 . 

《7.5.2) 在 点 xo( 相 应 地 , 在 互 中 ) 连 续 的 函数 的 任意 有 了 蹊 集 是 在 
xe 等 度 连 续 的 (相应 地 , 等 度 连 续 的 )， 更 一 般 地 ， 在 点 mm 等 度 连 
续 ( 相 应 地 ,等 度 连续 ) 的 函数 集 的 任意 有 限 并 集 仍 是 在 aa 等 度 连 
续 的 (相应 地 ， 等 度 连续 的 ). 

(7.5.3) 设 (1,) 是 静 r(R) 中 的 一 函数 序列 ， 如 果 它 简单 收敛 于 
一 函数 8 并且 是 在 xo 等 度 连续 的 (相应 地 , 等 度 连 续 的 )， 则 上 在 
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x 是 连续 的 (相应 地 , 连 线 的 ). 
事实 上 ,假设 对 任意 满足 a(x, x0) 所 ? 的 * 与 任意 4, 均 有 
Hkxo) 一 f(x)| 所 8. 那么 据 不 等 延 拓 原理 ,对 任意 使 Ax,x0) 专 
8 的 x， 有 llgCx) 一 gCx0o)|| 所 8， 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
(7.5.4) 在 空间 多 六 E) 中 ， 任 意 等 度 连续 子 集 的 闭 包 是 等 度 连 
续 的 . 

这 可 立即 由 (3.13.13) 与 (7.5.3) 的 证 明 得 到 ， 
(7.5.5) 假设 了 是 一 Banach 空间 ，《 加 ) 是 多 RE) 中 的 一 等 凑 
连续 序列 ， 而 且 对 于 E 的 一 称 密 子 集 中 的 任意 一 点 *， 序列 
(fs《w)) 在 F 中 是 收 合 的 。 那 么 序列 (1,) 简单 收敛 于 一 (连续 ) 函 
数 g。 

因为 了 是 完备 的 ,我 们 只 须 证 明 对 每 个 x& E，(f,(*)) 是 忆 
中 的 Cauchy 序列 。 现在 对 任意 6 > 0， 存 在 8 > 0 使 得 关系 
dlx，y) 所 5 蕴含 上 jw) 一 所 CY) 所 8/3 对 每 个 # 成立， 另 一 
方面 ， 存 在 ye D 使 得 dCx,y) 专 5， 而 扣 假 设 存在 to 使 得 对 于 
汶 空 mo 3 关 t 有 fo Cy) 一 所 (7)H 所 /3， 由 此 推 知 对 于 
才学 加 守 10， 有 mlx) 一 f(x)1 所, 这 就 是 所 要 证 明 的 . 
《7.5.6) 假设 是 紧 距 离 空间 ，(f,) 是 多 (BE》 中 的 等 度 连 续 序 
列 如 果 (f,) 在 中 简单 收 化 于 g, 则 它 在 中 一 致 收敛 于 g. 

给 定 任意 6 > 0， 对 于 每 个 +& ， 存 在 一 邻 域 V(x) 使 得 关 
系 7yE V(x) 比 含 所 (x) 一 万 (1 所 6/3 对 每 个 4 成立。 用 有 限 
个 邻 域 V(x7) 材 盖 B。 从 而 存在 使 得 对 于 4 之 mw 有 bakxi) 一 
f(zi) 志 e/3 对 于 所 有 附 标 守成 立 。 但 是 ,对 于 任意 xe EE,x 必 
属于 V(xi) 中 的 一 个 , 于 是 对 所 有 = 我 们 有 sx) 一 轧 (z 让 委 
2/3. 令 4 趋 于 二 oo， 即 得 出 jjgCx) 一 gz 所 e/3， 于 是 对 于 
任意 之 m0 与 每 个 *€ 我 们 均 有 jg) 一 1, (x) 所 6。 这 就 
是 所 要 证 明 的 . 
(7.5.7) 《Ascoli 定理 )， 假设 了 是 Banach 空间 ，5 是 紧 距 离 空 
闻 ， 为 使 Banach 空间 @r(B》 的 子 集 五 为 相对 紧 的 , 充 要 条 件 是 
如 为 等 麻 连 续 的 ,而且 对 于 每 个 x EH(x) 是 在 F 中 相对 紧 的 ， 
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这 里 瑟 (*) 是 所 有 使 f€ 8 的 f(x) 的 集 ， 

a) 必要 性 如果 互 是 相对 紧 的 ， 则 对 于 每 个 e > 0, 存在 有 
限 个 函数 ie 瑟 使 得 对 于 每 个 1 如， 均 存在 附 标 i 使 册 (s) 一 
jf:(x) 趾 筷 s/3， 又 因为 下 是 完备 的 ， 据 (3.17.5) 知 H(x) 是 相对 紧 
的 。 另 一 方面 , 设 了 是 * 的 这 样 的 邻 域 ， 使 得 yxEF 获 售 
及 Go 一 fo < sy/3 对 每 一 附 标 主 成 立 。 那 么 ， 对 任意 1 也， 
yE TV 萄 售 上 Cy) 一 fo)1 < 生 s， 这 就 证 明 呈 是 等 谊 连续 的 . 

b) 充分 性 。 因 为 由 (7.1.3) 与 (7.2.1)， 客 e( 民 ) 是 完备 的 。 记 
以 我 们 只 须 证 明 五 是 准 紧 的 (3.17.5).。 任意 给 定 6 > 0， 对 每 个 
xE 卫 ， 设 V(x) 是 x 这样 的 邻 域 ,使 得 yE 了 (2) 萄 含 人 f 人 ?> 一 
fs < se/4 对 每 个 fE 妃 成 立 。 用 有 限 个 邻 域 了 (zm (1 委 所 
mm) 覆盖 B。 另 一 方面 , 据 假 设 , 每 个 集合 HCxi) 都 是 在 F 中 相对 
紧 的 , 因此 它们 的 并 集 KK 也 是 在 F 中 相对 紧 的 , 设 (cp)icice 是 KK 
中 这 样 的 有 限 子 集 , 使 得 天 中 每 个 点 都 在 以 cj; 之 一 为 中 心 以 s/4 
为 半径 的 球 内 .现在 设 $ 是 [1,m] 到 [1,n] (NN 中 的 区 间 ) 的 所 有 
映射 i 习 g( 站 的 (有 限 ) 集 合 。 对 于 每 个 pE 9， 用工。 表示 所 有 
这 样 的 函数 je 总 的 集合 : 即 对 [1, m] 中 的 每 一 附 标 i, 我 们 都 
有 图 (x2) 一 cqo 所 8/4， 有些 Ls 可 能 是 空 的 ,但 是 从 cf 的 定义 
可 以 推出 妃 被 工 。 的 并 集 材 盖 . 要 完成 定理 的 证 明 我 们 只 须 证 明 
每 个 Le 的 直径 去 s， 现 在 设 jg 是 Lo 中 的 两 个 图 数 。 对 于 每 个 
y€ ,存在 i 使 yé V(xi), 于 是 上 Cy) 一 人 xD) < el/4 与 Cy) 
一 g(x?) 所 6/4。 因为 依 定义 则 (x;) 一 g(x 所 8/2， 所 以 对 
于 每 个 ye E 我 们 都 有 上 (一 gO 上 8， 亦 即 天 一 引入 s， 
这 就 是 所 要 证 明 的 。 


回 题 
1) 设 E 是 四 离 空 间 , 是 赋 范 空间 ， 右 是 9$(E) 的 有 界 子 集 。 对 于 每 
个 zeBy 设 ¥ 是 到 的 映射 nw《x)， 它 是 连续 而 且 有 办 的。 证明: 为 
使 严 在 征 是 等 度 连 续 的 ,必须 县 只 须 瑟 到 ZF(H) 的 喘 射 二 在 ;是 连续 
的 ， 
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2) 设 E 是 距离 宅 闻 ， 是 典范 空间 、(f:) 是 ZF (E) 中 的 等 度 连续 序 
列 。 证明: 使 ((*)) 在 下 中 是 Cauchy 序列 的 点 *e 的 集 在 中 是 闭 
的 。 

3) 设 z 是 及 由 的 区 间 [0，+co[， 对 于 任意 mn， 在 5 中 设 

ht) = sin VT 三 

证 明 : 序列 (1,) 在 B 中 是 一 等 度 渗 续 的 并 且 在 中 简单 收 化 于 0 但 它 在 
空间 BR(B) 中 不 是 相对 紧 的 证明: 如 果 它 是 的 , 则 它 将 一 致 收效 于 0)。 

4) 设 五 是 下 离 空间 , P 是 耻 范 空间 ，(j》 是 83(E) 中 的 通 数 序列 并 且 
在 点 a 是 等 度 连 续 的 。 证 明 : 如 果 序 列 《jo)) 政 敏 于 6e F， 刚 对 于 
下 中 任意 这 样 的 序列 zs 满足 im m 一 o 序列 (kzo)) 在 中 也 收 笋 
于 4 

5) 设 下 是 虐 离 空间 ， ?是 限 范 空间 ， 我 们 说 。 9F(E) 的 子 集 召 是 一 
至 等 度 连续 的 ， 如 果 对 于 任 写 5>0， 存 在 5> 0 使得 关系 d(x y) S9 北 合 
Kz) 一 f(y)l<e 对 于 每 个 fe 成立 ， 任 意 函 数 1< 妇 是 一 到 连续 的 , 反 
之 ,一 至 连 绕 的 酒 数 的 有 限 集 是 一 致 等 度 韦 续 的 ， 证 明 ， 对 于 $8(8) 中 有 
界 杆 集 昌 ,下列 姓 质 是 等 价 的 : 

中 已 是 一 致 等 度 连续 的 。 

8) 到 9F(H) 的 映射 < 《 问 题 0) 是 一 致 连续 的 。 

?7) xB 到 的 映射 《x5x)>s(*) (把 看 万 28(E) 的 一 个 子 空 间 》 
是 一 至 连续 的 。 

6) 设 是 距离 空间 ,是 冉 范 空间 ,是 YF(E) 的 一 致 等 度 连 续 子 案 
(问题 5) 证明: 右 在 ?CE) 中 的 闭 包 中 是 一 致 等 度 违 续 约 。 

7) 设 王 是 紧 距 离 空间 , 是 峰 范 空间 。 证 明 : 人 r(E》 的 任意 等 度 连续 
子 集 是 一 臻 等 度 连 续 的 。 

8) 设 卫 是 紧 距 离 空 间 ，F 是 Banach 空间 、 证明: 如果 @r(R) 的 于 
入 可是 相对 紧 的 , 则 所 有 集合 R(z) 的 并 集 , 其 中 *e 8。 在 上 中 是 相对 紧 的 
《利用 7.2 节 问 题 3 

9) 证 明 : Ascoli 定理 (7 ,5.7) 的 结论 仍然 成 立 ， 如 果 我 们 不 假设 (x) 
对 每 个 <6E 部 是 在 中 相对 紧 的 ， 而 只 假设 wz) 对 所 有 =e DD 是 相对 紧 
的 ,其 中 是 8 的 一 多 窗子 集 ， 

10) 设 F 是 耻 离 空间 ， 右 是 FX(E) 的 等 度 连 续 子 集 。 证 明 : 使 #(x) 
在 尽 中 有 界 的 那 种 点 *e 5 的 集合 4 在 中 是 既 开 又 闭 的 ， 基 5 是 紧 的 与 
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连通 的 ,并 若 对 一 点 me E， Hw) 在 太 中 是 有 界 的 ， 则 万 在 nCE) 中 是 相 
对 时 的 。 

11) 设 是 卫 光 空间 ， 如 是 XE) 的 等 度 连 弦子 集 ， 对 鲜 个 “ez 设 
0 一 后 Ke)，w(c) 一 EX .证 明 :如 果 以 相应 地 sw) 在 一 点 是 有 


限 的 > 则 它 在 *。 的 一 个 邻 域 中 是 有 限 的 与 连续 的 ; 如 果 sxo) 一 +oo( 相 应 
地 :we (5 一 一 co)) 则 在 x 的 一 个 邻 域 中 :e(5) 一 十 oo( 相 应 地 yw(z) 一 一 co)， 
出 此 得 出 结论 ; 使 x(*)( 和 相应 地 ,w(>)?) 为 有 限 的 那 种 点 *eE 的 集合 在 E 中 
是 既 开 又 闭 的 。 

12) 设 1= L451 是 R 中 的 紧 区 间 ， 函 数 1& 多 RCT) 称 为 关于 常数 
>0 是 Lipschitz 的 ， 如 果 对 中 的 每 一 点 对 (zs x) 有 11(x) 一 x)| 专 
lx 一 x'|， 设 XK 是 关于 上 为 Lipschitz 的 所 有 前 数 f 纪 成 的 @R(7) 的 子 集 ， 
且 Hs) = 0. 试 证 ,5- 浪 《XK) 与 s- 容 县 CA《K》(3.16 问题 和 )) 由 下 述 公 
式 给 出 

HK) = CuK) 一 (2 一 1) log 2, 若 80 是 整数 ， 


KD = cu = | 二 全 | orz 兰 4 一休 非 数 . 


(5[9] 是 过 + 的 最 大 整数 )。 (借助 于 适当 的 线性 变换 ,可 以 假设 * 一 1. 设 
2 一 4 一 ?8， 这 里 # 是 整数 ,考虑 这 样 的 2" 个 函数 & EK 的 集 Mr 在 每 
个 区 间 


下 + 二 ,et +n st| (<i<e — 2) 


中 等 于 一 个 仿 射 函数 ,并 在 每 个 这 样 的 区 间 中 有 等 于 1 或 一 1 的 导数 ; 试 证 
aM,_， 中 的 任意 两 个 不 同 元 素 的 距离 之 2/(= 一 D) .类似 的 ， 海 感 由 Ms 中 
2"™ 个 函数 组 成 的 子 集 Ma 。 其 中 每 个 函数 在 [vs 十 (8 一 a)/w] 中 等 于 
* 一 4 并 且 对 每 个 函数 se Ms ， 洲 处所 有 f 6K 的 这 样 的 集 : 对 每 个 >e7 
有 gx) 一 2/4 把 1x) 8(x)， 当 (5 一 0)/s 不 是 下 数 寺 ， 利 用 同样 的 作 
法 .》 


5 正则 函数 


设 I 是 民 中 的 区 间 , 始点 为 a, 终点 为 5(a 或 2 或 两 者 可 以 
是 无 穷 的 ),，F 是 Banach 空间 ,我们 说 ，7 到 的 映射 是 阶梯 
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函数 ， 如 果 存 在 了 《7 在 员 中 的 闭 包 ?中 点 的 递增 有 有限 序列 
(xi)osien， 使 得 和 一 a，xs 一 5， 而 且 + 在 每 个 开 区 间 ]xis re 
(0 二 i 4 一 1) 中 都 是 常数 . 

对 于 了 到 了 的 任意 映射 + 与 任意 异 于 的 点 x&E 7， 我 们 说 
在 * 有 右 极限 ， 如 果 , dm fCy) 存在 。 我 们 把 这 个 极限 记 作 


f(x 十 )。 对 于 每 个 异 于 。 的 点 x€ 7 我 们 类 似 地 定义 了 在 z 的 左 
极限 ,并 记 为 Kx 一 ).。 了 到 三 的 映射 了 称 为 正则 函数 ， 如 果 它 在 
了 的 每 一 点 都 有 右 侧 极限 和 左 侧 极 限 。 品 然 ， 任 意 阶 梯 涵 数 是 正 
则 的 . 
《7.6.1) 为 使 紧 区 间 了 = fs, 2] 到 了 的 映射 + 为 正则 的 , 充 要 条 
件 是 为 一 致 收敛 的 阶 樟 函数 序列 的 极限 

a) 必要 性 。 对 于 每 个 整数 与 每 个 +e 1!， 存 在 包含 * 的 开 
区 间 V(x) 一 ]y(x)，z(*)[，, 使 得 当 9 间 在 ]y(x), x[ 介 7 中 或 
者 同 在 ]x, zC2)[NI 中 时 ， 册 (Ge) 一 KD 上 < 1/s， 用 有 限 个 区 间 
V(xi) 覆盖 1， 并 设 《ej)ocicn 是 岂 点 a， 5 xj， y《*i) 与 z(xi) 组 成 
的 严格 递增 序列 。 因 为 ,对 于 了 必 m 一 1, 每 个 cj 都 在 某 个 V(xi) 
中 ,cin 或 者 在 那 同 一 个 V(xi) 中 , 或 者 我 们 有 cr 一 zx(x)， 换 
名 话说 ,如 果 ;, z 在 同一 个 区 闻 jcj, caf 中 则 (9) 一 2 和 
lz。 现 在 把 g 定义 成 这 样 的 阶梯 函数 ， 它 在 各 点 c; 与 每 个 区 间 
jc ci 的 中 点 处 等 于 户 而 在 这 些 区 间 的 每 一 个 中 都 等 于 常量 。 
显然 |f 一 gril < ln. 

b) 充分 性 : 假设 了 是 阶梯 函数 序列 (f。) 一 致 收敛 的 极限 ， 
对 每 个 。 > 0, 存在 * 使 得 用 一 所 | 所 8/3; 又 ,对 每 个 ze 1， 存 
在 包含 * 的 区 间 ]c, d[ 使 得 当 * 与 * 局 在 le, x[ 或 者 同 在 ]*:d[ 
中 时 ， 册 so) 一 加 CD 生 s/3， 于 是 在 上 述 同样 假设 下 ， 我 们 有 
此 一 1 上 1 所 se。 这 证 明了 了 在 x 的 左 侧 和 右 侧 极限 是 存在 
的 ,因为 了 是 完备 的 (3,14.6). 

《7.6. 的 另 一 种 说 法 是 :正则 函数 集 在 儿 必 E) 中 是 闭 的 ， 
而 且 阶 梯 函 数 集 在 正则 函数 集中 是 稠密 的 . 
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《7.62) 区 间 1CR 到 Banach 空间 的 任意 连续 映射 是 正则 的 ; 
到 丸 的 任意 单调 映射 也 是 正则 的 . 
考虑 到 C3.16.5) 与 (4.2.1), 这 可 由 定义 推出 。 


名 题 

1) 设 1 是 区 间 1CR 到 Banach 空间 F 的 正则 也 射 。 证明 : 对 1 的 每 
个 紧 子 集 部, (1) 在 F 中 是 相对 紧 的 。 举例 说 明 KH) 在 F 中 不 一 定 是 闭 
的 。 

2) 许 数 >) = xsin (1/z) (1(0) 一 0) 是 连续 的 ， 于 是 在 了 = [0，1] 
上 是 正则 的 。 又 函数 g(x) 一 sgnz 《〈 当 x>0 时 8(z) 一 1，8(0) 一 0， 当 
x<0 有 时 g(x) = 一 1) 在 只 中 荐 正则 的 , 但 是 复合 函数 gof 在 7 中 不 是 正则 
的 。 

3) 设 1=[s,8] 是 丸 中 的 紧 区 间 . 7 中 的 转变 函数 是 指 7 到 Banach 空 
间 F 中 的 映射 户 它 具 有 下 列 性 质 : 奏 在 数 了 关 0 使 对 于 ! 中 点 的 任意 严格 


递增 有 限 序 列 〈#”)osise* 不 等 式 立 好 (sig) 一 XGOTSF 成 立 。 
全 


a) 证 明 : f(7) 在 中 是 相对 紧 的 (利用 间接 证 法 证 明 1《1) 是 准 紧 的 )。 

b) 证 明 : 了 是 工 中 的 正则 函数 (利用 a) 与 (3.16.4))。 

6) 在 [0,1]3 上 这 样 定义 的 函数 8, 对 于 x* 关 0, 它 等 于 sin (1/**), 而 对 
于 x = 0, 它 等 于 0 证 明 # 不 是 出 变 的 ,尽管 它 在 1 的 每 一 点 都 有 导数 。 
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第 八 章 微 分 学 


本 章 的 主要 内 容 不 是 别 的 而 是 微 积 分 的 基本 定理 ， 然 而 它 是 
访 一 种 或 许 对 大 多 数学 生 感 到 陌生 的 方式 介绍 的 ， 这 种 介绍 始终 
严格 坚持 我 们 对 分 析 的 一 般 “ 几 何 ” 观 点 ， 其 昌 的 在 于 尽 可 能 密切 
地 保持 微分 学 的 基本 思想 ， 即 用 线性 画 数 “局 部 "逼近 本 数 。 在 微 
分 学 的 经 典 数学 中 ， 这 种 思想 被 下 述 偶然 的 事实 直接 掩盖 着 ， 即 
在 一 维 向 量 空间 中 ， 线 性 型 与 数 之 闻 存 在 一 一 对 应 、 因 而 定义 一 
点 的 导数 时 胃 数 而 不 用 线性 型 .在 处 理 多 变量 玖 数 时 ,不 惜 一 切 地 
奴 束 般 地 顺从 于 数值 解释 的 老 调 ,将 会 变 得 更 糖 ， 例如 ,如 此 得 到 
的 复合 函数 偏 导 数 的 经 典 公式 (8.9.2)， 已 失去 任何 直观 总 义 的 痕 
迹 ， 而 这 条 定理 的 自然 陈述 当然 是 ， 复 合 玉 数 的 (全 ) 导 数 是 它们 
的 各 个 导数 的 复合 (8.2.1), 当 我 们 用 线性 通 近 恩 考 时 ,这 是 一 个 很 
容易 察觉 得 到 的 表述 。 

微 积 分 的 这 种 “内 在 ”的 表述 ,是 由 于 它 的 更 高 度 的 "抽象 ", 特 
别 是 由 于 这 一 事实 , 即 我 们 不 得 不 一 青 折 弃 初始 空间 ,高 而 又 高 地 
攀登 到 新 的 “ 画 数 空 间 ”( 万 其 是 处 理 高 阶 导 数 的 理论 时 )， 它 与 经 
典 公式 的 舒服 的 常规 相 比 ,确实 需要 一 定 的 精神 努力 .但 是 我 们 相 
信 其 结果 是 很 值得 花费 劳动 的 、 因 为 它 将 使 学 生 获 得 在 微分 流 形 
上 的 微 积分 的 更 一 般 的 思想 作 准备 ， 它 们 将 在 第 十 九 与 二 十 章 中 
加 以 讨论 。 当 然 他 们 会 注意 到 : 在 这 些 应 用 中 ， 所 涉及 的 大 多 数 
商量 空间 都 是 有 限 维 的 ;如 果 能 给 他 一 种 额外 保险 感觉 的 话 ， 他 
当然 可 以 给 本 章 的 所 有 定理 都 加 上 有 限 维 的 假设 。 但 是 他 必 将 认 
识 到 :这样 的 作法 既 不 一 直 使 证 明 变 得 更 简短 也 不 能 使 证 明 更 单 
纯 ; 换 句 话说 , 有限 维 的 假设 与 以 后 发 展 的 内 容 是 完全 无 关 的 , 因 
此 我 们 认为 最 好 把 它 统统 除去 ， 昌 然 讨论 有 限 维 情形 的 微 积 分 的 
应 用 不 论 在 数量 上 还 是 在 重要 性 上 上 都 仍然 远 远 超 过 其 他 方面 . 
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在 导出 微 积分 的 形式 规则 之 后 (8.1 到 8.4 节 ), 本 章 其 余 各 节 
是 8.5 节 证 明 的 中 值 定理 的 各 种 应 用 ,这 个 定理 在 分 析 中 或 许 
是 最 有 用 的 。 读 老将 注意 到 ， 这 个 定理 的 叙述 ， 当 然 是 对 向 量 值 
函数 给 出 的 ， 在 外 表 上 不 同 于 十 典 中 值 定理 《对 于 实 值 淆 数 ), 后 
者 通常 被 写成 等 式 1(5) 一 人 a) 一 了 Ce) (2 一 a)， 古 典 氢 述 引起 
的 麻烦 是 ，1° 一 旦 了 取向 量 值 或 了 只 在 有 限 个 点 处 有 定义 ,就 没 
有 任何 类 似 之 处 了 ; 2° 它 完全 隐藏 这 一 事实 ， 即 除了 它 介 于 a, 6 
之 闻 以 外 , 人们 对 数 。 训 无 所 知 , 并 且 对 大 多 数 昌 的 来 说 ,只 须知 
道 (ce) 是 位 于 了 了 在 区 间 [a, 5] 的 上 、 下 确 界 之 间 的 一 个 数 就 行 
了 (而 不 是 它 实际 上 是 # 的 一 个 值 的 事实 )， 换 名 话说 , 中 值 定理 
的 实质 由 写成 不 等 式 而 非 等 式 的 形式 所 揭示 出 来 . 

最 后 :读者 可 能 会 注意 到 ,这 里 明显 地 没有 列 人 微 积分 教程 中 
一 个 古老 的 题目 ， 即 “ 黎 曼 积分 "， 人 们 大 概 会 感觉 到 : 如 果 不 是 
它 的 有 权威 的 名 字 , 它 老 早 就 该 没落 下 去 了 ,因为 对 于 任何 一 位 从 
事 研究 工作 的 数学 家 来 说 ( 带 着 对 黎 曼 天 才 的 应 有 尊敬 )， 十 分 清 
楚 , 现 今 这 一 "理论 "的 重要 性 在 测度 与 积分 的 一 般 理 论 中 ,最 多 不 
过 是 一 普通 的 有 趣 的 练习 (参看 13.9 问题 ?)， 只 有 那 种 学 究 传 统 
的 顽固 保守 主义 才 会 把 它 冻结 成 课程 的 正规 部 分 ， 长 时 间 以 后 必 
将 失去 它 的 历史 重要 性 ， 当然 , 把 积 分 方法 限制 在 满足 下 述 条 件 
的 一 类 函数 中 是 完全 可 能 的 ， 这 类 函数 对 初等 分 析 的 一 切 昌 的 来 
说 (在 本 卷 的 水 平 上 ) 是 足够 广 而 与 连续 函数 足够 搂 近 ,以致 足 
以 消除 由 测度 论 引 起 的 一 切 顾 虑 ; 这 正 是 我 们 通过 只 定义 正则 本 
数 的 积分 (有 时 称 为 “Cauchy 积分 ”) 所 已 做 到 的 ， 当 我 们 需要 更 
有 效 的 工具 时 ,没有 中 间 立 足 点 ,只 依赖 于 一 般 的 《“Lebesgue” 的 ) 
积分 理论 (第 十 三 章 ) 就 是 了 . 


1 连续 映射 的 导数 


设 EE， FF 是 两 个 Banach 空间 ( 同 为 实 或 同 为 复 ), 4 是 三 的 开 
了 集 ， 设 户 8 是 4 到 F 的 两 个 映射 。 我 们 说 与 8 在 点 me 4 
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相 切 ， 如 果 li 四 (2) 一 gC 一世 
太 x0) 一 g(xw)。 我 们 注意 这 个 定义 只 取决 于 与 的 拓扑. 


一 0; 这 当然 音信 


为 ,如果 妃 上 对 于 刀 与 了 上 给 定 的 范 数 是 相 切 的 ， 那 么 它们 对 于 


等 价 的 范 数 《5.6) 仍 然 是 相 切 的 . 


如 果 f,g 在 和 相 切 ，8， 天 在 


za 相 切 ， 则 声 二 在 徊 相 切 ,这 由 不 等 式 1 一 As < 四 Co 一 


Ce 有 十 jigCx) 一 4 有 j 锥 出 。 
与 函数 了 在 各 


目 切 的 所 有 孙 数 中 。 最 多 只 有 一 个 形 如 > 一 


x0) 十 wx 一 xo) 的 映射 , 其 中 是 线性 的 , 因 两 个 这 祥 的 
函数 > 一 其 xzo) 十 mx 一 zx 一 天 x0) 十 w(x* 一 xo) 在 知 相 切 ， 
那 就 意味 着 , 对 于 线性 映射 sz 一 mw 一 ww， 有 dm, lle HW 


有 yl 一 0。 但 是 这 强 含 v 一 0， 
7 之 0 使 得 jj < * 蕴含 jzCy)l 


于 任意 * 半 0 仍然 成 立 , 这 是 通过 把 它 应 用 到 
的 ;由 于 是 任意 的 , 故 对 于 任意 
们 称 4 到 的 连续 映射 了 在 点 me 4 是 可 微 的 ， 如 果 存 在 


我 
E 到 F 
切 。 网 
全 导数 ), 记 为 了 xo) 或 Dj(zn). 
(8.1.1) 如 果 4 到 F 的 连续 映射 
f(xo) 是 到 下 的 连续 线性 映射 

设 # 一 了 (xo), 任 给 5 之 0， 
上 el < > 蕴含 fixo + 一 其 za 


的 线性 映射 * 使 得 -> 


因为 , 对 任 给 的 e >> 0， 存 在 
入 引 ly 目 ， 而 这 最 后 的 不 等 式 对 
y 一 re/lzj 上 知道 
都 有 zx) 一 0. 


《x0) 二 n《x 一 x0) 与 1 在 zo 相 


才 已 看 到 这 个 映射 是 唯一 的 ， 称 它 为 1 在 点 za 的 导数 (或 


f 在 点 是 可 微 的 ， 则 导数 


存在 这 样 的 +: 0<<+ < 1 并 且 
ef2 与 ro fro)— 


xD < sjz/2; 于 是 肝 所 + 昔 含 jx() 入 s， 由 (5.5.1), 这 便 


证 明 * 是 连续 的 . 
由 此 可 知 , 4 到 的 连续 映射 


f 在 点 xo& 4 的 导数 ( 当 它 存在 


时 ) 是 Banach 空间 必 (E;F)( 见 (5.7)) 的 一 个 元 素 , 而 不 是 的 
元 素 。 以 下 对 于 ws6 5 (CE;F) 与 1€ ,将 把 wz) 记 为 4 5 我 


们 回忆 5.7): a 直 << isl 


以 及 lal 一 sub lls: dl, 
sa 


当 具 有 有 有限 维 数 # 与 F 具 有 有 限 维 数 m 了 时 ，f《xo》 可 以 视 
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为 一 个 着 行 > 列 插 阵 ; 这 个 矩阵 将 在 (38.107 中 确定 . 
《8.1.2) 例 常 值 函数 在 4 的 每 一 点 都 是 可 微 的 ， 它 的 导数 是 
到 (E;) 的 元 案 0. 
(8.1,3) 到 了 的 连续 线性 映射 的 导数 在 每 一 点 *《 E 都 存在， 
而 且 D .wx) = in 

因为 , 据 定 义 ，u(x0) 十 wz 一 xo) 一 Ms)， 
(8.1.4) 设 记 , 了 ，G 是 三 个 Banach 空间 ，(x,y) 一 [x y] 是 
EXF 到 G 中 的 连续 双 线 性 映射 . 则 这 个 映射 在 每 一 点 (x，y) 《EE 
X 都 是 可 微 的 . 且 它 的 导数 是 线性 映射 Cs 六 一 [xz t] 二 [5 7]. 

因为 我 们 有 [Cx 二 G+) 一 [x y] [x 7][s. 
纪 一 [s* 楚 ,又 由 假设 ， 存 在 常数 c > 0 使 得 [st 所 <- 
《5.5.1)， 因 此 ,对 于 任意 8 之 0, 关系 supClls, 册 上 一 
上 Ge 1 < s/c 北 合 

Ht oy tm [sy] [rd 
—Ls° yl DN < e, 

这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 
《8.1.5) 设 F= FiXF,x:…X Fw 是 Banach 空间 的 积 ， 
f 一 (fi,…,Jm) 是 的 开 子 集 4 到 F 的 连续 有 映射。 为 使 在 x。 蚌 
可 微 的 、 充 要 条 件 是 每 个 在 ww 是 可 微 的 ,而且 fxo) 一 
Cs ss f(xo))《 这 时 经 (E; 卫 ) 可 看 成 诸 空间 SCB3 Fi) 
的 积 ). 

事实 上 ，EE 到 了 的 任意 线性 映射 * 可 唯一 地 写成 * 一 (wm， 
"… tm)， 这 里 刀 是 E 到 F; 的 线 姓 映射 。 据 定义 我 们 有 
CD = supOlaCe) | -… ss) 于 是 (由 (5.7,D 和 (C2.3.7)》 
推出 有 一 swp 《hs …， ju)， 紫 式 证 明 弘 (E; FP》 与 积 


休 se(z; F,) 等 同 ， 由 定义 立即 推 得 ，* 是 f 在 办 的 导数 当 且 


仅 当 刀 是 五 在 各 的 导数 ,其 中 1&1 迄 
附注 设 了 ,F 是 复 Banach 空间 ，Eo, Fs 是 相应 的 基础 实 
Banach 空间 。 如 果 互 的 开 子 集 4 到 了 中 的 映射 了 在 点 x 可 微 ， 


1 


则 当 我 们 把 它 看 作 是 4 到 Po 中 的 映射 时 ， 它 也 是 可 徽 的 ， 且 有 
同一 个 导数 《E 到 的 线性 映射 作为 Eo 到 Fe 的 映射 也 是 线性 
的 )， 但 是 道 命题 不 真 , 这 可 立即 由 C 到 自身 的 映射 x+ 一? ( 复 共 
应) 这 一 例子 看 出 ;作为 妇 到 自身 的 一 个 映射 ,4: * 一 人 (可 以 把 
它 写成 (x, ?) 一 (x, 一 人 )) 是 可 微 的 、 而 且 所 (8.1.3) 它 在 每 一 点 
的 导数 都 等 于 w; 但 是 # 不 是 复线 性 映射 ， 于 是 得 到 结果 在 
第 茎 章 (9.10.1) 中 我 们 再 回 到 这 个 向 题 . 

当 4 到 FF 的 映射 4 在 4 的 每 一 点 都 可 微 时 , 就 说 在 及 中 可 
微 ;4 到 才 (E; F) 中 的 映射 + 一 了 (x) 一 D1C%) 将 写成 了 或 Dj 
并 且 称 之 为 了 在 A 中 的 导数 ， 


2. 形式 求 导 法 则 


(8.2.1》 没 记 ,FF,G 是 三 个 Banach 空间 ,4 是 me6 瑟 的 开 邻 域 ， 
了 是 4 到 下 中 的 连续 映射 ， 知 一 藉 ro)，3 是 mm 在 了 中 的 开 邻 域 ， 
8 是 8 到 G 中 的 连续 映射 ， 那么， 如果 了 在 和 可 徽 ，8 在 名 可 
微 , 则 六 一 gef( 它 在 如 的 邻 域 有 定义 并 且 连 续 ) 在 xo 可 微 ,而 
且 我 们 有 (x0) 一 g (yo)of (xo). 
据 假 设 ， 给 定 6 使 得 0 < <<1， 则 存在 + > 0 使 得 对 
有 和 + 与 有 和 +r， 可 以 写 出 
frot ) = fx0) + Fx0) s+ os), 
gm+ A — gly0) 十 go 十 ooD， 
其 中 ox 和 < sb 和 jos(oj < 上， 另 一 方面 ,由 《8.1.1) 与 
《5.5.1), 存 在 常数 a, 5 使 得 对 于 任意 :与 六 
ECORI A674 
于 是 对 于 | 专 +， 
有 (Geo s+ ol < Ca + Dl. 
因此 对 于 js 拟 +/(a 十 由 有 
lo flxD) st ol OS Gat 1)elsl 


1 


义 及 
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Ha’Cyo) * oN < sellsll, 
于 是 我 们 可 以 写 出 
Mxot s) ~ gyo+ Fxo) * s+ 013)) = gC30) 
+ gy0) * Fx0) « $) + os), 
其 中 
los OF < Ca 十 二 十 1Dellsl. 
这 就 证 明了 定理 

《8.2.1) 当然 有 许多 应 用 ,在 这 些 应 用 中 我 们 只 提出 下 面 一 
个 ; 

《8.2.2》 设 fo8 是 E 的 开 子 集 4 到 中 的 两 个 连续 映射 。 如果 
与 8 在 wo 是 可 微 的 , 则 f 十 8 与 叶 (m 是 数量 ) 也 是 可 微 的 ， 而且 
有 (f+ 8gY Cx0) 一 站 (za + 8g (xo) Cf) Cx0) = of Cx0). 

映射 了 十 g 是 由 了 X F 到 F 的 映射 (u,v) 一 uw 十 v 与 4 到 
下 X 的 映射 x -> 《f(x) ,glx)) 复合 而 成 的 ; 据 (8.1.3) 与 (8.1.5) 
这 两 个 映射 都 可 微 、 于 是 结果 (对 于 f 十 8g) 由 《8.2.1) 推 得 ， 对 
于 of 论证 将 更 简单 ， 只 要 利用 这 一 事实 、 即 五 到 它 自身 的 映射 
#-> aw， 据 (8.1.3), 是 可 微 的。 当然 ,(8.2.2) 也 能 用 直接 论证 的 方 
法 很 简单 地 证 明 . 

设 E, 是 两 个 Banach 空间 、4 是 E 的 开 于 集 ,， 8B 是 F 的 开 

子 集 . 当 4 与 8 同 有 卜 ， 并 且 存 在 4 到 B 的 一 个 可 微 同 胚 时 , 仍 
不 能 推出 。 对 于 每 个 x0€ 4, 了 (xo) 是 互 到 己 上 的 线性 同 胚 ( 例 如 
考虑 尽 到 它 自 身 的 映射 了 一 各)。 
(8.2.3) 设 f 是 Banach 空间 瑟 的 开 子 尝 4 到 Banach 空间 F 的 
开 子 集 忆 上 的 一 个 同 路 ，& 是 它 的 逆 同 胚 。 假如 了 在 点 和 可 微 ， 
且 fxo) 是 忆 到 下 上 的 一 个 线性 同 有 是; 则 弛 在 各 一 藉 zo) 可 微 ,而 
且 g《yo) 是 了 (x0) 的 逆 映 射 (参见 (10.2.5))。 

操 假 设 ， 映射 * 一 灰 m 十 9) 一 帮 xo) 是 E 中 0 的 邻 域 到 
下 中 0 的 令 域 玉 上 的 一 个 同 胚 , 它 的 逆 同 有 是 是 :一 gC 二 站 一 
g(yo)。 由 假设 ,到 FF 上 的 线性 映射 了 (xo) 具有 一 个 逆 映 射 ws 它 
是 连续 的 ,于 是 由 (5.5.1) 可 知 存在 常数 < > 0 使 得 对 于 任意 :< F， 
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lu. 下 志 届 |， 在意 给 定 s， 使 0<s 忆 1/2c, 如 我 们 记 藉 mo 十 当 
一 天 x0) 一 了 (zo) ,十 os), 则 存在 *>0， 使 关系 jp 和 * 蔓 
含 lox9l<elsl。 现在 设 ” 是 这 样 一 个 数 ， 使 得 球 有 ij 和 ~ 含 
在 W 中 ， 并 且 它 在 竖 射 :一 gC 十 让 一 8 (yo) 下 的 象 含 在 球 
上 js 和 7 中 . 设 z 一 gbyo 二 让 一 g(xo); 据 定义 ,对 于 jr'， 
这 个 方程 落 含 :一 fxo 十 2) 一 x0)， 又 由 于 上 ej 所 +， 我们 可 
以 写 出 + 一 了 (x0) 十 olz)， 其 中 oC) 所 els。 由 此 关 
系 与 # 的 定义 推出 

ut (fr) 2) Tu os) = z+ wu. 0), 


而 且 lw， ok < cole olel < 元 lals 于 是 le ,二 


> 可 一 二 zl 一 去 el、 因此，lzl <2e* 放 <<2c 有 ,终于 


得 出 | ' os) 所 cejlsj 秋 2ce 上。 这样， 我们 证 明了 关系 
器 科 ”区 含 jalyo 寺 四 一 gO90) 一 x' 州 二 2c3e 有 机 由 于 8 
是 任意 的 ,这 就 完成 了 证 明 . 

《8.2.3) 的 结果 也 可 以 写成 (在 同 祥 的 假设 下 ) 
《8.2.3,1) 


GY Hx0)) 一 (Fx) 


回 题 

I) 设 E 是 一 个 实 准 Hilbert 空间 ，、 斌 证 到 中 中 的 映射 = 下 zx 有 
在 E 中 的 每 一 点 ***0 都 是 可 微 的 ， 而 且 它 在 这 种 点 的 导数 就 是 线性 映射 
ss lx) /lzl, 

2) sa) 在 Banach 空间 (co)(5.3 节 ， 问 题 5)， 试 还 : 为 使 范 数 “> 全 
在 点 * 一 《人 ) 可 微 ， 必须 上 且 只 须 存 在 附 标 使 得 对 每 个 *xw。 都 有 
| 和 | > [条 |。 算出 此 导数 。 

b) 在 Banach 空间 《5.7 节 问题 1) 中 ， 试 证 范 数 :一 :zl 在 任何 点 都 
是 不 可 微 的 (利用 (8.1.1) 与 5.7 问题 lc))。 

3) 设 1 是 一 个 可 微 的 实 信 函数 ,在 Banach 空间 E 的 开 子 集 4 上 定 
义 。 
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2) 试 证 : 如 果 在 点 me<4。f 达 到 一 个 极 大 什 (3.9 节 , 问题 5)， 则 
DfCxo》 一 0。 

b) 假如 5 是 有 限 维 的 ,4 是 相对 紧 的 , 1 在 3 上 有 定义 且 连 续 , 而 生 在 
4 的 边界 上 等 于 0。 证明 存 在 一 点 *。《 4; 使 得 D(xo) = 0。(“ 罗 尔 定理 ”3 
利用 a) 与 (3.17.10)》。 


3. 过 续 线性 函数 空间 中 的 导数 


(8.3.1) 设 , P，G 是 三 个 Banach 空间 。 则 经 (BE; F)X 
到 (FP; G) 到 经 (E; G) 中 的 映射 《u,v) 一 vou《 也 号 为 za) 是 
可 微 的 , 并 且 在 点 (wo, v0) 的 导数 是 映射 《3,1) > voos 十 zomo。 
如 果 我 们 注意 ,所 《5.7.5) 机 射 (x,v) -> vou 是 双 线 性 与 连续 
的 , 则 结果 是 (8.1.4) 的 特殊 情形 . 
(8.3.2) 设 玉 ,FF 是 两 个 Banach 空间 ,使 得 至 少 存在 E 到 F 上 的 
一 个 线性 同 胚 ， 那 么 , 这 些 线性 同 且 的 集合 九 在 ie(B; P) 中 
是 开 的 ; 设 妇 下 是 了 到 E 上 的 线性 辣 用 的 集 , 则 如 到 类 一 上 
的 映射 n> wr"! 是 连续 的 与 可 微 的 ， 并 且 w 一 w! 在 点 mw 的 导数 
是 (20(E; FF) 到 SCB; 了 ) 的 ) 线 性 映射 :> 一 wi1osond1. 
a) 我 们 首先 考虑 一 的 情况 ,并且 用 le 表示 如 上 的 便 同 
上 映射。 那么 有 
《8.3.2.1) 如果 在 CE; EE) 中 上 wll < 1, 则 线 姓 映射 18 十 ww 是 


一 个 同 胚 ; 它 的 着 《la + w)" 等 于 绝对 收 伊 级 数 | 《一 D"w" 的 
10 
和 ,而 且 有 


C8.3.22) ls+ wT — 1s+ wl < lvl — Nw). 
我 们 有 


Sort ll /0 — fol) < 161 ~ lw), 


于 是 据 (5.7.5)。(5.3.1)，(5.3.2) 与 (5.7.3), 在 9(E; E) 中 级 数 
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六 (一 Drwr 是 绝对 收 冀 的 ， 此 外 ,我 们 有 


| 
《lz 二 2) 一 纪 才 到 十 十 (一 xzo) 
(mwt wt tC w) (et w) 
一 1 一 (一 Dos+l 


为 wsi 随 1/N 趋 于 0， 所 以 由 定义 与 (3.7.35) 对 于 Se (BE; E》 
的 元 素 N 二 bp 《一 1)?w” 有 (ls 十 w)v 一 v(ls 十 w) 一 1, 这 汪 


明了 前 两 个 论断 ;不 等 式 (8.3.2.2) 可 由 关系 式 (1s 十 w) 一 lz 十 
wo wlgO—w tt ) 以 及 (5.7.5) 与 (5.3.2) 推 得 . 

b》 现 在 考虑 一 般 情 形 ;假设 *e seLB; F) 使 得 | ja 由 一 
1; 则 元 素 ls 十 We 玫 (B; 殖 ) 有 一 个 道 元 素 ， 这 是 由 《5.7.5》 
与 (8.3.2. 了 D) 推 知 的 ; 因为 我 们 可 以 写 mm 十 一 wm(lz 十 xs)， 所 
以 mm 十 * 也 同样 有 道 元 素 , 这 个 道 元 素 就 是 《fa 十 6)7wal; 于 
是 我 们 有 

《mm 二 3) 一 一 (人 (二 45) 一]s)n5t， 

对 于 jl < 27lsiil， 把 (8.3.2.2) 应 用 于 wv 一 wa, 就 得 到 
Cm 7 wo! + wasn < lar. Mist/ — fluah tet, 
因此 ,如 果 取 此 | < 1/2lws 吊 ,就 有 
mt OT — ut + solswa < cflsl, 
其 中 ec = 2llwa 囊 ,这 就 完成 了 证 明 . 


4 单 变量 函数 的 导数 


当 我 们 把 限定 为 一 维 向 量 空间 (可 视 为 尺 或 C) 时 , 我 们 
知道 儿 (E; F) 自然 可 看 成 是 已 自 身 ， 一 个 向 量 5e 下 可 视 为 
到 F 的 线性 映射 了 ~> 好 《5.7.6)。 如 果 了 是 开 集 4CE 到 F 的 可 
微 映射 、 则 它 在 点 #€ 4 的 导数 Df(&0) 就 可 视 为 了 的 一 个 向 量 ， 
而 映射 Df 就 可 视 为 4 到 的 一 个 映射 。 如 果 王 本 身 也 是 一 维 的 
《可 视 为 中 或 C), 我 们 就 得 到 了 古典 梢 形 , 即 ( 在 一 点 的 ) 导 数 是 
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一 个 数 ， 上 面 所 获得 的 那些 一 般 结果 ,在 这 最 后 的 情形 下 ,就 化 为 
微 积分 的 经 典 公 式 ， 例 如 , 当 E 与 是 一 维 时 ,(8.3.2) 就 简化 为 这 
样 一 个 公式 : 对 于 也 0,1/8 的 导数 等 于 一 1 如 我们 把 (8.2.1) 
的 结果 明确 地 写 在 下 面 : 
(8.4.1) 设 E，F 是 两 个 实 ( 相 应 地 , 复 ) Banach 空间 , f 是 E 的 开 
子 集 4 到 五 的 可 微 映射 ,8 是 RC 相应 地 ,C) 的 开 子 集 工 到 4 的 可 
微 映射 , 则 了 到 的 复合 映射 4=fog 在 $61 的 导数 是 的 向 量 ， 
等 于 Di (g (5)) g (8) ( 记 住 8 (§) 在 EB 中 ，Dj (gl#)) 是 在 红 
(CE; F) 中 ), 

附注 . 设 F 是 复 Banach 空间 ，f 是 开 子 集 4CC 到 FF 的 
一 个 可 微 映射 ; 于 是 它 在 ze 4 的 导数 可 视 为 的 一 个 向 量 . 
又 设 g 是 民 的 开 子 集 了 到 款 中 的 一 个 可 徽 映射 (把 C 看 成 基础 
的 二 维 实 向 量 空间 ); 则 fog 是 可 微 映射 , 它 是 了 到 F 的 基础 
的 实 Banach 空间 Fo 中 的 ，(8.4.1) 给 出 它 在 点 E11 的 导数 是 
g (8)DICg(#))( 记 住 ,这 里 g《#) 是 一 个 复数 ). 

当 EE= 尺 并 且 下 是 一 实 Banach 空间 时 , 导数 概念 可 以 大 大 推 
广 : 对 于 任意 子 集 JCR 与 任意 这 样 的 点 全 6 7, 使 名 是 J 一 {5 
的 触 点 , 以 及 对 于 J 到 F 的 任 一 映射 f, 我 们 可 以 定义 了 在 总 ( 关 
于 7) 的 导数 为 下 列 极限 ( 当 它 存在 时 》 

GD — HE/ — 0). 


当 这 个 极限 存在 时 , 就 说 了 在 名 关于 J 了 是 可 微 的 ， 我 们 将 只 考虑 
J 是 民 的 一 个 区 间 的 情形 、 在 7 的 内 点 处 。f 对 于 的 导数 ( 当 
它 存在 时 ) 与 普通 导数 一 致 ， 在 7 的 始点 a《 相 应 地 ， 终 点 让), 当 
它 属 于 J 时 ， 了 的 导数 也 称 为 了 在 点 a (相应 地 ，8) 的 右 
导数 〈 相 应 地 ， 堪 导数 )， 并 且 记 为 f(a) 或 DiKa)《 和 相应 地 ， 
(8) 或 D18)), 定理 (8.4.1) 当 其 中 工 是 一 个 区 闻 ， 并 且 &8 在 $ 
关于 了 有 导数 时 ,仍然 成 立 ;这 时 ,如 果 在 4 中 可 微 , 则 feg 在 
关于 了 工 有 导数 ， 它 由 同一 个 公式 给 出 《8(5) 由 g 关于 了 的 导数 代 
替 ) . 它 的 证 明 就 是 (8.2.17 的 证 明 ，, 但 要 作 些 明显 的 修正 .我们 略 去 
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该 定理 的 最 通常 的 一 些 推论 ， 例 如 与 (3.2.2) 相 对 应 的 那个 结果 ， 


名 题 


四 D2) 设 1 是 区 闻 !CR 到 Banach 空间 8 中 的 连续 映射 。 为 使 
在 1 的 内 点 可 微 ， 必须 且 只 须 Kxo 十 如 一 Hxo 一/(# 二 二， 当 点 
《hi 各) 在 使 4> 0， >0 的 点 侦 的 集中 趋 于 (0,0) 时 ,在 中 有 极限 ， 

b》 实 函数 1 在 * 关 0 时 ,等 于 x*sin(1/+), 在 * 二 0 时 等 于 0， 它 在 民 
中 是 可 微 的 ,但 是 当 (x, y) 在 使 x*>0, y>0, x*y 的 点 偶 的 集中 趋 于 (0,0) 
时 ，(1(z) 一 1y))/《x 一 ?) 却 没有 极限 。 

5) 在 区 间 工 一 [0, 1] 中 定义 连续 消 数 序列 加 和 如下: 为 (人 一 二 对 于 
每 个 *>1, 如 在 下 列 3* 个 子 区 间 的 每 一 个 中 都 具有 or + 8 的 形式 ， 这些 


于 区 闻 是 志 么 : 么 < 二 上 ,其 由 0<k<a 一 1 而 且 


太太 )= 训 h(t) -+ 


“二 -+ 


试 证 序列 (7) 在 7 中 一 致 收敛 于 一 个 连续 函数 ， 而 且 这 个 连续 阔 数 在 
的 任何 一 点 都 没有 导数 (利用 a))。 

2) 设 # 是 开 区 间 ?CR 到 Baazch 空间 中 的 一 个 连续 映射 它 在 每 一 
点 46 都 始 有 左 导数 (1) 义 有 有 导数 人 ()， 

2) 设 吕 是 的 非 空 开 子 集 ,4 是 使 访 (9 E5 的 点 +E! 的 集合 。 对 于 
任意 a>0， 设 B。 是 由 这 样 的 点 :组 成 的 1 的 于 集 , 即 至 少 存在 一 点 +e1 使 
得 1 一 a&r<st 并 县 (1(D 一 KDJ)/G 一 eg 证 明 B 是 开 的 ,并且 
An CB。 是 可 数 的 (利用 3.9 节 问 题 3)。 由 此 结果 得 到 ; 使 得 六 (9) #5 的 
点 x6 4 的 集 是 至 多 可 数 的 。 

b) 由 za) 推 证 : 使 妈 (Os 太 (0) 的 点 :E71 的 集 是 至 多 可 数 的 。 ( 首 
先 注意 : (1) 是 紧 虐 离 空 间 的 可 数 的 并 集 ， 再 通过 对 fC1) 生成 的 的 闭 向 
量子 空间 的 考虑 ,把 此 问题 化 为 下 述 情形 ， 即 的 拓扑 有 一 个 可 数 的 开 集 的 
基 (U0,); 然后 注意 : 对 于 的 每 一 对 不 同 点 <, 5, 都 存在 一 对 这 样 的 集合 
9s Vas 使 得 ez， be Us 而 且 UNV = pp, ) 

3) 9) 设 1 在 如 上 由 下 列 条 件 定义 : 对 于 * = (8:)*(0,0) 
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wy 一 
1D = Br 0) =0, 


试 证 : 对 于 任意 x*& 民 与 任意 ye 民 ， 极 限 Lim, Gx + Hy)— 


Xe)70 一 ee 切 存 在 :但 映射 y=g(0，y) 不 是 线性 的 (于 是 f 在 点 0 是 不 
可 微 的 )、 
b) 设 f 在 居 上 由 下 列 条 件 定义 


_ _ 人 _ 
Hz) = ENF #66) 0,0), 10) = 0, 


斌 证， 对 于 每 个 x 与 极限 z(x,y) 存在 ， 并 且 映 射 >g(z，?) 对 每 
个 *€ 展 都 是 线性 的 ,但 f 在 点 0 是 不 可 微 的 

4) a) 设 了 是 Banach 空间 EB 的 开 于 集 4 到 Banach 空间 F 的 过 续 映 射 。 
我 们 说 在 x。€ 4 函数 # 是 拟 可 微 的 ， 如 果 存 在 到 的 一 个 线性 映射 <， 
有 共有 下 述 性 质 : 对 于 了 = [0, 11 到 4 中 的 任意 连续 有 映 射 , 只 要 a(0) 一 
加 并 且 & 在 0 (对 于 1 的 导数 8%《0) 存在 ; 则 二 gD)) 在 点 := 0 (对 
于 中 有 导数 等 于 «(ge"9))。， 这 时 线性 映射 + 称 为 1 在 x 的 拟 导 数 . 试 
证 : 如 果 f 在 是 拟 可 微 的 ， 刚 它 的 拟 导数 是 唯一 的 。 把 性 质 (8.2.1) 推 
广 到 所 可 微 映射 。 

b) 试 证 : 如 果 f 在 入 是 拟 可 微 的 , 则 它 的 拟 导 数 * 是 E 到 F 的 连 
续 线性 映射 。( 假 没 xm 一 0， 天 <。) 一 9， 这 是 可 以 办 到 的 。 利 用 肥 证 法 :如 
时 “在 球 BC0; 1) 中 无 界 , 则 存在 R 中 这 禅 一 个 向 量 序列 a); asl 二 1 与 
这 样 一 个 正 数 的 数列 〈4): lim 为 二 0 使 得 "f(xeo)l 一 oo 趋 于 十 coi 


我 们 可 以 假设 序列 (5) 与 《Veet》 是 递减 趋 于 0 的， 定义 [0，1] 到 5 的 连 
续 映 射 g 使 得 g(0) 一 0, "(0) 存在 县 等 于 0, 而 生 aCV em) 一 per)。 

5) a) 设 5，F 是 两 个 Banach 空间 ，f 是 E 的 开 子 集 4 到 下 中 的 连续 映 
射 ， 试 证 ， 如果! 在 *% 6 4 可 微 、 则 它 在 是 拟 可 微 的 ， 并 县 它 的 拟 导 数 
就 等 于 它 的 导数 。 

b) 假设 E 是 有 限 维 的 。 试 证 ; 如 果 /在 re4 是 扳 可 微 的 ， 则 上 
在 也 是 可 微 的 。 〈 用 到 证 法 : 设 * 是 7 在 me4 的 氢 导数 ， 银 设 存 在 
a>0 与 4 中 趋 于 加 的 点 列 〈*a)》 使 得 f(x) 一 Ko) 一 <， (一 zo)2 
“jjxs 一 zlj、 惠 用 王 的 局 部 紧 性 证 明 : 我 们 可 以 假设 序列 《lx 一 *ol) 是 递 
减 的 ,而 县 疝 其 一 〔z 一 /lm 一 *ol[ 的 序列 在 E 中 趋 于 一 个 极限 ; 然 
后 定义 [0,1] 到 E 中 的 一 个 连续 映射 8, 使 得 s(0) = mo， 8 (0) 存在 ,但 是 
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#8《0)) 不 龙 责 射 tf(8()) 在 +=0 的 导数 ,) 

6) 4) 设 1=[0,1], 并 设 B 是 Banach 空间 SRC)， 为 使 E 到 民 的 映射 
# 一 | 上 | 在 点 am 荐 氢 可 微 的 ， 必 须 且 只 须 通 数 ?lw6(2)] 在 唯一 的 点 
加 E17 达到 它 在 7 上 的 展 大 值 ; 这 时 * 一 六 | 在 mm 的 拟 导 数 基 这 祥 一 个 线 
性 映射 #， 使 得 ， 当 zo(%)>0 时 ws) 一 (ao)。 当 zal4) <0 时 ，xks) 一 
一 (加) 参看 8.2 节 问题 3).( 为 了 证 明 条 件 是 必要 的 ,假设 1*o| 至 少 在 两 个 
不 同 的 点 %， 达到 它 的 最 大 值 ; 设 y 足 7 到 自身 的 一 个 连续 映 庙 , 它 在 加 
处 等 于 1 在 4 处 等 二 0; 当 实 数 X40 趋 于 0 时 考察 (llxs + 知 l 一 Hol 
的 变化 .为 了 证 明 条 件 是 充分 的 ,假设 4 2 是 工 到 己 中 的 连续 映射 \ 在 和 一 0 
处 有 导数 se E， 并 且 二 0; 注意 ,如 果 太 是 上 使 zjso?) 二 各 (2)| 达 
到 最 大 值 的 最 大 数 ( 或 最 小 数 ), 则 当 4 趋 于 0 时 , nt，》 

了 》 由 此 结果 导出 ，E 到 只 的 映射 [| 在 任 一 点 是 不 可 微 的 ，( 参 奢 
8.2 问题 2).) 

7) 设 了 是 Bansch 空间 E 的 开 子 集 4 到 Banach 空间 中 的 一 个 连续 
映射 。 假 设 1 在 4 中 满足 Lipsehitz 条 件 , 即 (参见 (10.5.4)) 存 在 常数 4>0 
使 对 于 4 中 任意 点 对 mx 都 有 (x) 一 za 有 St 一 设 
za 4， 并 假设 存在 到 的 线性 映射 + 使 对 EE 中 任意 向 量 a#0, (Ko 
十 9) 一 了 (xo))Yr 当 1 天 0 在 只 中 趋 于 6 时 的 极限 存在 并 且 等 于 wa。 试 
证 f 在 x 是 拟 可 微 的 ， 如 果 + 不 满足 Lipschitz 条 件 , 则 这 个 性质 就 不 再 成 
立 . 

8) a) 设 *， 上 是 Banach 空间 互 中 的 两 个 点 。 试 证 ; 只 到 它 自 身 的 映 
射 ole + pl 对 于 每 一 个 55 灵 都 有 右 导 数 与 左 导 数 (证 明 ; 如 果 0 < 
< 网 Qs + 2 一 有 Atklle + 一 上风 fr， 并 应 用 (4.2.1))。 

了) 设 * 是 区 间 1e 丸 到 中 的 连续 映射 斌 证， 如 果 在 点 为 61，w 有 
有 导数 , 则 一 (9 上 在 和 也 有 右 导 数 ,并 且 

(5 四 生 上 so) 
(应 用 4))。 

5) 设 0 是 1! 到 多 (B; E) 的 连续 映射 。 试 证 ， 如果 在 点 1， 有 右 
导数 ， 并且 UC%》 是 到 自身 的 一 个 线性 辣 且 ， 则 映射 rel) 下 一 
式 0， 它 在 丘 的 革 邻 拒 中 有 定义 > 在 1。 有 右 导 数 而 且 

HB) G1 ELD40 G0) 
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5 中 值 定理 


(8.5.1) 设 1=[a, 8] 是 民 的 一 个 紧 区 间 , {是 了 到 Banach 空间 
Ff 的 一 个 过 续 映 射 ,Pp 是 了 到 RR 的 一 个 连续 映射 假设 存在 一 个 
了 的 可 数 子 集 思 使 得 对 每 个 se 一刀, f 与 9? 在 点 对 于 工 都 有 导 
数 ,并 且 上 COD < gC5). 则 (2) 一) < (8) 一 Co) 

设 # 一 ps 是 大 到 DD 上 的 双 映 射 ; 对 任意 >> 0。 我 们 将 证 
明 : 上 8) 一 He) 和 9(8) 一 9(o) + sp 一 a 十 1); 由 于 左边 
与 8 无 关 ， 便 将 完成 证 明 ， 定义 4 是 由 下 面 这 样 的 点 组 成 的 了 
的 子 集 , 即 对 于 a 5 <#， 有 (5) 一 1 上 << (5 一 (十 
sl5 一 a) 十 8。 > 2 一 ， 显 然 we 4， 如 果 &#E 4 且 a < 之 49 之, 则 


据 定义 也 有 16 4. 这 证 明了 , 如 果 Y 是 4 的 上 确 界 , 则 4 必定 或 者 
是 区 间 La, y[ 或 者 是 区 间 Lae, x]。 但 是 事实 上 由 4 的 定义 立即 
推 知 4 一 [a, y]， 此 外 ,由 与 9 的 连续 性 推 得 

(8.5.11) 1 一 Kall<e(>) 一 pCa)+e(r 一 @)-Hs F277. 


Pre 


因此 我 们 只 须 证 明 > 一 8. 假设 7 < 8; 如果 yDD, 则 由 导数 的 
定义 推 知 ， 存 在 区 间 [y,y 十 4] 食 于 工 中 使 对 于 y 委 5 < 一 
7 十 4 有 


AD 17) FE ONE) 


与 
lo ov) GE EFC 7 
于 是 有 . 


0 ~ Kr FO ~— 7) 十 CE —7) 
pr GO—7)+ CG —7) 


171 。 


p(t) ~ plr) + eld —7). 
由 《8.5.1,1) 推 得 


CD 一 Ka < wl) — po) + elk +e D2 


A 
Sp — pO) + et —o) te D2 
so 
这 与 7 的 定义 矛盾 . 如 果 xe DD, 设 x 一 pw; 由 f 与 9 的 连续 性 
推 知 存在 含 于 工 中 的 区 疗 [y,y 十 4] 使 对 于 Yb<y+ 久 ， 
有 


人 多 -HON 2" |) 一 or 所 二 2 


于 是 ,由 (8.5.1.1) 又 推出 
OD -AON < P(E) — ph) + ey — a) te D2 


Pat 
Spe) — pe) telt —o) ts 2 2 一 。 
pe 

我 们 又 得 出 了 矛盾 ,这 就 完成 了 证 明 . 

最 重要 的 情形 是 当 p(8) 一 M(5 一 a) 而 M > 0 时 ， 
(8.5.2) 如果 存在 了 的 一 个 可 数 子 集 力 , 使 对 于 每 个 Ee 1 一 D， 
在 $ 对 于 了 痢 有 时 数 , 而 且 使 上 (< 入 M， 则 有 iiKp) 一 
Ko < MC 一 办， 

对 于 实 值 函数 ， 仿 照 (8.5.1) 中 的 论证 可 以 证 朋 下 面 (8.5.3) 的 
第 一 部 分 : 

《8.5.3) 假设 Pp 是 了 到 民 的 连续 映射 使 在 每 个 点 SE1 一 DD， g 
对 于 了 都 有 导数 ,， 并且 m 所 gM, 则 wm(8 一 a) << p(B8) 
一 9(a)M(P 一 a); 而 且 事实 上 ,除了 当 gp(5) 一 pla) + mt 一 
中 或 者 p() 一 pla) + M(8 一 a) 时 以 外 ,其 中 Ee Ts 有 

mp — 0) < pp) — pla) < MF — oo). 

取证 明 第 二 部 分 ， 注 意 据 第 一 部 分 ,函数 gC8) 一 g(a) 一 
(一 a) 在 I 中 是 递增 的 ;如 果 它 不 得 等 于 0, 则 

> 1732， 


9(8) — pha) — ml — 0) > 0, 

类 似 的 论证 可 得 另 一 个 不 等 式 。 

在 赋 范 空间 E 中 ,我 们 把 连结 两 点 *, 2 的 线段 定义 为 点 4 十 
二 一 9) 的 集 ,其 中 0 所 吉 委 1 
《8.54) 设 E，F 是 两 个 Banach 空间 ，3 是 连结 8 中 两 点 x0、 
0 十 z 的 线段 ，f 是 3 的 一 个 邻 域 到 中 的 连续 映射 。 如 果 了 在 
5 的 每 一 点 都 是 可 微 的 , 则 

li t+ DO — Hol < la sx 5oO. 


考虑 区 闻 了 一 10, 1] 到 F 中 的 映射 g, 它 由 g(§) 一 fCxo 十 #1) 
定义 ; 据 (8.4.1),《8.2.2) 与 (8.1.3),& 在 I 的 每 一 点 (对 于 了) 都 是 
可 微 的 ,而且 它 的 导数 是 了 (xo + 5 、# 于 是 结果 由 《8.5.2) 与 
《5.7.4) 得 到 。 


| 题 


1) a) 设 != ]e, 28[ 是 民 中 的 开 区 间 , /是 在 1 上 定义 的 实 连续 孜 数 . 
概 设 存在 1 的 一 个 可 数 子 集 D 使 对 每 个 +e1 一 DP, /在 点 上 的 右 侧 都 是 
递增 的 ,这 就 是 说 ,存在 区 间 [1,+ + 条 (4#>0) 使 得 对 于 :srt + 6 有 
HK 人 1(*)。 试 证 二 在 7 中 是 递增 的 《利用 (8.5.1) 中 的 那 一 论证 )， 当 7 在 
每 个 :el 仅 是 左 连 续 ( 即 1(: 一 ) = 1(1) 时 ) 但 D = 中 时 结论 同 祥 成 立 。 


b) 对 于 每 个 数 + 了 = [0, 1[, 设 于 /2" 是 :的 满足 下 述 条 件 的 唯 


一 的 “二 进 ” 展 开 式 ， 即 。 或 为 0 或 为 1， 并 且 不 存在 附 标 om， 使 对 所 有 
的 za 都 有 上 一 1 (参见 4.2 节 向 题 2)， 设 KD) = 立 wj。 试 证 : 了 
在 每 一 点 46 了 都 是 右 思绪 的 ( 即 ft+ 》 = 1(0)。 它 在 了 的 任意 一 个 多 于 
一 点 的 子 区 间 中 不 为 常数 而且 它 在 每 一 点 46 J/ 都 有 等 于 "的 右 导数 ( 参 
见 12.16; 间 题 27)。 

2) 试 证 (8.5.1) 的 结论 仍然 正确 ， 如 果 只 假设 1 与 9 在 【一 的 每 一 
点 (8 除外) 都 有 右 导 数 ， 而 且 N28) 所 pa (5)。 

3) 设 f 是 在 紧 区 间 a, 8] 上 定义 的 实 连续 函数 ， 且 在 jx，8[ 的 每 一 
点 都 有 右 导数 。 又 设 几 与 是 六 在 ]a， P[ 中 的 下 葡 界 与 上 确 界 。 


* 3* 


a) 试 证 : 如 时 7f 不 是 陕 射 一 5 + ks 则 当 = 与 》 是 [ay 8] 中 使 
xxsy 的 任意 数 时 ,所 有 数 f(*) 一 fy))/(* 一 妃 的 集 恒 等 于 ] msM[、( 通 
过 减 去 一 个 适当 的 和 > + # 型 的 困 数 把 问题 化 为 证 明 : 如 果 龙 (7) 太 (5) 
<0 其 中 “<r<6<pB， 则 在 区 间 ]*，5[ 中 存在 两 个 不 同 的 点 ,使 1 取 相 同 
的 值 ,》 

b》 试 证 。 如 果 述 假设 1 在 je，4[ 的 每 一 点 有 左 导数 , 则 太 与 办 在 ] 
8[ 中 的 下 确 界 ( 相 应 地 ,上 确 界 ) 是 相同 的 

0) 由 b) 推 证 : 如 果 在 Ja, P[ 的 每 一 点 都 有 导数 ， 风 全 于 ]a, 8[ 中 
的 全 一 区 间 在 了 下 的 象 是 连通 的 ( 见 (3.19.1))。 

4) 在 RR 的 区 间 了 一 [一 b +1] 中 , 设 f 是 1 到 总 的 映射 。 它 的 定义 


各 F: 1 = (0 0), lre0 时 ;10 = (sin too 二) 当 0< 


:1 时 。 试 证 ; 在 ] 一 1,+1[ 的 每 一 点 者 有 有 导数 ,但 是 这 个 区 间 在 了 下 的 
象 是 不 连通 的 - 

5) 把 (8.5.4) 推 广 到 只 假设 了 在 3 的 每 一 点 拟 可 微 (8.4 节 问题 4)， 并 
用 7 表示 拟 导 数 . 

5) 假设 是 实 Hibert 空间 ， 利 用 下 而 的 方法 推 证 (8.5.1) > 即 把 对 于 
实 通 数 # 的 同一 定理 应 用 到 实 信 函数 #1(#)1s) 上 ,其 由 =e F，( 这 个 方 
蒜 实 际 上 可 以 应 用 到 任意 Banach 空间 ,甚至 可 应 用 到 更 一 般 关 型 的 拓扑 向 
量 空间 ， 见 参考 文献 [61). 

7) 设 1= [2] 是 中 中 不 退缩 为 一 点 的 紧 区 间 、f 是 1 到 Banach 空 
交尾 中 的 连续 号 射 ， 假 设 在 了 一 的 每 个 点 上 , 右 导数 此 存在 ， 这 里 DD 是 
包含 5 的 了 的 至 多 可 数 子 集 ， 试 证 存在 一 点 专 &1 一 Ds 使 |1(2) 一 了 和 
[CC5 一 a),( 可 以 假设 = C3) 一 Xe 人 一 9) 不 为 0。 用 反 证 法 ， 
设 及 《<* 对 每 个 :ef 一 DD 都 成 立 , 则 应 存在 点 ef 一 了 与 4>0, 使 
有 (xo 二 有 一 基 zo< 丫 ;应 用 问题 ?于 每 个 区 间 Los za] 与 1x0 + #5] 而 
得 出 矛盾 .》 . 

8) 丸 上 的 实 向 量 空间 5 的 子 集 4 称 为 凸 的 , 若 对 4 中 的 任意 点 对 *, y， 
以 *，z 为 端点 的 闭 线 慨 (对 0 生 1<1， 所 有 点 各 + 《1 一 和 )y 的 集 ) 含 于 4 
中 。 为 使 4 是 凸 的 ， 其 充 要 条 件 为 4 与 下 述 线 毁 的 交 将 是 尺 中 的 区 闻 在 9 
之 下 的 象 ; 此 线段 是 民 在 仿 射 映 射 9; 十 5 (这 里 a0， 5 是 E 中 的 
向 量 ) 之 下 的 象 。 

此 集 4CE 到 尺 的 映射 1 称 为 目的 ， 着 在 向 量 空间 8x 只 中, 所 有 满 
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必 xe 4 Se) 的 点 对 (xy 多 所 成 的 集 D 是 目的。 这 等 价 于 下 述说 法 : 
对 4 中 任 一 点 对 罗 ， 与 每 个 满足 0<X4<1 的 数 和 有 
jz 二 (1 — DA) + (1 — Wf). 

为 使 1 在 4 中 是 西 的 其 训 要 条 件 为 对 RR 到 的 满 尼 ?CR)N 4 中 的 任 
一 护 射 里 射 ;$e + (ess0)。 肌 射 fey 在 区 加 9"( 人 证 中 是 瑞 的 。 

设 !C 中 是 一 区 加。/ 足 定 义 在 ! 上 的 实 函数 ， 为 使 f 在 工 上 是 凹 的 ,其 
这 要 条 件 为 : 对 每 个 ee 基数 (1 一 fa)/(: 一 凡 在 Incfay 中 是 
递增 的 。 由 此 结果 得 出 ,在 ? 的 每 个 内 点 上 ,是 连续 的 , 且 有 左 导 煞 与 右 导 
数 。 此外, 若 。<5 是 1 的 两 个 内 点 则 有 

A {A «00). 

反之 ,着 1 是 一 开 区 间 ,f 在 1 中 连续 , 且 在 每 个 点 有 有 导数 ,而 广 在 ! 中 浊 
增 , 贡 7 在 工 中 是 目的 《利用 反 证 法 与 问题 2)。 着 4 是 实 向 量 空 间 E 中 的 四 
集 , 4 到 尽 的 映射 1 称 为 严格 册 的 ,车 对 4 中 每 两 不 同 点 *，» 的 对 与 每 个 灌 
足 0<4<1 的 数 和 有 Xia 十 (1 一 为 六 <MGD + 《1 一 4)10). 着 4 = 
1 是 R 中 的 开 区 间 ， 为 使 f 在 1 中 是 严格 凸 的 ,其 区 要 条件 汐 : 记 容 7 中 
是 严格 肖 赠 的 。 


6. 中 值 定理 的 应 用 


《8.6.1) 设 4 是 Banach 空间 E 的 开 连 通 子 集 ，f? 是 4 到 Banach 
空间 的 连续 映射 ;如 果 f 在 4 的 每 一 点 都 有 等 于 0 的 导数 , 则 f 
是 一 个 常数 . 

设 m 是 4 的 一 点 ，B 是 这 祥 的 点 *e 4 的 集合 ,使 得 1(*) 二 
天 xo)，B 对 于 4 是 闭 的 (3.15.1); 另 一 方面 , 若 ve 8 且 了 7 是 含 在 
4 电 的 一 个 以 > 为 中 心 的 开 球 ， 则 书包 含 连接 * 与 球 的 任意 点 ? 
的 线段 , 于 是 由 C8.5.4) 得 出 故 ?) 一 fx) 一 开 xo)。 这 就 证 明 B8 对 
于 4 也 是 开 的 ,于 是 由 假设 得 出 B 一 4(3.19). 

利用 (8.5.2) 可 得 出 较 好 的 结果 ， 例 如， 当 E 一 RR 且 A 是 
民 的 区 间 时 。 只 要 假设 f 的 导数 除去 一 可 数 集 以 外 存在 并 且 
为 0. 
(8.6.2) 设 E,F 是 两 个 Banach 空间 、4 是 连接 E 中 a,8 两 点 


“175。 


的 线段 8 的 开 邻 域 , f 是 4 到 的 可 微 映射 。 那么 对 于 每 个 we 4 
都 有 


IC 一 大 一 KG 一 
< 1 — aol. suplfC) ~—f CO, 


把 C8.5.4) 应 用 到 映射 
xz—> (x) — f(x0) * x 

据 《8.2.2) 与 (8.1.3) 这 个 映射 的 导数 是 二 (Co 一 了 (x0)) 二 
《8.6.3) 设 4 是 Banach 空间 E 中 的 开 连 道子 集 , (fs) 是 4 到 
Banach 空间 刁 的 可 微 映 射 的 序列 。 假设: 1° 存在 一 点 ww 4 使 
得 序列 (f,《x0)) 在 下 中 收 伍 ; 2° 对 每 一 点 a€ 4， 存在 一 个 含 于 
4 中 的 以 “为 中 心 的 球 8B(a)， 使 得 在 BCa) 中 序列 《fo) 一 臻 收 
人 敏 ， 则 对 每 个 点 es 4 ,序列 (如 ) 在 BC4) 中 一 致 收 伍 ; 而 且 如 果 
对 每 个 xe 4, 设 fx) 一 Em folx), ge) 一 limfn(#)» 则 对 每 个 


xe 4 都 有 g(x) 一 了 (x)， 
设 7 是 BCa) 的 半径 ; 则 所 (8.5.4), 对 任意 点 x*€ BCa)， 我 们 


有 
(8.6.3.1) fs CG) — fn (2) ~— (fa Ca) ~—fn CoD) US lx ~ et 


: sop lf 一 Or sp fs) — fal 


由 于 序列 (fs) 在 8(a) 中 一 致 收 敏 以 及 是 完备 的 ,这 就 证 明了 : 
如 果 序列 (f,(w)) 在 B(2) 的 任意 一 点 收 伍 , 它 也 就 在 B(e) 的 每 
一 点 收 贷 ， 而 且 实际 上 是 在 BCa) 中 一 致 收敛 。 这 个 结果 首先 证 
希 了 ,使 序列 (f(x)) 收敛 的 点 * 的 集 品 在 4 中 是 既 开 又 闭 的 ; 
为 据 恨 设 它 是 不 空 的 ， 且 4 是 连通 的 ， 所 以 D5 一 4。 最 后 我 们 
来 证 明 8 是 了 的 导数 : 任 给 s > 0， 据 假设 存在 整数 wo 使 担当 
六 和 下 袜 基 了 时， 一 后) 才 sfr 对 每 个 *E B(a) 都 
或 立 , 而 且 有 ligke) 一 了 (Ca) 咱 扎 6 在 C8.6.3.1) 中 令吉 趋 于 十 0， 
我 们 看 到 : 对 于 n 守 m6 与 x€ B(a), 有 
NC) — Ho) ~ Cals) — fa ES ellx 一 中 
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另 一 方面 ， 对 于 任意 = 之 m， 存 在 六 魏 ， 使 得 对 lz 一 小安 ”， 
有 lf 一 和 (ea) 一 fe) (xz 一 相安 elx 一 zl 利用 (5.7.4)， 
我 们 得 到 对 于 lz 一 a 所 + ,有 
上 Ce — Ha) ~— ga) Cx — oN 3ellz — ol 

这 就 证 明了 了 (a) 存在 并 且 等 于 gCa), 证 完 , 

又 当 吾 一 中 且 4 是 尺 的 区 间 时 ， 可 以 叙述 一 些 较 好 的 结 
时: 
《8.5.4》 设 (gs) 是 区 闻 7CRR 到 中 的 映射 序列 , 假设 对 每 个 
2， 除了 一 个 可 数 子 集 D1 的 点 5 以外, gn(5) 是 连续 函数 户 的 、 
导数 , 此 外 又 设 1° 存在 一 点 名 E 了 使 得 序列 (j,( 如 ) 在 了 中 收 化 
2° 对 每 个 点 6 1， 存 在 I 的 一 邻 域 8(2) 使 得 在 BC5) 中 序列 
《gr) 一 致 收 人 将， 则 对 每 个 5e 1, 序列 (f) 在 B(5) 中 一 致 收 化 ; 


如 果 我 们 令 1)~limafn(8)， 8(8) 一 go( 丰 ， 则 对 7 一 UU D。 


的 每 一 点 ,都 有 了 (5) 一 g($)。 这 个 证 明 与 (8.6.3) 一 样 ,只 是 要 用 
《8.5.2) 代 埠 C8.5.4)。 
特别 地 四 (8.6.3) 得 出 

《8.6.5) 设 4 是 Banach 空间 中 的 一 个 开 连 通 子 集 , (ws) 是 4 到 
Banach 空间 了 中 的 可 微 映射 的 序列 。 如 果 对 每 个 ee 4, 都 存在 
以 4 为 中 心 含 于 4 中 的 球 BCa), 使 得 级 数 (ws) 在 BC4) 中 一 至 
收 伍 、 又 若 存 在 一 个 点 ro€ 4 使 得 级 数 (us《xo)) 收敛 , 则 对 每 个 
4€ 4 级 数 (wo) 在 Bla) 中 一 致 收 敏 ,而且 在 每 个 *k 4， 这 个 级 
数 的 和 *(*) 都 有 导数 , 等 于 > w(x)， 


n=0 


加 题 
1) 设 坟 = 是 在 开 区 间 1CR 上 定义 的 两 个 实 值 可 徽 函数 。 假设 在 
上 ， > 0 8(D)> 0 7()>0 与 (D>0， 试 证 如 果 削 数 #/ 在 1 中 
严格 递增 、 风 或 者 1/ 在 ! 中 严格 递增 ， 或 者 存在 ce1 使 得 f/8 对 于 +<e 
严格 地 碱 而 对 于 :> 严格 递 寺 ， 《证明 如 果 /Ce(D <1)/a(s)、 则 
“i777 


对 任意 :<o 都 有 /CO1e(D<K9 /8(9)。 将 它 应 用 到 区 间 ]e， 子 [中 的 


证 Wa 
x a 


通 数 : 


CT 


2) a) 设 上 是 及 中 的 一 个 开 区 间 ，x。& 是 它 的 一 个 端点 。# 是 7 到 
Banach 空间 E 中 的 一 个 韦 续 映射 假设 存在 1 的 一 个 可 数 于 集 吕 使 得 在 
1 一 司 的 每 一 点 ，1 都 有 有 导数 。 要 及 (+) 当 上 在 工 一 D 中 趋 于 % 时 有 极 
限 , 其 充 要 条 件 为 : 当 侦 (ss) 在 由 《1, +€1 以 及 s 取 ! 所 定义 的 集合 中 趋 
于 (nm 5) 时 ，(1(?) 一 10))V(t 一 :) 有 极限 ， 这 时 两 个 极限 是 相等 的 ;如 
果 。 是 他 们 的 共同 信 , 试 证 : 当 # 在 中 让 于 x。 时 , f(z) 在 8 中 有 极限 而 
且 如 果 f 可 连续 延 拓 到 IU{fzj(3.15.5)， 则 当 上 在 了 中 趋 于 各 时 >( 帮 9 一 
天 x0))/《z 一 入) 趋 于 *。 《利用 中 什 定 理 与 Cauchy 准则 .) 

b》 试 证 : 在 妈 左 连 续 的 每 一 点 :6T 一 D, f 都 有 左 导数 。 如 果 在 点 
467 一 D， fs 是 连续 的 , 则 /在 这 点 上 有 导数 , 《应 用 a)，) 

3) 设 1 是 的 开 于 集 4 到 F 的 一 个 可 微 映射 《E，F 都 是 Banach 空 
向) 

2) 为 使 F 在 连续、 充 要 条 件 是 ， 对 于 任意 se> 0。 存 在 5>0 使 得 
关系 Ls 二 56, 1 二 5 效仿 及 人士 分 一 下 十 用 一 了 so 一 Dl 
ss 一 型。 

b) 为 使 在 4 中 是 一 致 连续 的 。 充 要 条 人 性 为 :对 任意 8>0 存在 5>0， 
使 得 关系 jss。，fpfssy， zc4 与 z+ye4 x+ice4 草 含 (x++5) 

-1+ -HD osel — 

4) 设 f 是 紧 区 间 ICR 到 民 的 连续 映射 并 且 在 7 中 有 连续 导数 。 设 

5 是 那些 使 1(;) = 0 的 点 + 的 集 ; 试 证 : 对 任意 8> 0， 存 在 一 个 正 数 的 


序列 (ya) 使 得 bp Tra 而 且 集 1(5) 含 在 满足 5(J,) 志 7， 的 区 间 J 的 可 


数 并 集中 ，( 对 任意 “>0。 考 虑 1 的 开 于 集 U。, 它 由 [91 <a 的 点 上 组 
成 。 并 利用 (3.19.6) 与 中 值 定理 ,》 

5) 设 1 是 区 间 rcR 测 C 中 这 样 的 连 绪 映射 ; 在 1 中 D0 而 且 
f(s) 在 1 的 可 数 子 集 恕 的 补 集中 存在 ， 为 使 i| 在 ! 中 是 增 函 数 ， 试 证 其 
充 要 条 件 是 : 在 1 一 了 中 (a(2)/K2))>0. 

6) 设 E，,F 是 天 个 Banach 空间 ，4 是 E 的 开 子 集 ; 8 是 于 空间 4 中 的 闭 
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于 集 ，3 的 内 部 是 空 的 , 而且 E 中 任意 一 条 不 含 于 8 的 线段 与 B 的 交 是 至 
多 可 数 的 。 设 1 是 4 到 的 连续 映射 , 且 在 4 一 3 中 连续 可 徽 ,假设 在 每 一 
点 5€B， f(x) 对 于 4 一 8 的 极限 存在 , 试 证 ;1 在 4 中 是 连续 可 敏 的 。 

7) 设 了 为 Banach 空间 的 开 子 集 到 Banach 空间 F 的 过 续 映 射 ， 

a) 我 们 说 7 在 点 mE4 是 强 可 微 的 ， 如 果 f 在 这 点 上 是 可 微 的 并 且 对 
于 任意 >0, 存在 5>0 使 得 关系 式 由 | 和 ?，jpl 和 8 蕴 尖 

Gs + DC— Hmt rn) C—O 

《 见 问题 3a))。 试 给 出 例子 ,有 二 了 一 R， 其 中 f 在 % 是 强 可 微 的 , 但 对 
各 的 任何 售 域 "， 存在 V 的 点 ,使 在 这 些 点 上 , f 不 可 微 . (能够 证 明 : 这 些 
点 构成 奴 测 集 .) 

b) 设 E 是 上 的 开 于 集 8 到 Banach 空间 6 的 连续 映射 。 证 明 : 如 果 
并 zxo)E B，e 在 点 基 rs) 是 强 可 微 的 且 了 在 点 % 是 强 可 第 的 ， 那 么 gof 在 点 
知 是 强 可 微 的 。 


7 原 菌 数 与 积分 


设 了 是 区 间 IC 只 到 Banach 空间 F 中 的 一 个 映射 我 们 称 了 
到 丰 的 一 个 连续 映射 8 是 了 在 工 中 的 原 务 数 ， 如 果 存 在 一 可 数 集 
DCI 使 得 对 任意 5€ 7 一 D, 8 在 二 都 是 可 微 的 , 且 gC5) ~ 5)。 
《8.7.1) 如 果 &, 81 是 + 在 了 中 的 两 个 原 函 数 , 则 & 一 外 在 工 中 
是 常数 . 

这 立即 可 由 (8.6.1) 后 的 附注 推出 . 

如 中 任意 区 间 了 ( 它 不 化 为 一 点 ) 都 是 递增 的 紧 区 间 序 列 J 
的 并 集 ; 要 检验 在 了 上 上 定义 的 函数 了 有 原 函数 ,只 要 对 了 在 每 个 J。 
上 的 限制 这 样 做 就 够 了 ,理由 如 下 ; 如 果 包 是 的 内 点 ,又 若 对 
每 个 4, gs 蚌 f 在 J。 上 的 限制 在 /。 中 的 原 函 数 ,并 且 使 得 g,C50) 
一 0( 据 (8.7.1), gs 是 唯一 确定 的 )， 则 go+ 在 J。 上 的 限制 是 f 
在 J 中 的 原 函 数 , 并 且 在 各 等 于 0 ,于 是 它 等 于 g。， 因 此 我 们 可 
以 定义 了 到 下 的 岗 射 ?使 它 在 每 个 /je 中 都 等 于 go 显然 ,8 是 了 
在 工 中 的 原 函 数 ， 
(8.72) 设 了 是 只 的 一 个 区 间 ; 了 到 的 任意 正则 映射 (7.6)( 特 
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别 地 ,到 中 的 任意 连续 映射 ,或 者 当下 一 R 时 , 任意 单调 函数 ) 
都 有 一 个 在 工 中 的 不 函 数 ， 

据 前 面 的 附注 ， 我 们 可 以 假设 了 是 紧 的 ， 于是， 由 (8.6,47) 与 
《7.6.1), 我 们 只 须 对 阶梯 函数 证 明 这 个 定理 .假设 是 阶梯 孙 数 、 
Ci)ogres 是 1 一 [a, 8] 中 递增 的 点 列 , 使 得 加 一 as 4, 一 8， 
而 县 在 ja 4i51 (0 所 让 a 一 1) 中 从 58) 等 于 常数 ci。 如 果 我 
们 定义 g， 使 得 在 每 个 区 间 [Li 2](0 所 1S 鹤 2 一 1) 中 , 都 有 
SEE) 一 ci 一) 十 3 cxChati 一 44)， 那么 容易 验证 8 是 1 的 


Pe 


原 函 数 . 
阶 模 阴 数 的 原 函 数 也 称 为 分 段 线 性 函数 ， 对 于 连续 函数 ， 我 
们 还 有 : 


(8.7.3) 如 果 8 是 了 到 的 连续 映射 /的 原 函 数 ， 则 4 在 每 点 
sz 对 于 了 都 有 导数 且 等 于 45). 
因为 由 《8.5.2) 可 以 推出 。 对 每 个 区 间 【十 41C1 以 及 
9081, 有 
HeC& + 6) — el5) — KE <5 sop NCE + 1) — KE), 


且 据 假设 ,ssp, i 十 7) 一 C85)1 是 随 2 任意 小 的 , 


如 果 & 是 正则 函数 f 的 任 一 原水 数 ,那么 由 于 (8.7.1), 对 于 了 
的 任意 两 点 a,8, 差 gC8) 一 gm) 与 所 考虑 的 这 个 特殊 原 函数 & 


无 关 ， 我 们 抬 这 个 差 记 为 ‖ /8748， 并 称 它 为 了 在 w 与 8 之 间 


的 积分 ， 求 导 的 任意 形式 规则 都 可 以 转换 成 这 一 记号 ， 而 得 出 对 
应 的 _ 名 分 学 公式 ;我 们 只 明确 写 出 三 个 最 重要 的 公式 ;为 访 便 外 
见 ,如 果 8 是 规则 函数 f 的 原 函 数 , 则 我 们 写 g' 以 代替 f, 尽管 8 
一 用 地 闪 间 处 处 有 对 而 县 导数 存在 时 也 不 一 定 等 于 大 在 一 个 
可 数 集 的 那些 点 上 》 
《8.7.4) 《“ 换 元 ”) 设 ? 是 在 区 间 了 上 定义 的 正则 函数 的 一 个 实 
值 原 函数 ; 了 是 在 区 间 J 二 9(7) 上 定义 的 一 个 正则 肖 数 ; 划 当 f 
连续 或 者 9 单调 时 ,对 工 的 任意 两 点 x, 8, 我 们 有 
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{foe C028 = (fees, 

要 验证 的 上 只 有 一 点 , 那 就 是 fp(8))w'(E》 是 正则 函数 ,这 一 点 立 
即 由 假设 与 正则 函数 的 定义 (7.6) 推 出 ; 于 是 ， 如 果 是 f 的 原 孟 
数 ,那么 由 于 (8.4.1), 公 式 的 两 边 都 等 于 gp(8)) 一 gC9(o)》. 
(8.75) (“分 部 积分 ”) 设 1,g 是 在 区 间 工 上 定义 的 两 个 正则 
函数 的 原 函 数 ,它们 分 别 在 Banach 空间 E, 上 取 值 ; 设 (x,y)-> 
[x，y] 是 EE X F 到 Banach 空间 G 的 一 个 连续 双 线 性 映射 ; 那么 
对 工 的 任意 两 点 ,8 都 有 


(KE) « gC8)1a ~ [1(8) + el)] 


一 [ao ge] — | FC) ee 


要 验证 的 仍然 只 有 一 点 , 即 [fj 六] 与 [f* g] 是 正则 函数 ,然后 公 
式 可 由 (8.1.4) 与 (8.4.1) 推 得 . 

《8.7.6) 设 f 是 IT 到 Banach 空间 F. 中 的 正则 了 映射, 是 F 到 
Banach 空间 G 中 的 任意 连续 线性 有 喘 射 ， 则 


[udc)as — «A(f Ka)as). 


J 由 (8.4.1) 与 (8.1.3) 推 得 , 
用 积分 术语 ,中 值 定理 可 表述 成 ; 
(8.7.7》 对 于 紧 区 间 了 上 的 任意 规则 函数 f， 


[frees| < ire) tas < G0 — ep. 


这 里 为 应 用 (8.5.1), 我 们 仍然 只 要 验证 一 fC8)| 是 正则 的 ， 

最 后 ,关于 积分 ,我 们 狼 述 相应 于 (8.6.4) 与 (8.6.5) 的 结果 : 
《8.7.8) 在 紧 区 间 7 一 Las 8] 上 定义 的 正则 函数 序列 Cg,》 如 果 
在 了 上 一 致 收 纹 于 已 风 序列 (| gx(5)as)) 收 策 于 人 es)48.( 记 
住 攻 (76.D < 荐 正则 的 . ) 

(8.79) 在 紧 区 同 1 ~ [a, 8] 上 定义 的 正则 卫 数 级 数 (u,), 如 果 


"1831。 


这 


于 


在 上 是 依 东 6 数 政 全 的 (7.1) ,那么 , 当 4 一 > wm 时 ， 一 最 项 为 
人 Css 的 级 数 是 绝对 收 策 的 ,而 且 
es= 3 人 


En] 


绝对 收敛 性 立 可 由 假设 与 中 值 定理 (8.7.7) 推 得 . 
(8.7.10) 附注 ， 由 (8.6.4) 与 (7.6.1) 的 证 明 ， 对 每 个 定义 在 闭 区 
闻 [esp] 上 的 正则 函数 了 与 任意 s > 0, 存在 一 递增 序 鹿 


二 


Sin 人 emp 


使 得 


加 


Pfr ~ SHC Gm — #0) 
邵 果 f 是 湛 绕 的 , 则 可 取 ( 由 于 (3.16.5))xtn 一 入 等 于 《8 一 a)j/n 
并 且 上 一 x 的 所 有 数 ( 见 问题 1)). 
问 " 题 
1) 设 f 是 在 紧 区 向 RR 上 定义 的 正则 函数 ， 试 证 对 于 任意 。>0,， 存 


在 数 3>0 使 得 对 于 上 中 任意 递增 点 列 lt … 拉 人 雪人 二 ah 乓 站 
所 只 要 ft 一 sa(C0<SASn 一 1)， 就 有 


fa we ~ ols 


《“ 笋 曼 和 ”; 首 先 海 钻 了 是 阶梯 函数 的 情形 ). 

2) 4) 设 /是 在 紧 区 间 7 = fe, 5] 上 定义 的 正则 水 数 。 试 证 ， 对 于 任 
意 *>0, 存在 一 个 在 7 上 定义 的 连续 函数 8 使 得 

PWD - slaree. 

b) 假设 1 在 E 中 取 值 ; 设 # 是 在 1 上 定义 在 F 中 取 值 的 正则 了 两 数 ,并 设 
《zy 7 一 [z"?] 是 ExF 到 GlE,F, 6 都 是 hanach 空间 ) 中 的 连续 双 线 
性 映射 ， 试 证 ; 
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， ， 
tn LD he + dle DO MO] 


Pre 


<) 试 证 : 
im Hsin ntdt = sm HY cos ntat = 0, 
fs 2[* 
io HO | sinnsl dt = 了 oa 


q) 设 " 是 # 的 原 函 数 。 并 假设 (D) 含 于 球 58CE 中 。 试 证 : 如 果 8? 是 
了 上 的 单调 函数 , 则 


fear = (ze(6 — cgs) + Ce — ula))ela)s 
其 中 € 8。 特别 地 ,如 果 / 是 实 值 正则 沙 数 , 则 存在 *E7 使 得 
fea) = se) 全 KDae + acs) (Ca 


《“ 第 二 中 值 定理 ”)。 
《对 所 有 这 些 性 质 的 证 明 * 均 利用 问题 ! 中 同样 的 方法 )。 
3) 设 了 是 在 紧 区 间 一 fs 681 上 定义 的 正则 函数 。 对 于 任意 整数 ">>0 


以 及 任意 这 样 的 整数 0<h<r， 令 尺 一 。+ 上 和 二 4， 设 


y(a) = 


4 ty -Ko 
台 ‘ 


a4) 假设 * 在 1 上 有 连续 导数 。 试 证 
ner 人 zy 一 和 23 (16) 一 Ka))。 


(写成 Y(o) = 立 人” (f(as) 一 KDO)ax3 利用 中 值 定理 与 问题 1.》 


b) 假设 1 在 ! 上 是 递增 的 实 值 函数 ; 试 证 : 


ogre 06) 一 1(o?)。 


5) 举 册 一 个 在 1 上 递增 的 连续 函数 了 的 例 于 ， 使 得 rr(“) 当 * 趋 于 


十 co 时 并 不 趋 于 之 到 和 (1(8) 一 Ka))。( 把 了 取 为 序列 ( 思 ) 的 极限 ,这 里 


是 递增 ,连续 的 分 区 线性 函数 ，、 且 满足 如 下 条 件 : 
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(5 — a) Se 十 到 和 一 2 facear 


> 到 (8 — oe) — h(a)) 
以 及 对 于 0<h<2 有 
fn (et kLES) ett <)) 
4) 试 证 ; 当 = 趋 子 + co 时 ,多项式 
HA = 0 — "ay fC er 
看 任意 区 间 [一 1， 一 *] 上 一 至 收敛 于 一 1 而 在任 总 区 间 [e，+ 1] 上 一 致 收 
妾 守 +!(e>0 是 任意 的 ;利用 不 等 式 (1 一 ?yac> | Qa ). 设 er(*) 


o a 


一 人 (aas 证 明 多 项 式 & 在 [一 1,+1] 上 一 避 收 全 于 函数 |z| , 由 此 获得 
一 个 关于 (7.3.1.3) 的 新 证 法 . 

3 设 7 是 区 间 [moo[ 到 Banach 空间 了 上 的 连续 映射 。 并 且 对 每 
个 4>0, 都 有 lim (jx + 9 一 jx)) 一 0。 

4) 试 证 : 当 = 趋 于 二 co 而 1 属于 紧 区 癌 改 = Es, 6]cl0, + eof 中 时 ， 
f(x + 入 一 光 r)》 一 致 收 各 于 0 ( 即 对 每 一 个 > 0， 都 存在 4> 0， 使 得 当 
<>4 时 ,对 每 个 165 都 有 世 (* + 为 一 Kz)1<e)，《〈 肌 反 证 法 : 假设 存 
在 这 样 一 个 序列 (z): lima 一 +co 与 中 点 列 《 为 ) 使 得 对 每 个 = 都 有 
(wm + 为 ) 一 后 ) > es> 0。 注 意 : 存在 j 在 天 中 的 邻 域 j 使 得 对 任 记 
326 三 都 和 有 有 彤 (xo + 入 一 攻 s)1>e。 现在 用 归纳 法 定义 一 个 递减 的 闭 区 问 
序列 CK 和 (xm) 的 一 个 子 列 (xi) 使 得 对 每 个 Eh 都 有 Cx + 上 2) 
一 xa) 之/3; 当 已 知 后 ， 为 定义 krts 注意 : 如 果 是 及 的 长 ,9 
是 使 得 zk>8 一 。 的 一 个 整数 ， 则 当 * 充分 大 就 有 和 (x + ea) 一 Ke 
<a/39. ) 

b) 由 由 推 证 fm (人 ”Kaoar 一 fx) ) 一 6 并 断定 

JimHz)M = 0, 

6) 2) 试 证 :; 存在 一 个 在 RR 上 上 定义 的 实 值 可 第 函数 儿 相 应 地 ，&) 使 
得 对 于 地 0。7 (六 =sia(L9 《相应 屯 ，g(2) 一 cos (2D)) 以 及 70 一 
0 相应 地 ;2(0) 一 0)，( 考 虞 国 数 二 cos (1/5) 与 sin (1/4:) 的 导数 ) 函数 
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了 与 都 不 是 正则 的 。 

b) 设 PLt, w，v) 是 关于 w,v 的 多 项 式 ， 其 中 系数 都 是 的 连续 实务 
数 ,+ 在 包含 0 的 开 区 癌 [CR 上 取信 ， 试 还 ;存在 一 个 在 1 上 定义 的 可 
微 函数 1 使 得 对 于 40 有 了 (9 = Po sin 《14)，cos (172)) (把 关于 
sin(1/4) 与 cos (1/1) 的 单项 式 用 sin《K/#) 或 者 cos (h/t) 形 的 项 的 线性 
组 合 表 出 ， 并 利用 *)).#《0) 的 值 是 什么 ? 证明 我 们 可 以 有 fC0) 关 PC0, 0， 
0). 

5) 试 证 : 存在 一 个 定义 于 [一 1, 十 !] 上 的 可 微 函数 1 使 得 除了 0 与 
诸 点 lzar (” 是 正 或 负 落 数 ) 以 外 ， 在 每 一 点 +: 上 f(y=sin 《fan 《112))。 


(在 二 1ar 的 邻 域 中 , 记 :一 -上 -一 并 利用 b) 证 明 fCi/mx) 存 


acan 
在 ;进而 证 明 存 在 常数 *> 0 与? 无关 ,使 得 
| 人 sin (1/sin (1/2))a: | ao 
对 于 每 一 个 整数 *>0 成 立 。 然 后 对 于 :>0 考虑 函数 
0) = nm] sin (1/ sm (1/5))dsy 

对 于 t<0 可 以 类 似 地 定义 1.) 

7) 设 1 一 [0, 1[， 再 设 E 是 一 个 向 时 空间 , 它 由 在 1 上 定义 的 有 界 且 
厂 连 续 ( 即 对 于 46 六 K+) = 1(#)》 的 正则 复 值 肖 数 组 成 . 


a) 试 证 : 在 FE 上 , (fj|8) 一 了 XSD9ar 是 一 个 非 退 化 的 正 Hernite 


型 (参见 (8.5.3))。 证 明 这 样 定义 的 准 Hilbert 空间 E 是 不 完备 的 (利用 下 
面 这 个 渤 数 不 在 中 的 再 实 : 当 :>0 时 这 个 函数 等 于 sin(1/), 当 1 一 0 时 


它 等 二 0). 
b) 用 下 而 的 方法 定义 所 中 元 素 列 Ch: 
二 为 是 常数 1 
2" 对 每 个 整数 9>0， 设 由 是 使 2n<cn 的 慑 大 刺 数 ,并 设 一 2" 十 天 
对 于 各 <,< 路上 1 我们 到 等 于 22， 对 于 于 本 1<ic 3 二 2 取 思 


等 于 一 2 ， 对 于 工 中 所 有 其 他 的 值 取 姑 等 于 0。 

试 证 : 在 这 个 准 Ililper 空间 BE 中 ， (1) 是 一 个 标准 直 交 系 《Hazr 标 
淮 直 交 系 ”)。 

6) 对 每 个 x 之 0, 设 Vs 是 的 子 空间 ， 它 由 附 标 *&*# 的 那些 和 生成 。 
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试 证 ;存在 工 的 一 个 分 解 , 它 把 ! 分 解 成 ” + 1 个 [«, 8[ 型 区 间 , 这 些 区 间 
没有 公共 点 , 且 满足 下 述 条 件 ; 在 这 些 区 间 的 每 一 个 上 ，z7 中 的 每 一 个 还 数 
都 是 常数 ; 反之 具有 这 种 性 质 的 每 个 函数 都 属于 V。《 考 说 由 这 些 沙 数 生 成 
的 E 的 向 量子 空间 的 维 数 )。 

d) 设 是 的 任意 一 个 逊 数 ,#4 是 它 在 V， 上 的 直 交 射影 (6.3 节 ); 试 
证 : 在 那些 区 间 [%, 8[ 一 一 在 其 上 V， 的 所 有 函数 都 是 常数 者 一 一 的 每 一 


个 上 者 有 HK = 百业 sos 

<) 利用 d) 推 证 对 于 在 1 上 一 致 连续 的 任意 郴 数 《6 5。-- 般 项 为 
(8 加)j (9) 的 级 在 1 中 是 一 到 收 全 的 而 且 它 的 和 等 于 a(1)。 直 此 结果 
推出 () 是 上 中 的 全 标准 直 交 系 。 

38) 设 7 是 紧 区 间 1 一 [4， 5] 上 的 一 个 正则 实 信 国 于 ;并 设 1A)14 
一 <， 证 明 : 对 于 任意 *> 0， 存在 【上 的 一 个 实 信 连续 函数 使 得 在 ! 上 
1z(D1 sl 而且】 1CDe(9dt>e -s。 4 把 问 题 化 记 是 阶 樟 函 数 的 情 


形 .) 


8. 应 用 : 数 


对 于 任意 数 。 > 0, 函数 x -> a* 在 RR 中 是 连续 的 (4.3), 于 是 
函数 gl*) 一 | afdt 有 定义 并 在 RR 中 可 微 ， 而 且 在 每 一 点 上 
g (x) 一 ee， 我 们 知道 


tl = «tl 
gx 十 D-| a a erat) ad 
。 


但 是 据 (8.7.4)， 
tl 1 + 
他 
因为 对 于 0 科 * 所 1 有 ef 守 inf (as,1), 所 以 由 (8.5.3) ec 一 
[irau > 0 于 是 我 们 可 以 写 出 
a clglx + 1) — ge)); 。 
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因此 a* 在 民 中 是 可 微 的 ， 并且 D(a*) 一 pCa)， az， 其 中 pCa) 
关 0, 如 果 a 关 1， 假设 * 关 1， 设 5 是 任意 正 数 ， 我们 可 以 写 
出 


ao 
2 一 omogoz 


因此 , 据 (8.4.1) 有 
PB) = logsb ga) Br. 
换 句 话说 ， 
P82) 一 pla)logsb. 

因此 存在 一 个 县 只 存在 一 个 数 c 之 0 使 得 ple) 一 1， 即 
一 ay， 因为 也 (ce 一 上 >0， 所 以 e* 是 严格 递增 的 (由 
(8.5.3) 知 道 )， 于 是 。 一 1 之 e' 一 1。 隙 数 e* 也 写作 exp (x) 或 
者 expx， 函 数 logcx 可 写成 log x, 于 是 由 《8.2.3) 与 (4.2.2) 推 知 ， 
对 于 * 之 0 有 D(Clogx) 一 1/*。 此 外 还 可 推出 D(a*) = loga* 


a 


问题 
研究 下 列 本 数 的 变化 : (1 + ,1+ ,1 +r)， 
(+ 人 ”对 于 s> 0 这 里 ? 是 回 定 的 任意 正 数 ， 当 * 范 于 wm 时 ， 确 
定 它们 的 极限 。 


9 偏 导数 


设 1 是 由 Banach 空间 EE 的 开 子 集 4 到 Banach 空间 的 一 
个 可 微 映射; 那么 Df 是 一 个 4 到 5 (BE; F) 的 映射 如果 Df 在 
4 中 连续 ,我 们 就 说 了 在 4 中 是 连续 可 微 的 . 

现在 假设 已 一 BE, X B。 对 每 个 点 (ea2)6 4, 我 们 可 以 考 
虑 分 别 由 已 与 三 的 开 子 集 到 下 的 偏 胸 射 二 一 其 ze) 与 二 一 
fa) 我们 说 在 (a1s43)sf 关于 第 一 个 (相应 地 ,第 二 个 ) 变 量 是 
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可 微 的 , 如 果 俯 映射 ma 一 大 za， ea)《 相 应 地 , 一 天 co x2)) 在 
《相应 地 ,3) 是 可 微 的 。 那 么 这 个 映射 的 导数 ,是 经 CE435E 交 (相应 
地 ,2 (Es,F)) 的 一 个 元 素 , 称 为 1 在 Ca1,a2) 对 于 第 一 个 《相应 地 ， 
第 二 个 ) 变 量 的 篇 导数 ,并 记 为 DjfCo,， aX 相应 地 ,DjfCa,, a2))。 
(8.9.1) 设 f 是 EX E; 的 开 了 集 4 到 的 连续 映射 为 使 1 在 
《4 中古 连 续 可 微 的 ， 完 要 条 件 是 : 了 在 每 一 点 关于 第 一 与 第 二 变 
时 部 是 可 微 的 ,而 且 喘 射 (x x2) 一 Das za(4 漳 20B5 了 了》 
的 ) 与 (x45 x*2)>DifCxis am) (4 到 经 (Bs; FF) 的 ) 在 4 中 是 连续 
的 ， 这 时 ,在 4 的 每 一 点 《x x2)， 了 的 导数 由 下 区 给 出 : 
(8.9.1.1) Dlr xr2) * C582)=Df rs x) Ht Drs 2) + 1 

a) 必要 性 ， 了 映射 一 fm, a) 是 由 与 到 EX ,的 
映射 如 -> (zs 43) 复合 而 成 的 , 捐 (8.1.2)《8.1.3) 与 (8.1.5), 这 第 二 
个 映射 的 导数 是 4 一 《4 0) 其 次 , 据 (8.2.1), x 一 x4 02) 在 
有 导数 , 等 于 二 一 DJC41， sa) -44,0). 如 果 我 们 令吉 (相应 地 ， 
三 ) 是 自然 单 陕 射 4 一 《11,0 针 相 应 地 ,>《0,4)), 它 是 2 (B1; EX 
ED) 《5Y(Es; EX E;)) 的 常数 元 素 , 寺 是 我 们 看 到 Df(44,a3) 一 
Df(a4， aa) ein 类似 地 DPK oz) 一 Df(eo 02)。 计 《即使 只 假 
设 f 在 4 中 可 微 这 一 切 仍然 成立)。 因为 作 (EX Ei; F) Xx 
(Bs; EX PE) 到 玫 (B; F) 的 映射 (v, 4#) 一 vow 是 连续 
的 《(5.7.5) 与 (5.5.1))， 所 以 Df 与 Dsf 的 连续 性 由 Df 的 连续 性 
推出 ;最 后 ,我 们 由 《s, #4) 一 iK4) 十 区 5) 便 得 到 《8.9.1.1). 

b) 充分 性 ， 记 

Hat ts tt 4) ~ Hass a2) = (fa + hs a2+ 43) 

~— fa hs02)) 十 《fa 十 ts02) 一 fa 42)), 


任意 给 定 。 > 0, 据 假设 ,存在 一 个 7 > 0, 使 得 对 有 | 二 >, 有 
Na + hs 82) — Hess oa) 一 De 2) al < ellall. 
另 一 方面 , 据 (8.6.2), 在 以 (as ez) 为 中 心 且 含 于 4 的 一 个 球 互 中 
我 们 有 
上 Ca 十 和 ea 十 12) 一 藉 o + a2) 一 De + rs02) ll 
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lol sup Dif(u + aa 十 3) 
Mba 


一 DiCa + aa 
因此 由 映射 Ds 的 连续 性 推 知 : ”存在 > > 0 使 得 对 于 lil 所 ” 
与 上 上 县 六 ， 有 
lia tf ny ea 十 1) — Hat 02) — Da 十 ts oa) 下 | 
& ellall, 


另 一 方面 有 
[Da + 5 aa 一 Das oa < 6, 
于 是 由 (5.7.4) 有 
上 Pa + 1242) 12 — Dlars 0s) * tll < ellall 
最 后 ,对 于 supCjafl, Bl) 所 inf(Y, Yr') 我 们 有 
fCar 十 #02 + £2) — fa 92) 一 Dfla1s02) 二 
— Dla, a2) * ll < 4ssupCjall el) 
这 就 证 明了 (8.9.1.1); Dj 的 连续 性 由 下 述 事实 与 (5.7.5) 推 出 ， 即 
(8.9.1.1) 可 以 写成 
Df = Difepy 十 DyfSpYa. 
定理 (8.9.1) 可 以 通过 对 # 用 归纳 法 而 直接 推广 到 = 个 Banach 
空间 的 积 。 如 果 我 们 把 此 结果 与 (8.2.1) 结 合 起 来 , 则 得 到 


(8.9.2) 设 f 是 5 一 LH ;的 开 集 4 到 下 的 连续 可 租 映 射 ,对 每 


个 i 设 风 是 Banach 空间 G 的 开 闻 集 B 到 ;的 连续 可 微观 射 、 

而 且 使 得 对 每 个 se B 都 有 《gz)，,…*, gatz))E 4。 那么 ,复合 

映射 二 一 加 (和 ago) 在 B 中 是 连续 可 微 的 ,而 且 我 们 有 
Dil) — > (Daflgla) ,+s gal2))) DE) 


ks 


名 题 
1) 设 志 是 两 个 Banach 空间 ，f 是 8 的 开 于 集 4 到 F 的 过 续 映 射 
假设 对 每 个 =e 4， 看 丰 元素 *(*) 6 2(E; F) 使 得 ,对 每 个 ?E BC1(z 二 少 ) 
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一 1(x))/t 当 xx0 在 只 中 趋 于 0 时 的 极限 存在 并 且 等 于 *(*) . y， 再 设 
zw(z) 是 4 到 2(E; 8) 的 连续 映射 。 试 证 ; /在 4 中 是 连续 可 微 的 。 并 
且 对 每 个 =6 4 都 有 Was) = Di(z)。 (把 中 值 定理 应 用 于 函数 s(x 十 志 》， 
1€[0,1]. ) 

2) 设 B 是 Banach 空间 (co) 《5.3 节 辣 题 5); 设 下 是 复 Banach 空 
间 (co) + 区 6s)s 它 由 所 有 这 样 的 复数 列 = 一 《6)w> 组 成 : lim 5&4 = 0, 潜 
中 范 数 为 上 el 一 sp 15,1 ,我 们 用 F。 表示 基本 空间 FP 的 实 Banach 空间 《5.1 


节 ). 设 IcR 是 包含 0 的 开 区 间 , 对 每 个 整数 ?之 0, 设 所 是 1 到 C 的 这 桩 
的 连续 映射 ,使 条 件 lm tr 一 0 效仿 lim 加 () = 0。 这 就 定义 了 5 到 琴 的 
一 个 映射 1/; (5) 一 (fC,))。 

a) 假设 / 在 0 的 一 邻 域 中 连续 。 那 么 为 使 7 在 点 0 是 氢 可 微 的 (8.4 节 
问题 4)。 必须 上 只 须 对 每 个 *， 导 数 加 (0) 存在 并 且 存 在 两 个 数 4> 0 
> 0 使得 由 | 于 << 推出 [02) 一 所 (0)| 志 4|:| 对 任意 * 成 立 ， 因 此 。 有 
sup| 六 (0) < 二 co- 

” b) 为 使 在 0 是 可 微 的 ， 必须 上 且 只 须 对 每 个 e> 0， 存 在 5>0 使 得 关 
系 | 可 所 5 歼 含 | 加 (0) 一 加 (0) 一 吉 (0):| 才 81:| 对 每 个 > 成立 。 

5) 为 使 导数 在 E 中 0 的 一 个 邻 域 中 存在 并 且 在 0 连续 , 充 要 条 件 是 : 
存在 0 的 一 个 邻 域 /C7 使 得 : 1 每 个 六 在 了 中 存在 ; 2 sup | 及 (0)1 < 
+eo; 3 序列 (大 )》 在 点 0 是 等 度 连 续 的 (7 .5 节 ) (参阅 8,5 节 ， 问 题 3)。 

3) 对 于 每 个 ">1， 设 和 (0) = entfz，fo(?) 一 1.。 斌 证 f 在 每 一 点 
*EE 都 是 拟 可 微 的 。 如 果 w(x) 是 在 点 * 的 拟 导 数 , 试 证 ; ExE 到 的 
映射 x,y) u(x)。y 是 连续 的 ,但 是 7 在 EF 的 任意 一 点 都 是 不 可 微 的 . 

3) 设 1 是 Banach 空间 三 中 的 开 集 4 到 Banach 空间 F 的 连续 映射 , 假 
设 : 对 任意 *E 4 与 任意 YEE， lim ,GCx + 的 一 Ka) 一 glx,y) 在 
王 中 存在 。 如 果 对 于 yi EE，1<i#, 与 mmE 4 每 个 映射 g(x 1) 在 
2 都 是 连续 的 , 试 证 : 


gray 所 十 办 二 全 十 和) 一 eroyyi) 


(利用 中 信 定 理 ). 
人 设 Bi 已,F 是 三 个 Baaacb 空间 ，/ 是 R xB, 的 并 于 集 4 到 下 的 
连续 歇 射 为 使 7 在 (ay oa)6 4 是 可 敏 的 ,必须 且 只 须 ; 1° Dif(as aa) 
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与 Dj(ar, ea) 存在 ; 2° 对 于 任意 。>0， 存 在 5>0 使 得 关系 all<5， 
lellss 型 含 
WG + 5 s+) 一 fa: 十 ay ea) 一 Flas er + 4) + Has 
etal + ll 
斌 证， 如 果 Die 0:) 存在 ， 并 且 有 EXE 中 (ay 4) 的 一 个 邻 域 7， 
使 得 Dsf 在 ?中 存在 ,而 且 V 到 ( 互 ， 7》 的 陕 射 (xb 一 Dr ra) 连 
续 , 则 上 面 第 二 个 条 件 满足 . 

5) 设 了 是 在 各 中 用 下 面 的 方法 定义 的 实 信函 数 : 对 于 《zy) 二 (0,0)， 
fz 7) 一 /t+ 六) 而 f(0,0) 一 0. 试 证 : Dt 与 Df 在 每 一 点 
(x € 本 存在 而且 对 于 任意 《6) € 站， 四 个 映射 * 一 DPKr， 5)s 2 一 
De )，x- Dsf(x， 5)， yDsf(a,y) 在 民 中 都 是 连续 的 ,但 是 1 在 (0,0) 
是 不 可 微 的 . 

6) 设 1 是 RR 的 区 间 , # 是 六 到 实 Banach 空间 己 的 这 样 的 映射 ， 使 得 
对 于 任意 (64，…s ar)E PP 每 个 里 射 score majrtb 4) (1 
和 站 在 1 中 都 是 连续 的 与 可 微 的 而且 那 ”个 函数 PIH (1<j<p) 在 中 
都 是 有 界 的 。 试 证 ，f 在 ?中 是 连续 的 (应 用 中 值 定理 )。 

7) 仍 使 用 8.9 节 的 记号 ， 我 们 说 / 在 点 (1, 4;) 对 于 第 一 个 变量 是 强 
可 微 的 ， 如 果 对 任意 >0， 存 在 5>0 使 得 由 关系 式 <5, all<5， 
zi 一 sh<# 可 推出 

Mea + soz) — Fas + st2) — Diflass a3) (Ce 一 二 
<slls 一 外， 
证 明 ; 如 果 f 在 点 (2.， %) 对 于 第 二 个 变量 也 是 可 微 的 ,那么 在 点 (wy “) 
按照 8.6 节 问题 7 的 意义 ,f 是 强 可 微 的 。 


10. Jacobi 行列 式 


现在 我 们 把 一 般 结果 (8.9.1) 特 殊 化 到 最 年 要 的 情形 . 

1) E 一 R*( 相 应 地 ,E 一 C")， 如 果 f 是 的 开 于 集 4 到 下 
的 可 短 竖 射 ， 则 偏 导数 D#fCa，*…, ms》 可 视 为 的 一 个 向 量 
(8.4), 而 了 的 导数 是 映射 : 


(CA > Dif os" a) 
a 


"gle 


如 果 Df 是 连续 的 , 则 每 个 D4f 都 是 连续 的 ， 反之, 如 果 每 个 映射 
了 对 存在 并 且 在 4 中 连续 , 则 了 在 4 中 连续 可 微 , 

2) ER" 与 了 一 R"( 相 应 地 ,E 一 C* 与 了 一 C")。， 这 时 我 们 
可 以 写成 1 一 (94,*…*， qm)， 其 中 9 是 在 互 上 定义 的 纯 量 函数 。 
据 (8.1.5), f 是 连续 可 微 的 , 当 且 仅 当 每 个 w 都 是 连续 可 微 的 .又 
据 情 形 1, 9 是 连续 可 徽 的 , 当 且 仅 尖 每 个 偏 导 数 Di9;( 现 在 它 是 
纯 量 函 数 ) 存 在 并 且 连 续 ， 此 外 , f 的 (全 ) 导 数 是 线性 映射 

[Co 


其 中 
m= PD) Dep (as on)) 5s. 


换 句 话说 ,f 是 忍 " 到 R"( 相 应 地 ,C” 到 C") 的 线性 映射 ,与 (m4) 
型 的 矩阵 《Djp:Cm，*，*， 0o)) 相 对 应 ,后 者 称 为 上 (或 oo gm) 
在 (a,*…， as) 的 雅 可 比 矩阵 ， 当 m 一 # 时， 的 雅 可 比 和 矩阵 
《 方 阵 ) 的 行列 式 称 为 了 的 (或 pm， …，9m 的 ) Jacobi 行列 式 、 把 
定理 (8.9.2) 特 殊 化 ,有 
《8.10.1) 设 gi(1 所 i 所 wm) 是 m 个 纯 量 沪 数 ,在 R"( 相 应 地 ,C”) 
的 开 子 僻 4 中 连续 可 微 ， 设 贞 (1 志 i 所 Pp) 是 t 个 纯 量 函数 , 在 
R"( 相 应 地 ，C") 的 开 子 集 8 中 连续 可 微 ，B 包 含 4 在 (9,,………， 
gm) 下 的 象 ， 如 果 对 于 x€ A 与 1 所 i p00.(x) 二 (p(x),"……， 
qm(x)), 那 么 我 们 有 Jacobi 矩阵 间 的 关系 式 
{D107) ~— Digi) Dawi), 
特别 地 , 当 m 二 » 一 p 时 ,有 Jacobi 行列 式 间 的 关系 式 
det( Di0;) 一 det( Dg )det( DEPi). 
在 这 里 提 一 下 ,Djf(1，……*， 84》 的 通常 记号 的 (后 …， 总 )， 


区 i (和 5，…， 呈 )， 当 变量 代 人 时 ,不幸 地 导致 令 人 失望 的 混 


淆 (8(，xz) 或 f(x, xz) 是 什么 意思 ?) Jacobi 行列 式 也 记 为 
DC 9o)/AD(C5 "0) 或 者 80p pe)/ OC 5) 
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1. 含 参量 积分 的 导数 


(8.11.1) 设 了 一 [ax, 8]CR 是 一 紧 区 间 , ,FF 是 实 Banach 空 
闻 ，f 是 1 xX 4 到 的 连续 映射 (4 是 王 的 开 子 案 )， 那么 
ee 一 [18 aa 在 4 中 是 连续 的 、 

任 给 > 0 与 zo€ 4， 对 任意 SE 1， 存 在 $ 在 7 中 的 邻 域 
V(8) 与 数 x7($) > 0 使 得 对 于 9€ V(8) 与 |z 一 zl << 78)， 
有 Cy; zx) 一 HE zo)l 所 6s。 用 有 限 个 邻 威 VC5;) 复 盖 1， 并 
设 > 一 inf (r(s))， 则 对 于 zs 一 zo 所 + 与 任意 EL 有 
8, 2) 一 区 5, zo) 咱 所 2e。 于 是 ,由 (8.7.7), 对 于 一 zo 所 + 
有 


lg (2) — gCzo) < 28(8 一 o)， 
这 就 是 要 证 明 的 . 
(8.11.2) (Leibniz 法 则 ) 在 《8.11.1) 同 禅 的 假设 下 ， 吾 假设 地 
对 于 第 二 变量 的 偏 导 数 Dj 存在 并 且 在 了 X 4 中 连续 。 那么 8 
在 4 中 是 连续 可 微 的 ,并 且 


DeC ~ | Ds)08 


(注意 :公式 的 两 边 部 在 (EF; FE》 中 )。 
把 (8.11.1) 中 的 同样 论证 应 用 于 DJ 上 , 就 可 证 明 :” 任 给 
8 之 0 与 s0€ 4， 存在 + 之 0 使 得 对 于 lz 一 zoll 声 + 与 任意 
”#6€7 有 Dj, 2) 一 DG， so) 所. 于是, 据 (8.6.2), 对 于 任 
意 Se 1 与 任意 1 只 要 Il < *， 就 有 
NC, zo + 1) — HE, z0) 一 DE, zo) is el 
因此 据 (8.7.7) 我 们 有 


leze + — 620) 一 人 CD 六 4 


< elp — ol 
但 是 , 据 (8.7.6) 与 (5.7.4) 对 于 任意 :有 
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和 or :Das—C DrGao :4 


问 


1) 设 JCR 是 一 开 区 间 。E，F 是 两 个 Banach 空间 , 4 是 的 开 于 集 ， 
4 是 7x 4 到 下 的 这 样 一 个 过 全身 :使 D 存在 并 且 在 7x 4 中 连续 ; 
与 6 是 4 到 了 的 两 个 连续 可 向 隐 射 ， 设 

iD = (80s. 
试 证 := 在 4 中 是 过 续 可 微 的 ,并 且 (<) 是 线 能 肌 射 
af p88) + C82) » OBES),®) 
— (ez) falz), 2) 

(和 用 (8 9. 与 (8.11.27)。 

2) 设 8 是 紧 区 加 fe, 习 上 的 两 个 实 信 规 则 本 数 ,并且 /在 [2,5] 上 
是 下 降 的 ,而 0<5( 人 ) <1。 试 下: 


人 Hd 二 了 g(a < 全 Joan 
其 中 4 一 人 z(Dar 等 号 何 时 成 立 ? 《把 积分 上 KKDe(0 必 与 ”Da 
其 中 47) 一人 se(Dat。 绰 成 ?的 国 数 ,对 另 一 不 等 式 类 似 地 处 理 ,) 

3)》 令 假设 与 问题 1 中 相同 ,只 是 对 «与 8 只 假设 尖 绕 而 不 必 可 微 ,但 是 
另外 再 假设 对 于 任意 se 4， f(a (ez ) = 0 与 Xp(e)。z) = 0。 试 证 : 
a(s) 在 4 中 是 连续 可 向 的 ,而且 《) 一 J， Du 可) 全。( 利 用 Bolzano 
定理 (3.19.8) 试 证 : 如 果 属于 以 p(a) 与 B(x) 为 映 点 的 区 间 ， 册 存 
在 =e4 全 得 jz 一 ml<<e 一 sll 并 且 吉 一 8(*); 如 果 对 是 | 力 州 在 
《8(s) ,zo) 一 邻 城中 的 上 确 界 ， 利 用 中 值 定理 证 明 : Wo Me 一 sj 

和) 设 1 一 [2，]， 4 一 [co1 是 RR 中 商 个 紧 区 间 ，f 是 1X4 到 
Banach 空间 瑟 的 映射 ,使 得 : 1" 对 每 个 yE.4， 函数 fx y) 在 1 中 是 
正则 的 。 而 对 每 个 =E 5 函数 x 一 f(x,y) 在 4 中 也 是 正则 的 ; 2° 1 在 7x4 
中 是 有 界 的 ; 3* 如 果品 是 由 7x 4 中 使 1 不 活 续 的 点 《zy) 组 成 的 于 集 。 
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则 对 于 每 个 mm ET (相应 地 ,每 个 外 ， 使 (xo，y)&D《 相 应 好，(x Yo) 
€ 吕 ) 的 点 区 相应 地 =) 的 集 是 有 限 的 。 


3) 试 证 : 函数 g(y) 一 人 Xe 六 4 在 4 中 是 连续 的 。 (如果 s>0 与 
ye 4 给 定 , 证 明 ; 存在 加 在 4 中 的 邻 起 了 与 有 限 个 区 闻 AcILS4tsn)， 


使 得 这 些 及 之 长 的 和 <&s, 而且， 如 果 下 =7 一 U yo Wz C— 
kt 


Hx,yo)&s 对 xE 邱 ，yE€V 成 立 。 为 证 本 题 结果 、 可 利用 Borel-Lebesgue 
定理 (3.17.6).) 

b) 由 a) 推 证 

站 pocopa 

(党 塌 两 个 国 数 oo 1) 和 i 与 一] Hs)dy 对 于 zE 4 》 
(参看 (13.21).) 

5) 由 a) 推 证 ,如 果 a 一 <，5 一 4， 则 

Pa] ie) = arf Kran. 
四 .5 

《 券 谨 对 y<* 等 于 {x,y)， 对 y>* 等 于 堆 的 函数 .) 

5) 2) 设 了 是 区 间 Ta, *] 中 严格 递增 的 连续 函数 ,并 且 1C0) 一 0, 设 # 
是 它 的 逆 映 射 在 区 闻 [0, fa)] 中 是 连续 的 与 严格 递增 的 ， 试 证 : 

oa = 人 (a — gu) Ya 

(把 问题 4 应 用 到 这 样 的 函数 , 即 对 于 0 所 x 志 a。，0 志 yf(x) 它 等 于 1 对 于 
0 和 xz 和 as，Xx) <y<He), 它 等 于 0)。 

b) 试 证 ;如果 0<*<e 与 0<y&f(e)， 则 下 面 的 不 等 式 成 立 : 

we + Fas)es. 

当 且 仅 当 "一 Kx》 时 ,两 边 才 相等 。 

5) 由 b) 推 证 下 面 两 个 不 等 式 : 

xyEx logz + er 对 于 x>0, y€ER; 
Apa + by 对 于 x 之 90, y 这 0, p>1y 49> 1y 


十 + 十 二 1, a>0, 5>0 与 (pr)'(qb)>1, 


ol95 。 


1 高 阶 导 数 


假设 了 是 由 Banach 空间 互 的 开 子 集 4 到 Banach 空间 F 的 连 
续 可 微 喘 射 , 则 Dj 是 4 到 Banich 空间 红 (E;F) 的 连续 映射， 如 
果 这 个 映射 在 点 me 4 (相应 地 ,在 4 中 ) 是 可 微 的 ,我 们 就 说 在 
zo (相应 地 ,在 4 中 ) 是 二 次 可 微 的 .Df 在 加 的 导数 称 为 了 在 mn 的 
二 阶 导数 , 记 为 1(x0) 或 D(xo). 它 是 (FE; 人 2(E;F)) 的 一 个 
元 素 , 但 是 由 《5.7.8) 已 经 知道 : 最 后 这 个 空间 可 自然 地 看 成 空间 
色 (EF, E; F) (也 写成 5e;(E; F))， 它 是 X E 到 的 连续 
双 线 性 映 碳 空 间 ， 我 们 回忆 , 这 一 点 是 通过 把 we 人 2(E; se(E， 
F)) 看 作 双 线性 映射 《:, /) 一 《4 s) .+ 而 化 到 的 。 最 后 这 个 
元 素 也 写成 4 (s, 人. 
《8.12.1) 假 设 f 是 在 za 一 次 可 微 的 .那么 对 任意 国定 的 :e ,4 到 
F 的 映射 >Df(x) 1 在 点 和 的 导数 是 ->DI(x0) (中 

如 果 我 们 注意 到 x 一 Df (x) .+ 是 由 经 (E; F) 到 的 线 
性 映射 we 一 wx .4 与 8 到 红 (E; F) 的 贞 射 + 一 Df(x) 复合 而 
成 的 , 则 上 述 结果 可 由 (8.2.1) 与 (8.1.3) 直 接 推 得 . 
(8.12.2) 如 果 在 如 是 二 次 可 微 的 , 基 双 线性 映射 《:,1)>D3(xo)- 
Gs, 让) 是 对 称 的 ,就 是 说 

D(x0) -Ce 六 一 Dx0) (Ce 3). 
考虑 区 间 [0, 1] 上 实 变数 的 函数 : 
gE) — fet+ st) ft §s), 

其 中 9 + 满足， 所 二 +， Wr， 而 且 以 加 为 中 心 "为 


半径 的 球 售 在 4 中 .由 (8.6.2) 我 们 得 到 
aC) —g(0) — ee oS las) — giCo)l. 
而 据 (8.4.1) 
gE = mts to — fut).s 
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= (flr t+) Fr0) — Fo t+ $s) 
一 jx) 和 


据 假设 , 任 给 e>0, 存在 + 所 + 使 对 于 由 < 寺 rs al < 士 ER 
有 


lf Cnt + TC) ~ 了 (Cr) (8s + 
< els + ll) 


与 
lf Cx0 + $5) — Fx0) — fF" Cx0) * CE < ellsll, 
于 是 
上 — FCx0) 2) sd 28ls: Clsl + ll). 
因此 


lg) ~ gC0) — (°Cx0) Ds Gellsh 十 用， 
但 是 gC1) 一 AO) 一 fr ts ta) ft fmt)+ 
信 x0) 是 关于 s, + 对 称 的 ,于 是 ， 通 过 交换 s, + 我们 得 到 

(FC) De so FC od < 6eClsl + a 


这 个 不 等 式 只 对 于 所 地 这, i < 二 “成立 ; 但 如 果 用 4s 与 


入 代替 :与 +, 则 两 边 都 有 定义 县 都 乘 了 12 于 是 上 述 结果 对 
于 EE 中 所 有 的 :与 + 都 正确 ;特别 地 ,对 jl = 全 | 一 1 正确 ,这 表 
明 ( 据 (5.7.7)): 对 于 所 有 :与 +, 都 有 
HC) Ges) — F(x0) :Css OF < 248lsll » Il, 

由 于 是 任意 的 ,这 就 完成 了 证 明 . 

特别 地 ， 
《8.12,3) 设 4 是 RR( 相 应 地 ,C") 中 的 开 集 .如 果 4 到 Banach 空 
间 玉 的 瞎 射 了 在 各 是 二 次 可 微 的 , 则 诸 偏 导数 D,f 在 x 都 是 可 微 
的 ;而 且 对 于 1 i 和 ny1 挝 入 

DiDifxo) = DDH(x0), 

我 们 只 须 对 * 的 特殊 值 应 用 (8.12.1), 并 注意 ; 对 于 :一 (5)， 

二 三 (和); 二 阶 导 数 的 Dx0) * 《ss 1) 一 《DY(xo) 2 "+ 的 值 是 
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2 (DiDifz0)) sm; CR C8.10)). 


现在 对 用 归纳 法 ,把 开 于 集 4CE 到 FF 的 ?次 可 微 映 射 f 
定义 为 这 样 一 个 p 一 1 次 可 微 映 射 , 即 它 的 一 1 阶 导数 D7" 
在 4 中 是 可 微 的 。 我 们 把 导数 D(D*"!) 称 为 1 的 ? 阶 导 数 ,并 记 
为 Df 或 191， 元 素 D?f(xo) 被 看 成 空间 So《E;F) 一 一 它 是 EE 
到 了 的 ?元 线性 连续 肌 射 空间 一 一 的 一 个 元 素 ,把 它 写 成 

Ct DPC) * Cn 40), 
由 《8.12.1) 我 们 知道 映射 
n> Df(xo) * Cn are 19) 


是 映射 
x > Dx) Ch tp) 
在 为 的 导数 ， 
反 (8.12.2) 一 般 化 ,得 


(8.12.4) 如 果 f 在 4 中 是 ?次 可 微 的 ， 则 多 重 线性 映射 D*f(x) 
对 每 个 x* &€ 4 都 是 对 称 的 . 

这 可 由 对 ? 用 归纳 法 而 证 明 。 设 4 …，4 是 固定 的 ， 考 虑 
映射 x 一 8(x) 二 De (Ge) - (ss，……， tr)。 由 前 面 的 注 记 推 得 : 
2 在 zx 的 二 阶 导 数 是 

《mn 0) > DH) (0 bh 9 to). 
于 是 由 (8.12.2) 得 出 
《8.12.4.1) DrfC#) (加 tb ts to) 
一 Def(#) (ys ts tp). 

另 一 方面 ,对 于 附 标 集 {2, 3,…, p} 的 任意 排列 0, 归纳 假 

设 给 出 


De (tony ta 
一 DPI (py sp), 
在 等 号 两 边 取 一 阶 导数 (其 中 “是 固定 的 ), 我 们 得 到 
C8.12.4.2) DPC Ca ta yt 
= Def(#) (ny 57 
把 (8.12,4.1) 与 (8.12.4.2) 结合 起 来 我 位 首先 看 到 , 当 附 标 1 
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与 任何 别 的 附 标 交换 时 ，D 才 (x) 《ny 5 ，4) 不 变 ， 其 次 当 
关 2 的 任意 两 个 附 标 互 换 时 , 它 也 不 变 . 但 由 这 种 调换 即 得 出 附 
标 1, 2,，……，? 的 任意 排列 ,这 就 是 要 证 明 的 . 
{8.12.5) ”如 果 在 4 中 ，f 是 mw 次 可 微 的 ， 而 D"j 是 = 次 可 徽 的 ， 
则 f 在 4 中 是 ww 十 wn 次 可 微 的 ,并 且 De 一 DCD"h 门 . 

当 # = 1 时 这 就 是 定义 。 应 用 定义 ， 结 论 可 由 对 # 的 归纳 法 
得 证 . 
《8,12.6) 假设 1 二 (f,… ,fm) 是 由 的 开 于 集 4 到 Banach 空 
闻 的 积 Fi1X.… XF。 中 的 连续 映射 ,为 使 1 在 4 中 是 ?次 可 微 
的 ,必须 且 只 须 每 一 个 f, 在 4 中 都 是 P 次 可 微 的 ; 且 这 时 ， 

D?} = (Dh Dh). 

这 可 由 (8.1.5) 通 过 对 ? 用 归纳 法 得 出 。 
《8.12.7) 设 4 是 如 (相应 地 ,C*) 中 的 开 集 . 如 果 4 到 Banach 空 
闻 F 的 映射 了 + 是 ?次 可 微 的 , 则 对 于 4 二 (5) (1 所 ip,! 所 
1 过 4), 我 们 有 

DID bass i) = 3 ,DaDe Dof Cr) rn 


Gy nip 


pp 
这 个 和 取 沪 由 [1,4] 中 整数 组 威 的 所 有 过 个 不 同 的 排列 (Gye 

利用 (8.10), 这 是 可 由 对 用 归纳 法 得 证 . 矿 个 元 素 Di,D,… 
Diflx)》 称 为 1 在 x 的 p 阶 偏 导 数 ， 其 中 仅 由 于 附 标的 排列 不 遍 
的 任意 两 个 , 据 (8.12.4) 是 相等 的 我 们 说 f 在 4 中 是 p 次 连续 可 
微 的 ,如 果 D?f 存在 并 且 在 4 中 连续 . 
(8.12.8) 设 4 是 尺 ( 相 应 地 ,Co") 的 开 于 集 , 1 是 4 济 Banach 空 
间 卫 的 连续 映射 。 如 果 的 阶 的 过 个 篇 导 数 存在 并 且 在 4 中 
是 连续 的 , 则 f 在 4 中 次 连续 可 微 。 

对 于 p 一 1, 这 就 是 (8.9.1) (推广 到 # 个 空间 之 积 )， 一 般 
地 ,我 们 只 要 对 ?用 归纳 法 与 应 用 公式 (8.12.7) 即 可 . 

我 们 说 f 在 4 中 是 无 限 次 可 微 的 ,如 果 对 任意 p, 它 都 是 ?次 
可 微 的 。 这 时 所 有 的 导数 D4 在 4 中 都 是 无 限 次 可 微 的 。 
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《8.12.9) 倒 . 任意 连续 双 线 性 肌 射 是 无 限 次 可 微 的 ,并 且 它 的 阶 
数 之 3 的 所 有 导数 都 是 0. 

由 《8.1.4) 推 知 连续 双 线 性 映射 在 (>，9? 的 导数 是 (5, ?) 一 
[x*，#] 十 [s*y]。 把 这 个 线性 映射 记 作 g(x, ES (EX FF; 
G)、 据 假设 与 (5.5.1)， 存在 c > 0 使 得 在 EXF 中 ix*y]| 拟 
cizl* yl。 据 乡 (E x Fi G) 中 范 数 的 定义 (5.7.1) 我 们 和 

lal, yO ell 十 加 用 科 2csopGilzl yh). 
于 是 8 为 BX 到 SF X FiG) 的 连续 线性 映射 因此 《x,y) 
一 [> * y]】 是 二 次 可 微 的 ,并 且 它 在 《x,y) 的 二 阶 导数 ( 据 (8.1.3》 
与 (8.12,1)) 是 
《Ga #3 (52 1)) > Es 1 + [sa 1] 

这 是 一 个 与 《x, y) 无 关 的 映射 ,于 是 得 到 结果 . 

(8.12.10) 设 E,F,G 是 三 个 Banach 空间 ,4 是 的 开 子 集 ,B 
是 的 开 于 集 。， 如 果 f 了 是 4 到 B 的 ?次 连续 可 微 映射 ， 8 是 B 到 
G 的 P 次 连续 可 微 映射 ， 则 二 gof 是 4 到 G 的 ?次 连续 可 微 映 
射 。 


对 于 p 二 1, 结果 可 由 《8.2.1) 与 下 述 事实 排出 , 即 据 (5.7.5)， 
(ee 四 -sou 是 ie(Bi F) X ce(F; 6) 到 5(BE; 6) 的 连续 双 
线性 映射 现在 对 用 归纳 法 。 由 于 尹 (zs) 一 g《j(x))of (x) 以 
及 f 与 9 是 ?一 1 次 连续 可 微 的 , 因而 由 归纳 假设 g'of 是 
一 1 次 连续 可 微 的 。 于 是 由 《8.12.6) 与 (8.12.9) 推 得 是 
? 一 1 次 连续 可 微 的 。 因 此 据 (8.12.5), 加 是 了 次 连续 可 微 的 。 
《8.12.11) 例假 设 存在 Banach 空间 E 到 Banach 空间 上 的 一 
个 线性 同 奴 :并 设 2 Ce(E; P) 是 红 (E; F) 中 那些 同 胚 组 成 
的 开 集 (8.3.2)。 则 多 到 鲜 一 上 的 映射 “一 后 :是 无 限 次 可 微 . 
的 。 我 们 只 须 用 对 ?的 归纳 法 证 了 明 “一 sm 是 名 次 可 微 的 、 据 
《8.3.27。 这 个 性 质 对 于 乡 一 工 是 成 立 的 。 在 红 (F; E) = M 中 给 
定 " 与 zw， 设 fv,w) 是 工 一 YY(E;) 到 MM 的 线性 映射 + 一 
一 zoow。 显 然 f 是 双 线 性 的 (把 M xM 映射 到 红 (L;M)), 又 
《5.75) 证 明 盯 Cv ,wj 所 [oll Jw, 于 是 了 是 连续 的 。 因 此 ,所 
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《8.12.9), f 是 无 限 次 可 逢 的 。 氛 《8.3.2), 4 > xz 的 导数 是 有 和 
4 一 for 由 (8.12.6)55《8.12.10) 推 出 : 如 号 wn 一 wT! 是 
?次 可 微分 的 , 则 wu 王 Jw", xD 也 是 ?次 可 微 的 。 因此 ， 根 
据 (8.12.5),un 一 un 是 十 1 次 可 微 的 、 

附注 、 当 7 是 区 间 JCR 到 实 Banach 空间 FF 的 陕 射 时 ,我 
们 已 在 前 面 (8.4 节 ) 定 义 了 f 在 5& J 关于 J 的 导数 的 概念 。 应 
用 对 二 的 归纳 法 ， 我 们 把 了 在 名 关于 了 的 阶 导数 定义 为 1 的 
如 一 工 阶 导 数 (为 此 ， 假 定 它 在 名 的 在 了 中 的 某 个 邻 域 中 存在 
在 名 (关于 刀 的 导数 ， 它 是 下 的 一 个 元 素 ， 仍 记 为 D?1(50) 或 
下 !(5)、 如 果品 是 了 的 内 点 , 则 对 于 一 般 了 映射 定义 的 那 种 ? 阶 导 
数 与 阜 到 FF 的 多 重 线性 映射 (bbo) > A80)516 2 一 
致 . 


问 题 
1 没 /是 区 间 1CR 到 Banaeh 空间 E 的 * 次 可 微 揣 射 . 试 正 ， 对 于 
任意 *E1， 只 要 二 &1 就 有 


二 人 一 (一 Drpr [下 
《对 = 用 只 纳 法 )。 
2) 。) 设 ?是 在 RR 上 用 下 面 的 条 件 定义 的 函数 : 
= 1 1 一 
p= exp (-h 一 or) 1<i1<1, 
P02) 一 0 1 一 1 或 ! 字 1。 
试 证 : 函数 在 中 是 无 限 次 可 驹 的 ，( 对 任意 =>> 0， 用 关系 im ee 一 
9.) 
b) 在 这 个 间 题 中 ,我 们 允许 用 下 面 的 方法 把 在 尺 的 紧 区 癌 [, 4] 上 定 
义 的 任意 规则 函数 1 延 折 到 鉴 个 空间 R。 即 对 于 + < “与 4 > 5 使 它 取 什 
0。 然后 我 们 把 避 分 /D2 写成 [ Hz 它 也 等 于 TDap 对 于 “<a 
与 435. 
对 于 任意 这 胖 的 函数 设 
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有 (人 一 me 人 poco ds = = 全 fe — p(ns)ds, 


其中 1e = [oler Gf 用 的 "正则 化 >"， 我 们 记 为 me 人 = reee9 与 


大 一 全 po)《( 觅 14.14.1) .证 明 :f; 是 无 限 次 可 毓 的 并且 在 一 紧 区 阅 的 余 集 中 
变 为 0 (利用 (8.11.2)), 如 果 {在 [6] 中 是 实 信 的 与 北 增 的 (相应 地 ,严格 北 
增 的 ,四 的) 出 大 在 | 。 + 十 ,5 一 二] 中 是 着 增 的 〔 相 忘 地 ,严格 道 放 的 ,四 
的 )。 如 果 /( 延 拓 到 全 是 次 连续 可 向 的 ,出 
DG 一 二 (pyCD)olnG 一 Da 
= 广 CDefls — 4)) p(ns)ds, 
试 让 ;对 于 任意 
He + 
fa = 全 Koar 
4) 如 果 1 延 拓 到 R) 是 连续 的 (相应 地 yp 次 连 绽 可 微 的 )， 则 序列 () 
(相应 地 ,CDzj) 在 丸 中 一 致 收 伍 于 天 相应 地 ,D57)， 
<) 当 只 设 了 在 [4; 外 中 是 正则 时 ,j(a) (5E R) 趋 于 什么 极限 ?( 首 先 


考虑 了 是 阶梯 函数 的 情形 ,然后 利用 (7 .6.1)》 
1) 试 证 : 对 于 [4, 8] 中 的 任意 正 区 函数 了 有 


Him 6) 一 AOL 一 
3) 设 了 是 ] 一 1,1[ 中 定义 的 # 次 可 微 实 本 数 ,并 且 在 该 区 间 上 |f(2)| < 


4) 设 了 是 含 在 ] 一 1:1[ 中 的 一 个 区 间 ， ma(7) 是 1#%2C2)| 在 了 中 的 
最 小 值 . 试 证 : 如 果 / 被 分 解 成 三 个 相 邻 区 间 了 ,J:， 小 并且 的 长 为 上 、 
那么 ,对 《<*.。 


ma(D) < 于 (me 1) + mt) 
《应 用 中 值 定理 )。 由 此 不 等 式 推 证 : 如 果 了 的 长 为 1 则 


ZACAF U2EN 


ma(D) < oi 


《对 天 用 归纳 法 ). 
b) 由 4) 推 证 : 存在 一 个 只 由 =” 决定 的 数 oo 使 得 如 果 |Km (0)i so 
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则 FP) =0 在 ] 一 t 1[ 中 至 少 有 ?= 一 1 个 不 周 的 根 .对 不用 归纳 法 证 
明 : 存在 ] 一 1,1[ 中 的 点 的 严格 递增 序列 ze<zs<<，… <xhoh 使 得 对 于 1 
所 1 一 1 有 Ce)KD(rsit1)<05 应 用 Rolle 定理 .》 

4) 设 上 ,是 两 个 Banach 空间 ，4 是 E 的 开 子 集 ，/ 是 4 到 下 的 一 个 
可 微 映 射 . 设 和 6 4 后 EE(1SEr<n)， 使 对 于 0 所 1，1 二 iSn 有 十 
互 和 61& 4。 我 们 对 (1 所 n) 用 归纳 法 定义 

人 Axoh) = fx + kh) — fx0), 
N(xo hanes Bk) = rT gaCso3 hy ee a) 

其 中 gx(*) = Kx + Bi) — Kx). 

=) 试 证 : 

Das bse ee ha) lS he ll lao lean PC 


其 中 PP 是 点 zxo 十 > 和 $161，0 拒 51 所 1 的 集合 . 《对 = 用 归纳 法 .) 


b) 由 a) 推 还 ; 
Vaneos Bee 一 DD") + (Br 
Sl asl lss NPs) 一 /Ge 
5) 设 # 是 足 的 开 子 集 4 到 Banach 窒 闻 中 的 连续 可 微 映 射 。 假 没 在 
(2,5) € 4 的 邻 域 V 中 导数 D,(D,f》 存在 并 且 连 续 。 
a) 设 (x,y) EV。 试 证 ， 对 任意 8>0, 存在 5 > 0 使 得 关系 上 砷 志 6， 
it <5 蕴含 
arfCxs ys Rk) 一 DD f(x, yh) sl, 
这 里 我 们 把 _ ACz,8); (和 0),《05 科 ) 记 为 a(x,y 4，*)。《 把 中 值 定理 
应 用 于 函数 
(0) = Fr + ty + Kk) — Hx + #9) — DDf(x, y)h 
并 利用 (8.6.2))。 
b) 试 证 ; D,(D,f) 在 了 中 存在 并 且 等 于 DD) 《利用 2)). 
<)》 举 出 一 个 满足 土 述 假设 的 函数 了 的 例子 使 得 D(P 力 与 Pa(D: 力 处 
处 不 存在 (参见 8.4 节 间 题 1)。 
d 把 za) 和) 推广 到 氏 换 成 两 个 Banach 空间 的 积 FxF， 的 情 
形 , 
6) 设 了 是 在 尺 中 出 下 述 条 件 定义 的 实 图 数 ; 1(0, 0) 一 0， 而 对 于 
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(es) (0 0) 有 He 2) 一 中 (二 一 的 /ee 的， 试 证 : 所 有 由 个 导数 
DDJ)sDAD)，PD(D)、Ps(Dsf) 在 总 中 处 处 存在 :但 是 在 点 (020) 
DP) D.CDD), 

7) 记号 与 8,9 节 间 题 2 中 的 相同 ,对 每 个 +E R, 设 (DD=2/(L+714]) 
与 0 一 个 (4)an. 江 证: 榴 数 大 (sh 人 )》 在 下 是 连续 可 向 的 
而 且 对 于 每 个 》 一 《mr) EE 联 射 (x) > 在 * 一 9 是 可 微 的, 但 是 
了 在 点 * 一 0 是 不 可 微 的 (参政 (8.12.))。 

8》 设 PP 是 两 个 Banach 窑 间 ,4 是 的 开 于 集 。2j'C4) 是 由 满足 
下 面条 件 的 那些 4 到 下 的 $ 次 志 续 可 微 峡 射 组 成 的 向 最 衬 间 , 即 / 及 其 所 
有 的 导数 DY(1<&4<p) 在 4 中 部 是 有 界 的 。 对 于 任意 1€ (4)， 设 

Wh = sao CON + oA + «+ lpr) Ds 

试 证 : Ils 是 多 入 (4) 上 的 一 个 范 数 , 而 及 对 于 此 范 数 这 个 空间 成 为 一 个 
Bamaeh 空间 (利用 (3.6.3))。 肌 庄 ->D) 是 99"(4) 到 多 加 训 9(4) (对 
于 ? 一 1， 是 到 GZairX<)) 的 一 个 连续 线 狂 隐身 

9) 设 BF, G 是 三 个 Banacb 空间 ， 上 , 村 ;NN 分 别 是 Banach 空间 
BE), PEF), EF'(E). 对 TF fel, gEM, 设 2016) ~ ef EN, 

4) 设 (yeo)6zxM- 试 证 : 如果 Deg 在 R 中 一 到 连续， 则 映射 在 
(hs 8) 连续 (对 2 用 归纳 法 )。 如果 5 FG 者 十 有 限 给 的 , 则 9 在 工 xM 
中 思绪 ( 利 用 (3 .16.5)。 

5) 对 于 1<k<j 设 Ni 一 28-0(E)， 其 中 B81(E) 一 3(8)。 斌 
证 @ 作 为 £XxM 到 ,的 映射 , 罕 每 一 点 郁 是 连续 的 ， 为 要 四 (作为 LXMM 
到 WN, 的 哆 庙 ) 在 《fs ma》 是 可 苦 的 ,只 颈 Dres 是 一 到 连续 的 ， 而且 此 导数 
D9 就 是 线 福 映射 

Cas CCDas) ef) 二 eof 

6。) 设 0 是 W 到 允 的 线性 肤 射 zeof。 试 证 0 是 连续 的 。 对 于 任意 
Ap。 我 们 也 可 以 认为 Di 是 &(M3 Ni) 的 一 个 元 索 ， 试 证 : 工 到 (M3 
六 ) 的 占 射 天 "Dr 是 韦 续 的 。 且 工 到 2(M; Nu,) 的 隐身 -Dt 是 可 微 的 
而 且 元 素 P01 (C32(M;N)》 就 是 线性 映射 (os 0)>((Do)o) 4 

8) 由 b) 与 e) 推 下 :作为 工 xM 到 N 的 映射 ,9 是 一 1 次 可 敏 的 。 

10) 设 # 是 实 值 二 次 可 向 函数 ,在 Burch 袜 间 的 开 于 集 4 上 定义 。 

a) 候 设 : 在 点 EL 有 DAKxo) - 0， 并 且 存在 一 党 数 。 > 0 使 得 > 
对 于 每 一 个 :6 都 有 D3(xo) 。 (4 所 一 < 由 玉 ， 试 还，f 在 点 为 达 到 严 
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稳 极 大 值 (3.9 节 , 问题 6)。 如 果 记 是 有 限 维 的 ， 则 上 述 条 件 可 以 用 下 面 的 
条 件 代替 ， 即 对 于 二 中 的 任意 #0，D” (zo) 《9 办 <0 (利用 中 球面 
Il 一 1 的 紧 性 )。 

5》 假设 4 是 一 开 球 ，! 在 4 中 有 上 界 ， 且 存在 一 实数 < 使 fr) 关 = 的 
所 有 点 *E4 的 集 F 是 中 砷 空 闻 集 (因此 是 守 和 名 子 空间 )、 最 后 对 每 个 
xE4 与 4 有 TH 9D 所 一 中 与。 试 证 ,在 这 些 条 件 下 , 7 在 4 的 叭 
一 点 上 达到 极 大 信 ，。〔 设 w = supf(*)， 它 是 有 限 数 ;对 每 个 满足 “sm 一 
5<m 的 6>0, 设 PCcF 是 满足 1(*)> 力 一 8 的 *€ 4 的 傈 。 证 有 的 
直径 与 a 同 总 于 0 为 此 首先 征明 下 济 引 理 : 若是 [0 1] 上 的 二 次 连 综 可 
微 实 函数 且 在 [0:1] 中 大 (二 8。 则 A0) 一 24(172) 所 2/4。 对 4 中 的 = 
与 + 十 专 应 用 引 理 于 函数 f(x 十 售 ).》 

11) a) 设 1 是 在 开 区 亲 rc 只 上 定义 的 实 值 函数 ;并且 在 工 中 可 短 ， 设 
[a,81cC1， 并 且 假 设 六 在 并 区 问 ]e, 区 中 存在 , 但 是 不 必 概 设 了 在 。 与 5 
是 迁 续 的 (参见 8.7 节 问 题 5)。 证 明 : 存在 6 js,6[ 使 得 了 Go) 一 7) 一 
(一 of"《e) 《利用 8.5 节 问题 3)。 

b) 对 于 在 7 上 定义 而 在 Hilbert 空间 中 取 全 的 函数 ， 与 上 述 人性 质 相对 
应 的 姓 质 是 什么 (参见 8.5 节 问题 0)? 


13. 微分 算 子 


设 4 是 R《 相 应 地 ,C") 中 的 一 个 开 集 ,是 一 实 (相应 地 , 复 ) 
Banach 空间 .我 们 用 dggo(4) 表 示 4 到 了 的 所 有 请 次 连续 可 微观 身 
的 集 . 据 (8.12.10) 显 然 &fo(L0) 是 一 个 实 (相应 地 , 复 ) 向 量 空间 .更 一 
般 地 ,(8.12.10) 表 明 巡 多 (4 相应 地 ,Ge(L)) 是 一 个 环 ,而 如 go) 
十 该 环 上 的 一 个 借 。 对 于 任意 这 样 的 非 负 整数 组 a，…,as) 二 a， 
1a 一 六 0. 所 p 设 Mo 一 Xf XP… Xr, 并 定义 D* 或 Dw 是 


XA4) 到 B80C4) 的 映射 DFD#… Do。 线性 微分 算 子 
是 线性 组 合 DD 一 > ， “veD“， 其 中 lal 冬 思 而 w 是 在 4 中 定义 
的 连续 纯 县 画 数 ， 如 果 对 于 lal > 玉 有 ms 一 0 并 且 每 个 m 
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都 是 (yp 一 说 次 连续 可 微 的 ， 则 DD 把 io(4) 线性 地 肌 射 到 
PA). 


《8.13.1) 如 果 算 子 了 ) asD" 生 等 于 0， 则 每 个 函数 as 在 4 中 人 恒 
等 于 0. 
对 于 Hz) 一 cexp(lsl 十 .… 十 1os)， 其 中 关 0 在 忆 


中 ,而 % 是 任意 常数 , 记 Df 一 0; 则 由 (8.8) 与 (8,4.1) 我 们 得 到 (在 
4 中 忆 有 )》 


< (5 gx) Ml 0)) exp (lb1 十 + os) = 0 


此 式 等 价 于 > au (ws)Ms (hs …, 4s) 一 0; 对 于 任 一 指定 的 


*《 4， 这 蕴含 对 每 个 ga 都 有 a(x) 一 0， 四 为 加 是 任意 的 ， 
由 此 可 知 ,线性 微分 筑 子 的 系数 a 是 唯一 确定 的 ; 使 ce 过 0 
的 lei 的 最 大 值 称 为 D 的 阶 数 。 这样， 对 每 个 次 数 所 p 且 具 有 常 


系数 的 多 项 式 P 一 >) 5。M。， 部 能 对 应 一 个 阶 数 去 的 线性 算 


子 Ds 一 了 》) baD*. 显然 有 Dr,zo, 一 Dp, 十 Ds,， 并 且 由 (8.12.3》 


推 知 ,如 果 PP 的 总 次 数 所 六 则 有 Den = Dp,Dp,。 特 别 地 , 由 
(8.12.7) 推 知 ， 对 于 固定 的 5;， 算 子 1 一 Df, 这 里 
Di) = DC) (nt 

可 以 写成 

p 

I Cup: + e+ $nDo), 
《8.13.2》 《Leibniz 公式 ), 设 PCX1,……*, Xs) 是 一 个 次 数 志 pp 
的 多 项 式 , 并 假设 P(X 十 Ys Xs 十 了) 一 了) Yr 

证 


人 《CXD DMK Yo)， 其 中 Me 与 MY 是 单项 式 。 设 
Cx, 四 局 Lx*y] 是 BX 了 到 G 的 连续 双 线 性 映射 。 那么 ， 对 于 
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饶 意 映射 Je 88XA4) 与 任意 映射 ge dg(4)，f[f 8] 属于 
8XA)， 而 且 我 们 有 


Dslf* 8] = Dyrial Dutf* Duxe], 
和 


对 了 是 单项 式 对 的 情形 证 明 这 个 公式 就 够 了 ， 对 王 的 总 次 数 
用 归纳 法 ,可 以 假设 P 一 X:M ， 于 是 Ds 一 DiDw。 据 假 设 , 有 


Dylf* g] = Dy ral Dugf * Duiel, 
A 


故 由 (8.1.4? 得 
Delf * 8g} = > ytEDiDutf Duetg] 于 [Dutf， DiDug])， 
3 


我 们 可 以 把 它 写成 
BD rs Dust * Duels 


这 里 求 和 到 过 所 有 这 样 的 单项 式 对 

CNXCXD 和) NACY Ye))》， 
使 得 对 某 一 附 标 太 或 者 有 Ns 一 XiM 与 MY 一 MX， 或 者 有 
Ns 一 M4 与 M 一 了 YN， 对 每 个 适当 的 附 标 #， 都 恰好 有 一 个 
那样 的 附 标 因而 有 六 一 74。 于 是 结果 是 显然 的 . 


问 题 

1) 设 4 是 吧 的 开 隆 系 ，E，F。G 是 三 个 Banach 空间 ，(r:7) 一 [< 9] 
是 E x 下 到 G 的 连续 双 线性 脆 射 。 试 证 : B84) x 多 (4) 到 马 吕 (4) 
《8.I2 节 :问题 8) 的 映射 《fj,8) 一 [f， 8 是 连续 的 。 

2) 设 了 是 只 中 任意 紧 区 癌 。 了 是 1 的 开 邻 域 ， 试 证 存在 尺 到 [0， 
1] 的 无 限 次 可 溅 映射 。 它 在 1 中 等 于 1, 而 在 汪 的 余 亿 中 等 于 0 ( 考 巾 函数 
#*Pr 《8.12 节 ， 问 题 2), 其 中 5 在 这 样 一 个 紧 区 则 K: IcKcJ 中 等 于 1， 
而 在 中 一 和 中 等 于 0)。 

如 果 ” 是 中 到 Banach 空间 E 的 无 限 次 可 微 映射 、 试 证 ,存在 RR 到 志 
的 无 限 次 可 咎 映射 "使 得 在 了 中 % 六 一 %D， 在 下 一 7 中 5 人 一 0 


207 、 


14. Taylor 公式 


(8.14.1) 设 I 是 尽 中 的 一 个 开 区 间 ，f,g 分 别 是 ijp(7) 与 
FXI) 中 的 两 个 函数 ，《x，y) 一 [x ，y] 是 8X 了 到 6 的 连续 
双 线 性 映射 。 那 么 
lf* Drg] 一 (一 DID g] ~ D(f* Dem'g] 
一 [Df Deirg] + + (—D DT. gy), 
这 可 应 用 (8.1. 人 直接 证 实 ， 
(8.14.2) 设 I 是 尽 中 的 一 个 开 区 间 , f 是 @YX7) 中 的 函数 ， 则 
对 了 中 的 任意 点 偶 a,, 都 有 


HE) = fo) + Ee) + E30) + 


(FE — oe) pp (EF — £5) 
+ Xa) 十 人 Gi (CD 人 


把 (8.14.1) 应 用 到 双 线 性 肌 射 《1，x)》 一 Xx 与 函数 g 《一 
一 6/(p 一 1)! 上 ,然后 在 两 边 取 从 “到 专 的 积分 . 
《8.14.3) 设 E,F 是 两 个 Banach 空间 ,4 是 五 的 一 个 开 子 集 ，f 
是 4 到 FF 的 ?次 连续 可 微 映射 。 那么 ， 如 果 连 搂 * 与 十 上 的 线 
爱 在 4 中 , 则 我 们 有 


fz 十 力 一 je) + EP) 十 二 ja + 
11 21 
1 
他 一 1 


ra 
其 中 x 表示 《25 1 人 次 )， 特 别 地 ,对 于 每 个 es > 0， 存 
在 > > 0 使 得 对 于 | < *， 有 


liz + — Ho) — Lf) Fe) 
11 21 


十 Te-D(zy » #0 
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pox) ol < ellele, 
Pp! 


为 获得 第 一 个 公式 ,把 (8.14.27 应 用 于 区 间 10, 11 上 的 函数 
ES) 一 f(x 二 57). 据 (8.12.10) 8 是 上 次 连续 可 微 的 ;利用 (8.4.1)》 
与 (8.1.3), 并 对 用 归纳 法 立即 可 知 8D(S) 一 FOCx 十 Se。 
为 得 出 第 二 个 公式 ,注意 , 据 f?) 的 连续 性 ,可 以 选择 7, 使 得 对 于 
0<te15S ji<7, 有 Nz + 一 Jz) 咱 < ple 然 
后 由 中 值 定 埋 (8.7.77 给 出 

Ot da tp)| <e. 
° (pC—l)! p! 
于 是 结论 由 《5.5.7) 推 得 . 


名 题 
1) 4 阶 Legendre 多 项 式 由 下 式 定义 : 


PO) = HT OF DY. 


2) 试 证 P。, 准确 到 正 数 因 子 , 是 下 述 序列 的 第 * 项 ;在 准 Hilbert 空间 
多 c(7) 中 , 其 中 1 = [一 1, +1]， 将 序列 (4) 用 标准 直 交 化 方法 所 得 的 序 
列 (6.6). 《利用 (8.14, IJ 征明 : P.(1) 与 所 的 印 区 积 当 m<# 时 ,是 0.) 

b)》 试 证 FAD 二 1， P,( 一 1) 一 《一 0D) (利用 (8.13.2))。 

5) 试 证 ， 在 三 个 相 邻 Legendre 多 项 式 之 间 存 在 下 面 的 递 推 关系 : 

mPa) 一 【2 一 Pr (1) 十 (一 Ps st) = 0. 

(注意 : ”如果 选 取 c 使 Ps(#) 一 cetP (9 的 次 数 所 一 1， 则 它 与 牙 正 
交 , 其 中 《<n 一 3， 于 是 它 必然 是 Pr 一 2 与 P。 一 1 的 线性 组 合 ; 还 要 利 
用 b).) 

5) 试 证，P, 的 所 有 根 者 是 实 的 , 单 的 并 且 郊 在 ] 一 1> ![ 中 (如 果 巴 只 
在 ] 一 b5I[ 中 的 《<# 一 1 个 点 改变 符号 , 则 存在 多 项 式 gC? 一: 一)，… 
《一 到) 使 得 对 于 一 1 所: 用 1 有 Pe 人 )s(:)>0 试 证 这 导致 与 下 述 事 实 
矛盾 , 即 对 于 #4<w，Pa(t) 与 + 是 直 交 的 )。 

e) 试 证 ， 忆 满足 微分 方程 : 

人 1 — AP) — 22P'(2) + n(n + PAO) = 0 

《证 明 ; 对 于 站 <w DCCL 一 5)Ps()》 与 小 直 交 ). 
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2) a) 设 # 是 定义 在 长 度 为 “ 的 你 间 1cCR 中 的 实 的 + 次 连续 可 微 函 
数 , 且 在 工 中 有 1fw( 咏 [ec>0。 对 二 用 归纳 法 , 试 证 当 0 < < 必 时 ,存在 
长 度 为 /4? 的 区 闻 二 cz 使 在 中 不 等 式 | je 人 91 ea/ 和 成立， 

b) 设 f 是 定义 在 长 度 为 4 的 区 间 ICR 中 的 实 的 大 次 连续 可 微 函 数 , 对 
0<b<k 设 My 一 pe 人 |。 试 证 


Eu a 
MCT Mot TMs 


(利用 a)) . 
5) 如 b 的 那些 假设 ， 并 设 = 2 与 了 一 [一 w2，q/2]。 试 证 对 每 个 

:El 有 

4 十 于 
4 


OEE M+ af 


《利用 Taylor 公式 展开 fs/2) 一 H(t》 与 大 一 0/2) 一 (1))， 由 此 不 等 式 
推 证 ， 车 “ 莹 2(Meih) 7， 则 M, 才 2(MoM) 呈 再 证 明 ,在 这 个 不 等 式 中 ， 
数 2 不 能 用 更 小 的 数 代替 。 ( 若 仪 候 设 有 右 导数 蕊 ， 且 当 f 是 分 段 线性 
的 , 则 不 等 式 两 边 可 以 相等 ;然后 利用 8.12 的 问题 24)). 

4) 设 # 是 定义 在 RR 上 的 实 二 次 过 续 可 微 函数 ， 且 使 M。 一 sap | KT 


与 M = top|")| 是 有 限 数 ， 试 证 My， = sop |f( 人 | 是 有 限 的 , 且 < 


(2MoM4)? 《利用 中). 在 这 个 不 等 式 中 ，V 2 不 能 用 更 小 的 数 代替 (如 o) 
中 同样 的 方法 )。 

e) 斌 证 : 若 /是 定义 在 尺 上 的 实 的 大 次 连续 可 微 函 数 ， 旦 若 Mt 一 
SpO 与 M4 一 so8 [F (9| 是 有 限 数 ， 则 对 1 所? < 一 1 数 如 一 
sen |? | 都 是 有 限 的 , 且 有 

下 
《首先 利用 b) 证 明 M4-, 是 有 限 的 ,然后 对 大 关 2 用 归纳 法 与 4).) 
3) 设 BF 是 两 个 Banach 空间 ，4 是 中 的 一 个 开 球 (或 者 整个 空间 
二。 试 证 : 在 空间 (4) 中 , 范 数 
RCH + prs) 
等 价 于 (5.,6) 8,12 节 癌 题 8 中 定义 的 范 数 此 l 《利用 问题 zc) 的 结果 )。 
4 设 E 是 Banach 空间 , (ce) 是 三 中 元 素 的 任意 序列 - 
2) 设 / 了 是 只 到 [0,1] 的 无 限 次 可 徽 马 射 \ 在 [一 172 ,1/2 ] 中 等 于 1， 
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而 在 [1211 的 补 集 上 为 0 (3.13， 问题 7。 考虑 级 数 
站 


试 证 适当 进取 >0 的 数列 ， 这 级 数 对 每 个 *E 灵 收效 ， 且 对 每 个 整数 
m 六 1， 加 次 导数 

EA 

人 


的 级 数 在 尺 中 一 致 收效 ( 若 lesj<t 可 家 如一 字 车 中 > 1， 取 = 


Uz|ejl; 利用 Leibniz 公式 控制 级 数 的 项 )。 推 证 ”在 RR 中 是 万 限 次 可 租 
的 , 且 对 每 个 w 尖 0， 有 Dru(0) 一 ce 【下 ，Borel 定 到 7). 

b) 用 同样 的 方法 证 明 ,给 定 中 元 素 的 任意 族 (c)。 其 中 (< ，…， 
%) 取 遍 个 非 负 整 数 m 的 所 有 组 , 则 存在 R? 到 的 无 限 次 可 微 映射 使 
得 对 每 个 a 都 有 Dr1(0) = c。。 

0) 由 日 锥 证 如 果 = 是 闭 区 问 1cR 到 E 的 无 限 次 可 微 映射 而 是 
包含 了 的 一 开 区 问 , 则 存在 RR 到 的 无 限 次 可 微 映射 fs 它 在 7 中 与 # 下 全 
而 在 只 一 / 中 与 0 重合 . 

5》 设 # 是 区 间 icR 到 Banach 空间 王 中 的 一 个 屿 射 ,假设 了 在 点 =E1 
是 = 次 可 微 的 。 试 证 

ya Ce/ 


cate (168) 一 一 7 < 一 


全 一 ae) 一 0 
(对 = 用 归纳 法 ;并 利用 (8.5.1), 取 9(8) = 全 一 o 于 )， 
6) 设 ICR 是 一 个 包含 0 的 区 间 ，+ 是 1 到 Banach 空间 的 a 一 1 次 

可 微 映射 ， 记 
HO) = HA0) + FOO + ee + 10) 


机 
Ga 


t fF 


它 在 1 一 {0] 中 定义 了 可， 

a) 试 证 :; 如 果 7 在 上 = 0 是 # 二 次 可 微 的 ， 则 所 可 连续 延 拓 到 1/ 
而 且 成 为 这 样 一 个 函数 : ”使 在 V0 在 1 中 的 一 个 邻 域 ) 的 所 有 点 + 半 0 
是 # 十 了 一 + 次 可 微 的 , 在 + 一 9 是 ”次 可 德 的 。 而 且 对 于 0<h<p 


有 地 (0) 一 配 有 有 ro 对 于 Lee 一 1 有 ,ln 


ral 


天 2+9( 扩 下 一 0-《 借 助 于 #f 的 导数 的 Taylor 展开 式 ( 问 题 5) 表 出 加 的 导数 ， 
并 利用 8.6 节 问 题 2.) 

b) 反之 ,; 设 8 是 1 一 {0} 到 EB 的 这 样 一 个 x 十， 一 工 次 可 微 喘 射 ， 使 

Him (对 0 二 太 所 一 1 存在 。 试 证 : 如果 函数 8 是 ! 中 的 


# 一 1 次 可 微 肌 射 ,那么 函数 e(0)P 在 1 由 是 ”+ 一 1 次 可 聘 的 ,并 且 在 
点 0 是 # 十 9 父 可 给 的 。 

5) 假设 1 一 ] 一 1, 1[， 并 假设 7 在 虐 中 是 偶 函数 ， 喜 即 : 九 一 9 一 
XD) ,利用 a) 与 b) 证 明 : 如 果 f 在 1 中 是 2r 次 可 微 的 册 存 在 1 到 E 的 5 
次 可 给 映射 4 使 Ks) 一 6(P)， 

7) a) 设 / 是 名 到 Banach 空间 的 一 个 无 限 次 可 微 映 射 , 试 证 ; 

Hzb rt) 一 尖 0 ee) 0) + fl es) 二 雹 下 (eaa are) 二 

二 
其 中 到 在 Rr1(1<k<#) 中 是 无 限 次 可 微 的 。( 记 Kx yxo) 一 (fx 
0 (8.14.2) 应 用 到 第 一 加 
数 上 ， 此 加 数 可 以 看 作 是 x 的 函数 ; 取 适 当 的 值 (取决 于 4) 就 能 证 明 : 
ats 0 在 (0,…,0) 是 次 可 聘 的 、 最 后 ,对 4 
用 归纳 法 .) 
b》 由 a) 推 证 : 对 和 任意 > 0， 都 有 
Hx) = BD) ee gf) 

其 巾 所 有 的 fe 都 是 无 限 次 可 微 的 ; 生 h(x) 一 f(0s……,0)。 

5) 设 1 是 R" 到 丸 的 无 限 次 可 微 映 里， 对 1 < i<a 有 f(0) 一 0， 
Df(0) 一 9， 义 二 次 型 


(1 7 sb) > BD D:D (0)EiS} 
多 


是 非 退 化 的 。 试 证 ,利用 R" 中 的 线性 变换 ,可 以 假设 对 i3si, DP;D;f(0) 一 0 
而 对 1<i<n，mi = DY1(0)0。 证 明 存 在 0 的 邻 域 可 与 定义 在 UU 中 的 * 个 
无 限 次 可 微 函 数 5; 使 得 在 口中 有 


Ko = DF ania) 
Ee 
并 且 对 1 万 站 号 # 有 gi(0) = 90。 此 外 《84s…38n) 的 Jacobi 托 阵 在 点 0 
总 是 恒 等 的 。( 把 a) 应 用 于 a) 中 定义 的 每 个 函数 fi， 然后 几 二 次 型 通常 化 
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为 具有 对 角 短 阵 的 二 次 型 的 方法 .》 

8) <) 设 5 是 一 个 距离 空间 , 4, 8 是 5 的 两 个 非 空子 集 ，M 是 s 上 实 连 
续 函 数 空间 Fr(S) 的 向 量子 空间 ，N 是 开 的 向 量子 空间 ，* 一 (as) 是 到 
R+ 的 线性 映射 ,其 中 R+ 是 4 到 中 的 所 有 有 映射 的 空间 ， 我 们 假设 ，1° 存在 
一 绷 数 加 EN 使 得 L(w。) 是 4 上 的 常数 1; 2° 如 果 wE€N 并 上 且 存在 zEB 
使 xf9 一 0， 划 存在 *E4 使 (L(x))(x) = 0. 

设 seEM 使 得 LCv) 一 0, 试 证 : 对 任意 这 样 的 施 数 *E it“ 一 "EN， 
与 任意 +EB， 存在 9€ 4 《取决 于 使 WO 一 (人 十 (DC )C9)、 
(注意 加 ( 芒 夫 0， 因 此 存在 一 常数 “( 取 关于 切合 < 有 一 59 一 ca 人 一 
0.) 

b) 假设 5 是 紧 的 ,4 在 5 中 是 连通 的 ,而 且 所 有 函数 veN 都 在 5 一 8 
上 变 为 60。 假设 对 每 个 n& M，L{w) 都 在 4 中 连续 ,而 县 如 果 函 数 “ex 使 
对 任意 1€ 4 都 有 《L(t)) (07>0, 则 “在 3 上 没有 严格 最 大 值 。 试 证 : 在 
这 种 情况 下 , a) 中 的 条 件 2° 也 被 实现 。 

9) a) 设 1 是 定义 于 区 间 7 上 的 * 一 1 次 (x2) 可 第 实 苞 数 ; 设 2 是 
之 1 的 整数 上 且 <x < < 场 是 了 中 的 点 ,m1(1&i<p) 是 这 样 的 正 整数 ， 
使 得 mu 二 3 十 ，… 十 zp 二 #. 假设 在 每 个 点 x;, 对 于 0 系 大 扫 本 一 1 都 有 
(ay 一 0。 试 证 : 在 区 间 jw, xs[ 中 存在 一 点 使 得 1#* "=0《 反 复 
应 用 Rolie 定理 )。 

b》 设 是 在 1 上 定义 的 次 可 微 实 函 数 ， 设 P 是» 一 1 次 实 多 项 式 及 
使 得 对 于 8 所 太 生机 一 I，1 二 7 式 记 有 2) = PCr;)、 试 还: 对 任 
意 *&1, 在 包含 * 与 各 xi(1<i&p) 的 最 小 区 间 的 内 部 中 ,存在 站 使 得 


gl) = Px) + 外 一 和 人 一 gw(8). 


对 


(利用 问题 8*), 或 者 给 出 一 个 直接 证 明 , 两 种 情况 下 都 要 利用 3) .》 
10) 设 是 一 实 信 奇 函数 ， 在 尺 中 0 的 一 个 对 称 邻 域 1 中 定义 并 且 5 
次 可 微 。 试 证 ， 对 于 每 个 * el， 
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2(#) = F880) + 28(0) 一 二 0(6)， 


其 中 是 一 个 数 : 属 于 以 0 与 > 为 端点 的 开 区 闻 . 
由 此 结果 推 证 : 如果 是 一 个 实 国 数 , 在 [s, 5] 中 定义 并 且 5 次 可 微 ， 
则 


*21I3， 


HO — Ho) = £3 6) + AKCO) + #(<45)] 


6 xs 
ee (S$), 


其 中 a < <5(Simnpson 公式 )。 

11) 设 了 = [es 5] 是 一 紧 区 间 ;, 设 M 是 在 了 上 定义 的 这 样 的 实 连 续 函 
数 的 向 量 空间 ,使 对 于 任意 :e J]a, 外 ， 极 限 

(LD) C0) = ,lim E+ 6) + fh) — 0))/P 


在 只 中 存在 - 在 1 上 二 次 可 微 的 所 有 实 函 数 都 属于 Me- 

2) 设 M 是 M。 的 向 明子 空间 ， 由 这 样 的 消 数 1 组 成 ， 对 于 它 ， LC) 在 
js 5[ 中 是 连续 的 。 证明 任意 函数 fe M 在 ]a, 5[ 中 都 是 二 次 可 向 的、 
而 且 L《f) = 六. (利用 问题 8a) 与 8b), 取 5= 4 一 B= ]e,s[、 并 把 N 
取 为 邓 的 由 这 样 的 函数 f 组 成 的 子 空间 ,对 于 它 有 jr) 一 1(3) 一 0.) 

b) 证 明 : 函数 f( 人 ) = tcos (114) 属于 Wo， 虽然 它 在 ′ = 0 是 不 可 微 
的 。 

12) 在 Hilbert 空间 中 取 值 的 函数 与 问题 99)，10 与 1 中 讨论 的 实 函 
数 的 性 质 相对 应 的 性 质 是 什么 ? (参看 8.5 节 间 题 6.) 

13) 设 /是 紧 区 间 工 一 [4;6] 己 RCz 关 0) 到 Banach 空间 的 无 限 次 可 微 
映射 。 

a》 试 证 对 每 两 个 满足 0 < # < 9 的 整数 p, 9， 有 


三 入 Cl DE le 


《对 p<a<q4， 用 Taylor 公式 * 到 4 一 1 间 的 阶 的 导数 在 点 & 的 值 表 示 
下 Ca ) 

b)》 在 同样 的 条 件 下 , 试 证 

了 Wake 这 


(应 用 Taylor 公式 于 fr? 并 利用 8.11 问题 人 5))。 
设 1 是 区 间 [o + oo[ 中 的 无 穷 次 可 疗 函 数 (这 里 “>0)， 且 对 每 个 
整数 ">0， 存 在 一 有 限 Mos 使 ,so NA(22je"fal <M， 对 每 个 < 之 a 成 


立 , 又 假设 ,对 任意 ?之 1，lim fz)” 存在 , 试 证 当 。> 4。 与 a<4 
时 有 
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< oO ie + pe 


人 ro 人 aa 


而 当 。 x6 时 有 
p03) = DD pe) 和 We 


Ee 二 有 1 


这 里 级 数 与 积分 是 收敛 的 (利用 Taylor 公式 )。 由 此 可 得 
Sp fn 


dx 


(4 — D! 


[Es 
4) 在 可 的 候 没 下 ? 试 证 机 数 


Sof(z) = pe 


《 它 的 值 是 有 限 的 ， 且 兰 0， 或 十 oo) 在 [s,+co[ 中 是 递增 的 。 ! 
中 设 在 Te + cof 中 是 无 限 次 可 徽 的 , 且 
A) = 0, 对 每 个 "之 0 
试 证 数列 (有 跟 或 无 限 ) 
n= he 


ji (n>21) 


是 递增 的 。( 当 所 有 这 些 数 都 有 限时 , 记 
Jofz) 一 -人 pt) de, 
然后 利用 8.11 节 问题 9) c).) 
外 设 1 是 [e+ eof 上 的 无 限 次 可 微 遇 射 , 且 积 分 


| 


是 有 限 的 。 试 证 对 * 守 a 有 
Wee 和 < Ft a 
14) 设 是 区 间 Lo， +co[ 到 Banach 空间 的 无 限 次 可 微 函 数 ， 这 里 
oP0, 
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2)》 试 证 对 每 个 ?>0, 有 


© D3 


六 


这 里 丙 边 可 以 是 有 限 数 或 等 于 + co。 试 证 若 两 边 都 有 限时 ,它们 也 等 于 两 个 
极限 


Cae) lim V0 与 人 NM) 


《利用 问题 13))。 
b) 若 满足 问题 13) <) 的 假 没 ， 则 两 设 限 (x*) 总 存在 并 与 (*) 画 边 相 


GD! 二 可 人 


等 . 
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第 九 章 解析 函数 


本 章 我 们 试 加 强调 关于 解析 函数 理论 的 最 一 般 事 实 ， 特 别 对 
于 多 变量 解析 函数 叙述 尽 可 能 多 的 结果 ， 直 到 9.13 节 以 前 仅 与 单 
变量 函数 有 关 的 那些 定理 作为 技巧 的 过 渡 被 穿插 在 一 般 叙述 中 ; 
只 在 9.14 到 9.17 节 以 及 本 章 与 下 一 章 的 许多 问题 中 ,我 们 才 真正 
处 理 单 变量 情形 所 特有 的 人 性质， 而 且 , 只 要 可 能 ,我 们 总 是 同时 讨 
论 实 变量 与 复 变量 解析 函数 (直到 9.5 节 以 前 )。 最 后 ,我 们 始终 保 
持 了 一 开始 处 理 向 量 值 函数 的 一 般 原 则 ; 象 通常 一 样 ,这 在 证 明 中 
并 不 需要 任何 改变 ， 而 读者 在 十 一 章 中 将 会 看 到 考虑 这 样 的 函数 
是 多 么 有 用 。 

当然 ， 人 们 只 能 期 望 在 这 里 找到 非常 广博 的 解析 函数 理论 的 
最 基本 的 部 分 ， 它 的 定义 是 由 表示 该 函数 的 震级 数 的 局 部 存在 性 
给 出 的 ,解析 函数 可 微 性 的 获得 (9.3.5) 也 是 用 的 这 种 毛 级 数 技巧 . 
《由 连续 导数 的 存在 性 给 出 的 解析 函数 的 普通 定义 ,当然 只 适用 于 
复 变量 函数 ,因此 , 它 的 表征 被 推迟 到 9.10 节 )， 关 于 震级 数 的 最 
基本 结果 是 Abal 引 理 (9.1.2)( 由 它 推 导出 宕 级 数 代 人 短 级 数 的 重 
要 可 能 性 (9.2.27) 与 孤立 零点 原理 (9.1.5), 它 的 最 重要 推论 是 解析 
开拓 原理 (9.4.2)， 后 省 表示 在 定义 域 的 不 同 点 上 解析 函数 值 之 间 
的 “连带 关系 ”。 

此 后 , 我 们 必得 假设 变 基 都 是 复数 ; 除 极 大 值 原理 (9.5.9) 以 
外 , 复 变 量 解析 函数 的 所 有 其 他 性 质 都 是 从 单一 的 新 概念 , 即 “ 复 
积分 ”概念 ,与 它 的 基本 特征 , 即 Cauchy 定理 (9.6.3)、Cauchy 公式 
《9.9. 有 ) 及 其 推广 , 即 残 数 定理 (9.16.1) 推 导出 来 的 ， 这 里 我 们 给 出 
的 Cauchy 定理 的 形式 不 是 最 佳 的 ， 因 为 它 把 沿 回路 的 积分 表示 
为 这 个 回路 的 同 伦 类 的 不 变量 ,而 事实 上 它 是 它 的 同调 类 的 一 个 
不 变量 . 但 是 ,在 大 多 数 应 用 中 , 这 没有 什么 不 方便 而 且 有 以 下 
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的 显著 不 同 : 证 明 Cauchy 定理 的 弱 形 式 几乎 不 需要 拓扑 预备 知 
识 ,而 证 明 完 全 定理 就 需要 代数 拓扑 的 某 些 新 知识 ,我 们 认为 它们 
超过 了 本 教程 的 水 平 。 有 兴趣 的 读者 在 Ahlfors[1],Cartan[81 与 
Springer [17] 中 将 能 找到 完全 的 Cauchy 定理 以 及 所 有 必要 的 预 
备 知识 。 在 二 十 六 章 中 我 们 将 再 回 到 这 个 问题 。 为 了 获得 这 样 的 
改 迁 而 又 太 使 用 代数 拓扑 的 结果 ， 我 们 认为 如 下 一 点 可 能 会 使 某 
些 读者 发 生 兴趣 ， 即 看 看 由 S，FEilenberg 引信 的 非常 简单 的 方法 ， 
在 只 使 用 关于 复 积分 的 最 基本 事实 的 情况 下 ， 是 怎样 获得 关于 实 
平 丰 拓扑 的 很 深 的 知识 (包括 Jordan 基线 定理 ) 的 。 这 就 是 附录 
的 目的 (顺便 说 一 下 ,附录 在 以 后 各 章 中 一 点 也 用 不 到 ， 因 而 可 以 
绕 过 它 , 而 不 会 带 来 任何 不 便 )。 

正如 我 们 在 第 一 洽 中 说 过 的 ,读者 在 本 章 看 不 到 所 请“ 多 值 函 
数 "的 任何 叙述 当然， 非常 讨厌 的 是 我 们 不 能 在 域 C 上 定义 一 
个 真正 的 连续 函数 V > 满足 关系 (W = 一 *; 然而 这 个 困难 的 解 
决 一 定 不 会 是 在 有 意 曲解 一 般 映 射 概念 的 情况 下 获得 的 根据 这 
种 曲解 人 们 会 出 平 意外 地 规定 ,终究 存在 这 样 的 “函数 ”, 居 然 具 有 
不 寻常 的 特性 :对 每 个 关 0 它 有 两 个 不 同 “ 值 >， 这 种 粗 劣 与 因 
剧 行 为 受到 了 直接 的 惩罚 : 连 实 行 那些 最 简单 的 具有 合理 可 信 的 
代数 运算 ,也 不 可 能 ,例如 ,关系 2V* 一 Vz 十 V = 一 定 不 真 ， 
因为 , 如果 我 们 按 Vz 的“ 定义”, 就 不 得 不 认为 对 于 z 0, 左边 
有 两 个 不 同 的 值 ,而 右边 有 三 个 不 同 的 值 ! 很 幸运 ,这 个 困难 的 解 
决 办 法 是 有 的 , 它 与 这 种 荣 雇 的 做 法 总 无 关系 ;而 是 一 百 多 年 前 由 
Riemann 发 现 的 ,他 采用 ,比方 说 , 重 卷 “变量 x 的 变 域 的 方法 , 恢 
复 V z 值 的 唯一 性 ,以 保证 MV > 的 两 个 值 对 应 于 两 个 不 同 的 点 而 
不 是 一 个 单独 的 z, 如 果 有 所 亩 天 才 的 话 ,这 就 是 一 个 ! 并 且 它 是 
Riemann 曲面 及 其 现代 推广 ， 即 复 流 形 《 它 将 在 第 -六 誉 中 定义 ) 
伟大 理论 的 起 源 。 希 望 通 晓 这 些 优美 而 生动 理论 的 学 生 应 当 阅 读 
关于 Riemann 曲面 的 H，Weyl 的 经 典 著作 [19] 与 Springer 著 的 
近代 介绍 [171， 以 及 关于 复 流 形 的 孔 . Cartan 的 讨论 班 的 讲义 [7] 
与 A. Well 的 新 书 [18]。 
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1 者 拟 数 


在 下 文中 ， 用 天 表示 实 域 足 或 复 域 C; 它 的 元 素 称 为 总 量 . 
在 K 上 的 向 量 空间 K? 中 ， 一 个 开 ( 闭 ) 多 圆柱 是 ? 个 开 《 相 应 地 ， 
闭 ? 球 揭 积 : 换 名 话说， 它 是 由 满足 形 如 |z 一 ol < rt《 相 应 地 ， 
ja 一 和 ?D1 所 ip 的 点 z= 《zs19……s2p) 所 定义 的 集 P， 
而 对 每 个 附 标 ,都 有 ri > 05e 一 (ear) 是 P 的 中 心 ，rp 
… ,rr 是 它 的 半径 (因而 球 是 一 个 所 有 半径 全 相等 的 多 圆柱 ). 
(9.1.1) 设 P, 8 是 Ks 中 两 个 开 多 贺 柱 , 而 且 PN 8 关 上， 则 对 
PN 8 中 的 任意 两 点 x，y, 连结 * 与 ?的 线段 (8.5) 都 含 于 Pn 9 
中 。 特 别 地 ,PN 9 是 连通 的 . 

事实 上 , 如 果 |xi 一 a| 之 + 18 一 ol 三 7， 则 对 于 0 所 
上 和 1 有 |iri 十 (1 一 六 % 一 | rl + (oy Cm al 
<< re 最 后 的 论断 可 由 线段 是 连通 的 ( 据 (3.19.1) 与 《3.19.7)) 这 
一 事实 与 (3.19.3) 推 得 , 

我 们 引进 下 面 的 记号 : 对 于 jy 中 的 任意 元 素 "一 (zm，…， 
zz) 《mw 是 守 0 的 整数 ) 与 任意 向 量 = 一 (sl …，zp)EK?， 记 
和 一 35828232 与 |2| 一 为 十 术士 十 pp。 如 果 E 是 (KK 
上 的 》Banach 空间 (cy),ew? 是 中 以 NW? 为 附 标 集 的 元 素 族 ， 
则 称 也 中 元 素 族 (cvz”)。ewz 是 ?个 变量 2.《1 所 i 才 P) 的 以 cj 为 
{9.12) 设 5= (Bs,bp)《K? 满足 六 天 0 1 所 i 所 yp; 而 
族 《cb”) 在 B 中 有 界 , 那么 对 任意 满足 90< 坟 < 51 1 所 
i p， 的 半径 组 (+;)， 客 级 数 《c,z”) 在 中 心 为 0 半径 为 + 的 
闭 多 圆柱 内 都 是 依 范 数 可 和 的 (7.1) (“Abel” 引 理 ). 

如 果 对 任意 ve Vr 有 le,2 趾 专 4， 则 由 Ks* 中 范 数 的 定义 
推 得 : 若 [zi 专区 < 之 151(1 志 i <p), 则 有 上 ese 4 ,其 
中 9 一 (qi,gp)， gi 一 ri/1&| 过 1。 由 (5.5.3) 推 项 正 数 的 
族 Cg"),enr 是 绝对 可 和 的 ,于 是 结果 由 (5.3.1) 得 到 ， 
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《9.1.3) 在 (9.1.2) 的 假设 下 , 第 级 数 〔c,2") 的 和 在 以 9 为 中 心 
以 1541 为 半径 的 开 多 圆柱 中 是 连续 的 。 

为 这 个 多 图 柱 的 每 一 点 都 是 以 ri < 15 为 半径 的 闭 多 区 
柱 的 内 点 ,于 是 结果 由 (7.2.1) 推 出 。 

设 4 是 满足 1<<4 委 ? 的 任 一 整数 ; 对 于 任意 > 一 (0 
ozp)， 记 六 一 (m7) (ng az) 抬 天 看 成 积 
Kr x Kr 并 对 2 = (sp) EK?, 记 区 一 (sb 9) 
2 二 《zgms*"*s2p)， 利 用 这 些 记号 有 
《9.1.4) 假设 种 级 数 《csz*》 在 K? 的 以 r 为 半径 以 0 为 中 心 的 
多 加 柱 了 中 是 绝对 可 和 的 。 那么 ,对 于 任意 vw”ENr-*， 级 数 
《cow'nz*” ) 在 多 贺 往 P 一 P 在 Kr 上 的 射影 一 -中 是 绝对 可 
和 的 ; 设 g(x") 是 其 和 ， 那么 ,对 任意 x EP ， 握 级 数 (gw(z) 
:zi ) 在 多 国人 往 PP" 一 一 P 在 Kr-* 上 的 射影 一 中 是 绝对 可 和 
的 ,而 且 其 和 等 于 级 数 《cos*) 的 和 . 

为 所 一 ao， 改 由 (5.3.5) 与 绝对 可 和 族 的 可 结合 性 定 
理 (5.3.6) 推 知 ;每 个 级 数 〈cerwmer” za") 《wv” 国定 ) 都 是 绝 


对 可 和 的 ,而 且 > gr(z)a" ”一 > cs。 如果 我 们 取 2” EP” 


使 得 对 9g 十 1 二 i 二 P， 有 名 关 0， 则 《coywre”) 的 绝对 可 和 
性 便 可 得 到 . 
《9.1.5) (“孤立 零点 原理 ”) 假设 (csz") 是 单 变 量 的 突 级 数 ， 并 


在 半径 为 + 的 开 球 了 中 收敛 ,并 设 1( 有 ) = 可 ce。 那么 ,除非 


所 有 的 c。 都 是 0, 否则 存在 ” < ” 使 得 对 于 0 过 1z| 和”， 有 
f(z2) ¥ 0, 

假设 4 是 使 得 cs 过 0 的 最 小 整数 ， 则 可 以 写 出 (x) = 2# 
《es 十 ca 十 "十 cormzr 十 …'), 而 且 级 数 《cormz”) 在 PP 
中 是 收敛 的 ， 如 果 gC 二 ch 十 chris 十 十 chpmzm 十 
则 据 (9.1.3) # 在 PP 中 连续 ， 又 因 g(0) 一 c 过 0， 敢 在 在 ”> 0 
使 得 对 |z| 二 + 有 g(x) 关 0， 于 是 结果 得 证 . 
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(9.1.6) 假设 两 个 寡 级 数 〈asz”)] 与 《bz") 在 多 图 柱 了 中 绝对 可 
和 并 有 相间 的 和 ， 则 对 每 个 ve NN? 都 有 oo 一 5， 

对 ?应 用 归纳 法 : 当 了 ? 一 1 时 ， 结 果 立 可 由 《9.1.5) 推 出 ， 取 
这 两 个 宕 级 数 的 差 ， 我 们 可 以 假设 对 每 个 部 有 5, 一 0。 应 用 


《9.1.4), 取 其 中 的 4 一 一 1， 便 有 有 六 g,(#')zp 一 0, 因而 对 每 


个 = 以 及 对 于 P 在 Km 上 的 射影 PP 中 的 每 个 ”都 有 ga(z) 一 0 
对 每 个 g。 应 用 归纳 假设 就 得 到 对 每 个 > 都 有 4, = 0. 


问 题 
1) 设 《eve*) 是 个 变量 *1(1&iKp》 的 所 级 数 ; 设 a。 = (aep) 
€ Kr?。 为 使 实数 + > 0 满足 对 任意 :EK 且 I<r， 级 数 《cy (rar 
(zap)"r) 绝对 可 和 ,必须 且 只 须 


加 了 (esledl + 3 A oglel jsa 


对 除 有 限 个 附 标 外 的 所 有 附 标 ”一 (= … sm) 成 立 (应 用 (9.1.2))， 

特别 地 ,对 于 p 一 1 存在 一 个 最 大 数 玉 > 0 (“ 必 敏 半径”, 它 可 以 是 + co) 
使 得 级 数 (crz") 对 于 |z| <R 是 收 敏 的 ,而 且 这 个 数 由 下 式 给 定 : 1/R 一 lim 
《Gap (]osewro) ,这 个 极限 季 写 成 En:ssplclwr、 特别 地 , 当 Domen 由 
存在 时 , 它 就 等 于 L/R。 

2 举 出 单 复 变数 委 级 数 的 例 , 其 收 生 半 径 R = 1 (问题 ) 并 满足 : 

1° 这 个 级 数 对 于 |z| 一 是 依 范 数 收 俩 的 ; 

2” 对 满足 |=| = R 的 某 监 =, 这 级 数 是 收 化 的 、 而 对 这 个 加 同上 其 余 
的 点 它 不 收 伍 ; 

3 这 级 数 在 1z| 一 的 任意 点 上 都 是 不 收敛 的 。 

3) 举 出 二 个 变量 等 级 数 的 一 个 例子 ,使 得 它 在 两 点 (oa)，(4 5) 
是 绝对 可 和 的 但 在 点 《中 十 各， 生子 二 ] 不 是 绝对 可 和 的 。( 沁 单 变量 宕 级 


数 中 的 = 换 为 xza.》 
4) 设 (es")，(srz”) 是 具有 纯 量 系数 的 两 个 单 变 量 客 级 数 ; 如 果 它 们 
的 收 伍 半径 (问题 1) 是 与 ,并 且 呈 与 都 不 为 0, 划 宕 级 数 (cass 的 
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收敛 半径 R" 至 少 是 RR《 当 或 RR 为 + oo 时 ， 取 其 等 于 + co)。 举 出 满足 
R"> RR' 的 例子 。 


2, 客 级 数 代 入 震级 数 


设 9 是 K* 中 以 0 为 中 心 的 一 多 圆柱 、 并 设 以 纯 量 为 系数 的 
4 个 变量 的 ?个 突 级 数 《 纵 Yw*) 在 2 中 是 绝对 可 和 的 (其 中 p 一 


ms mg) Cu sd), 记 g( 一 


可 GiCw) = 可 1529|wr， 另 一 方面 , 设 (wz") 是 ?个 变 


量 的 军 级 数 ， 其 系数 在 中 ， 而 且 它 在 K? 的 一 个 以 0 为 中 心 以 
rxC1 所 不 必 p) 为 半径 的 多 圆柱 P 中 是 绝对 可 和 的 。 如 果 在 单项 
式 一 节 3 中， 形式 上 ”把 每 个 v4 都 换 为 震级 数 gxCx)， 则 
使 我 们 取 mm 十 本 十 十 no 个 级 数 的 形式 " 积 ", 也 就 是 在 wi 十 
二 十 "十 #p 个 因子 的 每 一 个 中 都 挑 出 一 项 , 取 它 们 的 积 。 然 后 
求 这 样 得 到 的 所 有 项 的 "和 ”。 由 此 导致 我 们 对 每 个 > 二 (nt, may 
……， 1p) 考 说 所 有 有 限 许 (p41) 一。 的 集 4,, 其 中 pe 大 
取 饥 1 到 p， 而 对 每 个 k, 7 取 遍 1 到 "kt; 对 于 这 样 的 p， 使 之 对 
应 于 元 素 


二 
tt) 一 ay II 1I Burk 


Rol jl 
利用 这 些 记号 ,我 们 有 
《92.1) 假设 4.…， so 是 9 个 大 于 0 的 数 , 对 1 志 记 P 满 足 
条 件 Gkr 59) < mi 那么， 对 于 中 心 为 0、 半径 为 (1 所 


i 必 9) 的 开 多 圆柱 5CK* 中 的 每 个 x, 族 (1,w)) (站 中 * 取 遍 


可 数 的 附 标 集 4 二 【J 4) 是 绝对 可 和 的 ,并 且 当 fz) 一 2) Xx 


EN 


eg” 时 ,这 个 族 的 和 等 于 gC), 8 gp) 
换 各 话说 ,在 条 件 GhCn :9) < re(1 所 二 p) 下 ,用 级 
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数 gt(e)“ 代 换 * 级 数 于 中 的 ax(1 筷 丰 万 训 )， 则 得 一 绝对 可 和 族 ， 
甚至 可 痢 先 把 关于 wm, …， we 具有 相同 次 数 的 项 1oC4)》 都 合并 
起 来 . 

为 证 明 (9.2.1), 只 要 证 明 族 (z.(w)) 是 绝对 可 和 的 .把 可 结合 性 
定理 (5.3.6) 应 用 到 4 的 子 集 4,, 并 利用 (5.5.3) 而 推 得 放 (p(w)) 的 
和 为 f(g1(4),…， gp(w)), 并 且 (5.5.3) 表 上 明 >， we) 等 于 a,(g1 
《4))m… (gokx))"r。 要 证 朋 族 (1sC4n)) (ee 4) 是 绝对 可 和 的 ， 
可 应 用 (5.3.4)， 对 4 的 任意 有 限 子 集 8， 据 (5.3.5) 与 (5.5.3) 我 们 
有 


3 CO lor (Gs sa) 
ezn 4 
Gola se)) 
这 个 不 等 式 的 右边 ， 据 假设 ， 是 绝对 可 和 族 的 对 应 于 附 标 ， 的 元 
索 ， 于 是 结果 得 证 ， 
记 zw(e) = cpt? 其 中 2 一 Gs 520) 一 了 | DY mi 


fi fol 
《假如 我 们 有 由, 一 (at ze))。 由 (9.2.1) 与 (5.3.5) 推 知 ( 取 
所 有 的 后头 0，w& 5) :对 每 个 4， cp 的 族 , 这 里 ?到 遍 4 中 对 应 
于 高 一 个 的 所 有 元 素 , 在 互 中 是 绝对 可 和 的 。 如 果 di 是 它 的 
和 , 则 由 可 结合 性 定 理 (5,3.6) 知 道 


《9.2.1.1) KKz) es Bol)) 一 > dau’, 


右边 这 个 级 数 在 多 圆柱 3 中 是 绝对 可 和 的 。 根 据 定义 ， 这 个 震级 
数 就 是 用 sx (x) 代 换 升级 数 《a,z”) 中 的 st (1 所 不 所 p) 而 得 
的 宪 级 数 ， ， 

《9.2.2)》 如 果 天 中 的 点 (g1(0),"…… ,go(0)》 属于 P, 则 在 Ks 中 
存在 一 开 多 赂 柱 5 使 得 对 “ES， 级 数 gCu) 可 以 用 来 代 换 短 级 
数 (es") 中 的 sa(l 寺 庆 二 六 )。 
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注意 ; 由 定义 , 对 于 1 二 丰 和 pb， 有 Ge(0) = jgk(0)|。 因 
为 据 (9.1.3)，Gx 在 0 是 连续 的 ,所 以 ,使 Gda， px) < 和 对 
工 委 六 委 乡 成 立 的 数 5 之 0(1 所 1 所 9) 的 存在 性 可 直接 由 假设 


3 解析 芳 数 


设 D 是 Ks 的 一 开 子 集 ， 我 们 称 刀 到 玉 上 Banach 空间 8 的 映 
射 + 是 解析 的 ， 如 果 对 每 一 点 aE DP、 都 存在 以 a 为 中 心 的 一 开 
多 圆柱 PCD, 使 得 在 P 中 , f(x) 等 于 关于 ?个 变量 #4 一 ax(1<& 
过 p) 的 绝对 可 和 老 级 数 的 和 ( 据 (9.1.6), 这 个 级 数 必然 是 唯一 的 )。 

假设 尺 二 C, 设 电 是 疡 的 一 个 点 :并 设 也 是 也 在 展 到 人 的 
映射 x* 一 上 十 * 下 的 遂 象 ， 则 由 定义 立即 推 知 : * 一 忒 2 十 +) 在 
RR 的 开 子 集中 是 解析 的 。 
(9.3.1) 设 (s,s*) 是 在 开 多 圆柱 PCK? 中 绝对 可 和 的 宕 级 数 ， 


则 f(z) 一 >， 4sz* 在 了 中 是 解析 的 。 更 确切 地 说 ， 如 果 (1 所 


i 所 p》 是 P 的 半径 ， 则 对 任意 点 5 一 (bi) EP， fz) 在 以 5 为 
中 心 天 一 | si 二 有 为 半径 的 开 多 回 往 中 等 于 一 个 关于 
x 一 bk 的 绝对 可 和 敌 级 数 的 和 。 

把 (9.2.1) 应 用 到 4 一 p，&gkCe) = 5b 十 的 情形 立即 推 得 
《9.3.1). 这 时 ,我 们 有 Ga(e) 一 |bx| 士 几 ， 并 且 条 件 GaCns……， 
9) < mL 执 站 简 缩 成 二 之 一 [041(1 < <). 

?个 变量 的 整 函 教 是 指 Rz 到 耳 的 这 桩 的 映射 f:。， 它 等 于 在 
整个 空间 K? 中 都 绝对 可 和 的 宕 级 数 的 和 (参见 (9.9.6))。 此 外 ， 
对 每 个 5€ KK?，f(z) 等 于 关于 a4 一 b4 的 震级 数 的 和 。 而 且 据 
(9.3.1) ,这 个 震级 数 在 整 不 空间 K? 中 都 是 绝对 可 和 的 。 

(9.3.2) 设 4 是 Ke 中 一 开 子 集 ,B 是 K* 中 一 开 子 集 , gx(1<k 亏 
六 是 在 也 中 定义 并 解析 的 ?个 纯 量 函数 ， 并 假设 了 在 (gb…:go) 
下 的 象 含 于 4 中 ， 则 对 于 4 至 的 任意 解析 映射 Kg gp) 
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在 8 中 是 解析 的 。 

这 立即 可 由 定义 与 (9.2.2) 推 得 。 特别 地 ,如 果 了 在 4CRP* 中 
解析 , 则 对 于 一 9 个 纯 量 的 任 宫 组 《agris*… ap) (zi yzo) 
一 成 zb 35sq at 390) 在 Ke 的 才 于 集 Losrb yep) 
《3.20.12) 中 是 解析 的 。 ， 
《9.3.3) 为 要 4CK? 到 Ks 的 腾 射 一 (j,…,js) 在 4 中 是 解 
析 的 ， 必 须 且 只 须 每 个 纯 量 项 数 ji(1 守 i 所 9) 在 4 中 都 是 解析 
的 . 

据 定义 这 是 显然 的 . 

(9.3.4) 设 对 1 计生 ,24 一 x4 十 iy4; 且 zh 与 4 都 是 实数 。 如 
果 了 在 4CC? 中 是 解析 的 , 则 《za7 xp59p) 一 Xi 十 2 
xp 十 iys) 在 4 中 是 解析 的 ,这 里 4 看 作 R* 的 一 开 集 。 

事实 上 , 据 (9.3.2)， 该 函数 在 开 子 集 BCC* 中 是 解析 的 ,如 

是 4 在 C* 到 C? 的 陕 射 〈《wr pb appp) > 《1 二 i015 十 
zip) 下 的 送 象 。 因 而 当 4 看 作 如” 的 子 集 时 了 在 4 二 8 人 NR* 中 
解析 。 
《9.3.5) 设 〈coorops zzz》 是 在 以 0 为 中 心 的 开 多 圆柱 了 中 
绝对 可 和 的 赛 级 数 ,并 设 1(z) 是 它 的 和 ， 则 短 级 数 Cn4cnsoenpzP 
ee) 在 PP 中 是 绝对 可 和 的 ,而且 它 的 和 就 是 篇 导数 
DifC=6f/021). 

对 任意 x 《了 ， 当 i 益友 时 在 级 数 中 用 2; 代 换 它 自己 ,而 用 
24 十 zk 代 换 ak， 这 样 就 得 到 关于 ”十 1 个 变量 #49， zps tk 
的 震级 数 , 据 (9.2.1), 这 个 级 数 对 于 |si| < mm 人 夫妇 与 |x| 十 
jx| 三 rx 《如 果 mr 是 了 的 半径 ) 是 绝对 可 和 的 .因此 据 
《9.1.4) 我 们 可 以 写成 

大 gb 二 一 + uafilz) 二 

十 (GD 十 
其 中 每 个 都 是 在 P 中 绝对 可 和 的 堵 级 数 ,而 右边 ,对 每 个 z&P， 
是 基于 wa 的 条 级 数 , 它 在 某 个 以 0 为 中 心 的 并 球 8《 由 2 决定) 中 
是 绝对 可 和 的 ， 此 外 ,由 二 项 式 定理 推出 : 
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为 (=) 一 Dy acer Ca 


又 因为 据 (9.1.4》，( 帮 sb ak 十 asp) fe) /ue = fz) 
十 十 城 (z) 十 … 是 8 中 绝对 可 和 的 (关于 v4 的 ) 宕 级 数 
《对 固定 的 #), 故 由 (9.1.3) 推 得 对 任意 zeP， 有 (2) 一 Daf(x)， 
由 此 结果 与 (9.1.3) 我 们 得 到 用 f 的 导数 表示 的 c， 的 往 : 
(9.3.5.1) vcs = Df(0), 
其 中 Dr 一 D8……Der 而 v1 一 加 m1…hp!1。 这 可 由 对 |>| 一 
mm 十 "…* 十 np 使 用 归纳 法 立即 证 得 。 
(9.3.6) 开 集 4CK? 中 的 解析 函数 是 无 限 次 可 微 的 , 并 且 它 所 有 
的 导数 在 4 中 都 是 解析 的 。 
这 是 (9.3.5) 与 (8.12.8) 的 明显 结果 ， 
对 于 yp 一 1, 我 们 有 (9.3.5) 的 " 逆 ”: 
《9.3.7) 设 《csz*) 是 K 内 的 球 P; jz| < 之 + 中 收敛 的 一 时 级 数 ， 


并 设 在 了 中 fz) 一 也 cr， 则 办 级 数 (C1/(a 十 D)coxrt 在 
P 中 是 收 钱 的 ,并 且 它 的 和 是 f 的 原 函 数 . 
由 于 (9.3.5) ,我们 只 要 验证 级 数 《 


了 ca ) 的 收 俩 性 ， 


这 一 点 立即 可 由 不 等 式 
1 
a+l 


a A ape 
与 (9.1.2) 推 出 . 


问 题 
1 设 (se),(brr") 是 天 个 单 变量 的 军 级 数 ， 6 是 实数 日 >03 又 设 fim 
nf/bn = i. 
a) 假设 级 数 《&,z") 对 |<| <1 是 收敛 的 ,而 对 |*| = 1 丰收 敛 ( 意 即 


如 果 志 一 立 如， 则 lines 一 二 co)， 试 证 : 级 数 《ww") 对 1z| <1 是 绝 
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对 牙 伍 的 而且, 如 杂工 一 [0y1[， 测 
/人 


2 Er 


(注意 ; 对 于 任意 给 定 的 lim ， 六: bm" 一 二 oo)， 


ri 
b》 假设 级 数 《box") 对 每 个 = 都 是 收敛 的 ， 试 证 : 级 数 (ss") 对 每 个 
= 都 是 绝对 收敛 的 , 醒 且 如 果 了 是 访 中 的 区 疗 [0， + co[s 间 
A - 
《证 法 同上 .) 
e) 试 证 : 如 果 级 数 《co) 是 收效 的 并 且 六 r = 5 则 级 数 (oz) 对 


1 <1 是 绝对 收 全 的 ,而 且 ,im ， 立 auer ~ ，。 (以 对 每 个 w 取 与 =1 而 


应 用 a); 这 是 “Abel 定理 ”.) 
4) 等 级 数 《( 一 1)"w*) 具有 聊 敛 半径 1， 且 它 的 和 1/(1 十 *) 当 = 在 
了 中 趋 于 1 时 收 化 于 一 极限 ,但 级 数 《( 一 1")) 是 不 收敛 的 〈 参 见 问 题 2)，。 
2) 设 (one") 是 一 单 变量 车 级 数 ， 其 收 伍 半径 等 于 1， 设 开 *) 是 它 的 
和 ， 并 假设 1(1 一 ) 存在 .又 关 lim mao 一 0， 试 证 : 级 数 <) 是 收敛 的 并 
且 其 和 等 于 太一 )，(“Jauper 定理 ”: 注意 如 果 对 "之 x,， 有 jjo 叫 和 es， 则 
对 任意 RN>& 与 0&z<!1, 有 
N 
| Ds [<x —*) 


Er 


pe 


P53N 


3) 设 (wmr") 是 一 单 变量 等 级 数 ， 具 有 收敛 半径 r>0、 并 设 Ks) = 


a/N(1 ~— #2).) 


如 oe， 其 中 |z| <r 又 设 (5) 是 一 纯 量 二 0 的 序列 ,使 得 4 = fim(6"/ 


aotz) 存在 且 [9| <+, 试 证 : 如 果 


Cu = ba 十 dbat et bey 
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则 jin (errpn) 在 三 并 是 等 + K9)。 
全 设 (pwr")，(4us") 是 两 个 适 系 数 的 短 级 数 , 收 北 半径 二 0, 并 在 0 的 
使 两 个 级 数 都 绝对 收 策 的 邻 城 了 中 ; 设 Xa) 一 可 pz，e() 一 了 0. 候 


设 go 一 80)s0; 那么 存在 一 个 宕 级 数 了 coz" 在 0 的 一 名 玛 了 CD 中 绝 


对 收 葡 并 且 在 中 有 和 Xz)/8(2) (注意; 级 数 (2) 对 于 |z| <1 是 收 伍 
的 ,并 利用 (9.2.2))。 如 果 所 有 9> 0* 序列 (gstt/q) 是 递增 的 , ps 是 实 的 
并 使 得 序列 (ysa) 是 递增 的 (递减 的 )* 试 证 对 每 一 个 = > 1 都 有 c*3>0(c* 


<0). (把 差 辫 一 也 写成 用 qx 与 < 表示 的 式 于 ,并 对 “使 用 归纳 
法 。) 由 此 结果 推 证 : 对 于 0<*<1，z/ilog(1 -- *) 的 所 有 导数 都 大 于 零 。 


5) 设 gx(1 kp) 是 在 K 中 定义 的 P 个 纯 最 整 函 数 。 如 果 f 是 在 K? 
中 定义 的 一 整 函数 , 则 fs,,… 5&7 是 Ke 中 的 一 整 函数 。 


6 设 ?是 5 中 的 网 家 js| <r， 试 证 有 wdrdy 一。 对 于 任意 整数 
# 之 1 成 立 .( 利 用 到 上 的 Lebesene 测度 关于 旋转 的 不 变性 (参看 (14.3.9)) 
由 此 关系 推 证 ;对 每 个 包含 的 开 集 4cC 中 解析 的 函数 了 有 
和 oamw 一 xmf(0)。 
类 似 地 证 明 


人 an 一 0 若 mn 
# 


i 
4 解析 开拓 原理 


(9.4.1) 在 Kr? 中 , 设 P, 9 是 以 a,& 为 中 心 的 两 个 开 多 圆柱 ,并 
且 PNO 天 加， 设 〈corop(z 一 am (xp 一 ap)”) 是 关于 
zi 一 gi 的 竹 级 数 ， 在 P 中 绝对 可 和 ， 并 设 f(x) 是 它 的 和 .、 设 
人 ea 一 2 (xp 一 加 )7) 是 关于 ”一 上 的 蜂 级 数 ， 在 
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日 中 绝对 可 和 , 并 设 g(x) 是 它 的 和 ， 如 果 存在 Pi 9 的 非 空 开 子 
集 如 使 得 对 任意 x EU, 有 f(x) 一 F(s)， 那 么 对 任意 x 《PN 9， 
也 有 fx) 一 g(x) 

设 wEU, 并 设 " 是 Pn 9 的 任意 点 ; 那么 , 据 (9.1.1) 连 接 * 
与 ”的 线 毁 含 于 PiD 中 , 设 4 人 一 1 十 2 一 贡 ) 一 &Cx 十 
Ke 一 #)), 共 中 + 是 实数 ， 据 (9.3.2), 这 是 在 包含 [0,1] 的 开 区 间 
了 中 的 + 的 解析 函数 。 设 4 是 区 间 [0, 1] 的 一 闭 子 集 , 由 这 样 的 : 
组 成 : 对 0 委 * 窑 与 有 AD) 一 0; 撮 假 设 存在 0 在 [0, 1] 中 
且 含 于 4 中 的 开 邻 域 ,因而 4 的 上 确 界 P 必定 > 0。 我 们 将 还 明 
P 一 1, 从 厕 使 (9.4.1) 成 立 ， 首 先 注意 : 对 0 所 1 < p, 有 ACD)= 
0， 故 由 连续 性 得 h(p) 一 0. 因 在 点 ?是 解析 和 的， 所 以 存在 关 
于 上 一 ?的 宕 级 数 对 | 一 | <<a 收敛 , 这 里 “>0% 并且 对 . 
上 一 pl < 它 的 和 等 于 h(z)， 但 是 操 假 设 对 0 所 1 所 p; (2) 
一 0; 于 是 由 孤立 零点 原理 (9.1.5) 推 出 对 | 一 pj < 过 a 有 和 DD) 一 
0。 假 如 是 p << 1 的话 这 就 与 的 定义 矛盾 . 
《9.4.2) (“解析 开拓 原理 ”), 设 4CK* 是 一 开 连 通 集 ; f 与 8 是 
《4 中 的 队 个 解析 隙 数 ， 它 们 的 值 在 中 。 如 果 存 在 4 的 非 空 开 子 
集 品 使 得 对 xEU, f(x) 一 g(x), 则 对 每 个 x 4, 都 有 js) 一 
g(r). 

设 B 是 使 1(x) 一 g(x) 的 点 x& 4 的 集 的 内 部 。 显然 ， 据 候 
设 ,B 是 开 的 与 非 空 和 的。 我 们 将 证 明 8B 在 4 中 也 是 闭 的 ,于 是 它 等 
于 4, 因 为 4 是 连通 的 ( 见 (3.19))。 设 4。& 4 是 8 的 一 个 聚 点 ， 因 
f, 8 是 解析 的 , 故 存在 以 = 为 中 心 含 于 4 中 的 开 多 回 柱 P, 使 得 在 
了 中 ，, f(x) 与 8(x) 等 于 两 个 xi 一 oi 的 震级 数 的 和 ,它们 在 三 中 
是 绝对 可 和 的 ， 但 是 , 据 定义 , PNB 包含 一 个 非 空 开 圆柱 矿 ， 在 
它 里 面 fx) 一 8(x)。 把 (9.4.1) 应 用 到 了 一 吕 的 情形 ， 我 们 就 得 
出 : 在 P 中 f(x) 一 g(x), 换 包 话 说 PCB, 因而 特别 有 se B.。 证 
TH, 

对 p 一 1, 可 以 改进 (9.4.2) 如 下 : 
(9.4.3) 设 4 是 K 的 一 开 连 通 子 集 ，f 与 8 是 4 中 的 除 个 解析 本 
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数 ， 它 们 在 互 中 取 值 . 怪 设 存在 4 的 一 个 紧 子 集 总 使 得 那些 使 
f(x) 一 glx) 的 点 x& 日 的 集 邓 是 无 穷 的 ， 则 对 每 个 z€ 4 都 有 
fx) 一 8)。 

设 (z,) 是 M 中 不 同 点 的 无 穷 序列 ， 因 为 召 是 紧 的 ， 故 序列 
《zs) 有 一 个 聚 点 8€ 及 ， 因 而 以 5 为 中 心 ， 含 于 4 中 的 任意 球 P 
包含 MM 的 无 穷 多 个 点 ， 但 我 们 可 以 假设 在 以 & 为 中 心 的 球 PC4 
中 ,了 与 8 都 等 于 = 一 如 的 收敛 宕 级 数 ; 则 孤立 零点 原理 (9.1.5) 指 
出 : 在 P 中 f(x) = g(x), 于 是 可 以 应 用 (9.4.2). 

对 于 一 C 也 可 以 在 下 述 方面 改进 (9.4.2): 
《9.4.4) 设 4CCr? 是 一 开 连 通 集 ，f 与 8 是 4 中 的 两 个 解析 函 
数 , 它们 在 复 Banach 空间 E 中 取 值 . 设 U 是 4 的 一 开 子 集 ,5 是 
口中 的 一 点 ,并 假设 在 集 NC2 十 RR?) 中 ， f(x) 一 g《x); 则 对 每 
个 xEAd, 都 有 Hz) 一 g(x). 

由 平 黎 ， 我 们 可 以 假设 5 一 0， 设 一 jf 一 g, 并 设 P 是 Cr 
中 的 以 0 为 中 心 , 含 于 上 中 的 一 多 圆柱 ,而 在 P 中 ,hz) 等 于 一 绝 
对 可 和 罕 级 数 《c,z") 的 和 ， 因 为 PN Re 是 Re 中 的 一 个 多 圆柱 ， 
并 且 在 PNR* 中 hx) 一 0; 据 (9.1.5) 这 表明 对 每 一 个 » 都 有 
cr 一 0。 于 是 在 P 中 外 z) 一 0， 并 可 应 用 (9.4.2)。 

在 一 开 连 通 集 4CK* 中 ， 我 们 称 子 集 MC4 是 一 个 唯一 性 
集 , 如 果 在 4 中 定义 并 解析 的 任意 两 个 函数 一 旦 在 M 中 重合 ,就 在 
扫 中 重合 。 (9.4.2),， 《9.4.3) 与 (9.4.4) 表明 : ”4 的 一 非 空 开 子 集 
如 .或 者 交集 U NN(5 十 Re) 《如 果 非 空 ), 或 者 ,对 于 p = 1, 4 的 紧 
无 穷 子 集 ， 都 是 唯一 性 集 。 我 们 在 (9.9) 中 将 看 到 当天 一 C 的 另 
一 个 例子 . 

上 述 结果 表明 : 如 果 一 开 连 通 子 集 4CCr 使 得 A 站 R? 夫 加 ， 
则 4 中 任 一 解析 函数 了 是 由 它 在 4 站 R? 中 的 值 完全 确定 的 .了 
在 4 由 Rs 上 的 限制 是 一 个 解析 函数 ， 但 是 一 般 地 4 Re 中 一 
解析 函数 不 能 开拓 成 4 中 的 一 解析 函数 ， 但 我 们 有 下 面 较 弱 的 结 
果 : 
《9.4.5) 设 妃 是 一 复 Banach 空间 ,4 是 R? 的 开 子 集 ，f 是 4 到 
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E 的 一 解析 映射 那么 存在 一 开 集 BCC? 使 得 BR 一 4， 以 
及 B 到 的 一 个 解析 映射 8, 它 是 了 的 开拓 . 

事实 上 ， 对 每 个 a 一 《a1,…,4p) & 4， 存 在 R? 中 的 含 于 4 
中 且 由 |xi 一 oi 之 wll 所 i <p) 定义 的 开 多 圆柱 BP, 使 得 在 
Ps 中 f(x) 等 于 绝对 可 和 短 级 数 《caspCx1 一 40)" (xz 一 az)797 
的 和 设 9。 是 C? 内 中 心 为 a、 半径 为 7; 的 开 多 圆柱 ; 那么 ， 据 
(09.122， 短 级 数 《〈corno(sl 一 a0 (zs 一 ar)%) 在 9s 中 是 绝 
对 可 和 的 设 gx(z》 是 它 的 和 . 如 果 a, 5 是 4 的 两 个 点 并 使 得 
9 站 95 关中 ， 则 PoPs 一 (9 95) 站 R? 是 非 空 的 ; 且 在 Pops 
中 有 g(x) 一 gplx) 一 (x)。 又 由 (3.1.1) 9s 9 是 连通 的 .于 
是 由 (9.4.4) 推 出 ， 在 9 8s 中 ，gx(z) 一 8;(z)。 现在 我 们 取 


下 一 【| 8。， 并 且 在 每 个 8, 中 定义 8 等 于 gs; 8 的 解析 性 可 由 


a 


nh 


《93.3.5 推出 。 

(9.4.5) 的 证 明 表 明 :” 当 f 是 定义 在 R? 中 的 整 函 数 时 ， 它 可 
以 开拓 成 定义 在 Cr 中 的 整 函数 ， 而 且 , 据 (9.4.4), 这 个 函数 是 唯 
一 的 . 


间 题 

1) ) 设 PFC，…s ws0 是 系数 在 中 的 多 项 式 , wm，，…s% 是 K 
中 的 元 素 , 且 当 1 < i 所 + 姥 io|<1、 假 设 存在 天 中 的 以 0 为 中 心 的 球 
与 在 3 中 解析 的 纯 量 函 数 f, 使 得 对 每 个 *EB 都 有 f(z) = PCz, faz)， 
(wz)), 试 证 ，f 可 以 开拓 成 在 鉴 个 集 K 中 解析 的 函数 8， 并 且 它 在 天 
中 满足 上 述 函 数 方程 (利用 (9 .4.2))。 

b) 假设 一 C, 再 设 存 在 实数 与 对 名 (z)>B 解析 的 纯 时 函数 f, 并 
且 在 该 子 案 中 满足 方程 fz) = P(x,f(z 十 0),…, Hz 十 mw))， 其 中 必 是 
复数 且 终 (91)>0, 试 证 ，+ 可 以 开拓 成 在 5 中 解析 并 满足 相同 函数 方程 的 
函数 e。 

<) 把 上 述 结果 推广 到 任意 个 变量 的 函数 、 

2) 设 D 是 C? 中 一 个 连通 的 开 集 ， D' 是 刀 在 瞻 射 〔= 区 ) 一 (2 
各) 下 的 象 ， 设 fj 是 在 D 中 解析 的 复 函 数 ,并 假设 PN Rr? 是 非 空 的 , 且 
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ft 在 DN 中 取 实 值 。 试 证 : f 可 以 开拓 成 在 DUZ 中 解析 的 函数 
(在 D 中 考虑 函数 (zzz) 一 有 剖 ， "56)， 并 利用 (9.4.4)，》 


5. 解析 函数 的 例子 ;指数 函数 ; 数 * 


《9.5.1) 设 P(x)，0(x) 是 K? 中 的 两 个 多 项 式 , 而 且 8 不 恒 等 
于 0。 那么 P(z)/08(z) 在 那些 使 ke 关 0 的 点 的 ( 开 ) 集 
《 亦 即 使 函数 有 定义 的 点 集 ) 中 是 解析 的 . 

显然 任何 多 项 式 都 是 整 函数 ， 据 (9.3.2)， 我 们 只 要 证 明 1/x 
对 于 z 关 0 是 解析 的 ;但 是 如 果 z 关 0, 则 可 以 写成 


1 之 一 好 2 一 20) 
一 一 
Zo 20 多 0 


十 (一 1 经 + a 


这 个 宪 级 数 对 | 一 so| < |zo| 是 绝对 可 和 的 ， 证 完 . 
现在 考虑 实 变 量 * 的 函数 e*, 我们 证 明 它 是 一 个 整 函 数 . 由 
Taylor 公式 (8.14.3) 推 得 (使 用 (8.8)): 对 任意 > 


> 
于 十 十 于 “+ ED gs. 
21 #1 0 El 


er 一 1 十 入 十 
也 


因为 据 (8.5.3) <* 是 递增 的 , 改 对 1 所 |x| 有 |e 所 ce*, 于 是 


er 和 但 是 ,如 果 mw 是 大 于 |x| 的 整数 ， 


则 对 二 > mx 有 | 二 |< 


,于 是 对 任意 x & RR， 


i 
而 据 (9.1.2) 这 个 级 数 在 任意 紧 区 间 中 是 依 范 数 收敛 的 。 我 们 可 以 
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用 《9.4.5) 后 的 附注 在 C 中 定义 一 个 整 卫 数 e* (也 写作 expz) 等 于 
宪 级 数 〈z"/w1) 的 和 。 我 们 有 
(9.5.2) Et oe orem, 
因为 两 边 都 是 C? 中 的 整 函 数 且 它们 在 R* 中 重合 ,因此 可 应 用 
(9.4.4). 

对 实数 x, 因 (一 汉 )" 是 (jz》” 的 共 轿 复数 , 故 c 是 of 的 
闪 二 复数 ;由 (9.5.2) 推 知 1e*| 一 1。 对 实数 *， 定 义 cosz 一 
弦 (e*)，sin*+ 一 JY (e*"); 所 (9.3.3) 它们 是 实 变量 * 的 整 函 数 . 
又 关系 |e*| 一 1 等 价 于 coszx 十 sin?x = 1, 因而 比 含 | cosx| 所 1 
与 1 sinx| 委 1 对 任意 实数 * 成立 ， 此 外 我 们 有 
(9.5.3) D{e’) 一 cy 
因为 两 边 都 是 C 中 的 整 函 数 ( 据 (9.3.5)), 并 且 它 们 在 尽 中 重合 
特别 地 ( 见 (8.4.1) 后 的 附注 ), 对 实数 x 有 D(ez) 一 ie*, 于 是 
(9.5.4) Dl(cosx) — —sinx, D(sinx) 一 cosx. 


对 实数 x， cosx 与 snx 的 定义 也 可 写成 ox 一 地 《ez 十 


csinz = (ei 一 ei)/2i。 这 两 个 公式 可 以 用 来 对 复数 
定义 coss 与 sins, 内 要 在 右边 用 z 代 零 x， 使 用 这 些 定义 , 公式 
《9.5.4) 对 * 的 复数 值 仍然 成 立 . 
(9.5.5) 存在 数 = > 0 使 得 方程 * 一 1 的 解 是 数 2xni (x 是 正 或 
负 整数 ). 

如 果 z "十 iy， 则 有 |c9j 一 cele?| 一 cf, 于 是 o 一 1 
蕴含 x 一 0，z 一 纱 ， 我 们 首先 证 明 
(9.5.5.1) 使 cosx 一 0 的 点 = 之 0 的 售 是 非 空 的 . 

事实 上 ,我 们 有 

be 2 和 3+2 4 

1 如 [CTE @ CAR 十 3)( 久 十 5) 

显然 ,等 式 右 边 的 收敛 级 数 的 所 有 的 项 都 >0。 因 而 我 们 有 


1 一 cos2> fi 一 上 一 > 1， 
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即 cos2 < 0; 因而 由 (3.19.8), 连 续 函 数 cosx 在 区 间 ]0, 2[ 上 等 
于 零 . 

因 cosx 是 连续 的 ， 故 cosr 一 0 的 根 * 之 0 的 集 DD 是 闭 的 
《3.15.1), 且 它 不 包含 9, 因此 有 一 个 最 小 元 素 ,我 们 把 它 记 为 /2 。 
则 有 sin/2 一 1， 又 因 对 0 委 x 扫 my/2，sinx 是 递增 的 ， 故 
sinzx/2 一 1，ei 一 i。 这 就 证 明了 es 一 !， 于 是 对 于 每 个 整 
数 ,都 有 ce*" 一 1， 又 据 (9.5.2) 有 
(9.5.6) rt 一 or, 

次 而 要 完成 (9.5.5) 的 证 明 , 必得 证 明 方程 o* 一 1 在 区 间 10.2x[ 
中 没有 根 ， 但 是 由 (9.5.2) 推 得 cos (x 十 /2) 一 一 sinx， 故 对 于 
sj2 所 Y 二 机 有 cosx 所 0， 又 因 cos(x 十 as) 一 一 cosx， 于 是 对 
0 之 x 之 2x，cosx < 之 1， 证 完 . 

《9.5.7) 映射 = 一 < 是 任意 区 间 [4,a 十 2x[ 到 C 中 “单位 
贺 ”U:|zx| 一 1 上 的 连续 双 映 射 , 并 且 是 ]a,a 十 2z[ 到 a*# 在 局 
中 的 余党 上 的 同 胚 。 

这 映射 显然 是 连续 的 ,又 由 (C9.5.2) 与 (9.5.5) 知 它 是 单 射 的 .要 
证 明 它 是 [s, a 十 2*[ 上 的 满 映 射 ,显然 可 以 假设 。 一 0, 因 为 如 
果 ED， 则 ece 也 在 台中. 设 二 一 cc 二 部， 则 十 所 二 1. 
因 lal 所 1 县 在 区 间 [0, x] 中 cosx 连续 并 有 cos0 一 1，cosn 
一 一 1， 故 据 Bolzano 定理 (3.19.8) 存在 y E10,w] 使 得 cosy 一 
a。 因此 siny 一 土 8. 如 果 siny 一 6， 定理 就 证 完了 . 如 若 
siny 一 一 8， 则 有 cos(2z 一 y) = cosy 一 a 及 sin(2= 一) 一 
一 siny 二 8. 设 了 是 ec" 在 口中 的 余 ， 并 设 bo 一 EV， 其 中 
a<8<a 二 2r. 若 z 一 cf 在 14,4 十 2z[ 上 的 限制 的 逆 映 射 
在 名 不 连续 , 则 在 14,a 十 ?=[ 中 存在 一 个 序列 (x,)， 它 的 元 素 
属于 2 的 某 邻 域 的 余 , 而 且 使 得 Ime ”一 名 但 是 ， 据 (3.16.D， 
有 一 个 子 序列 (xsk) 趋向 于 在 紧 集 [eye 十 ?=] 中 的 一 极限 c 去 5， 
又 因 喧 六 es， 就 得 到 了 矛盾 ( 男 一 种 证 明 凡 (10.3.1)，)》 
《9.5.8》 单位 加 局 是 连通 的 ， 
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这 可 由 (9.5.7),(3.19.1 与 (3.19.7) 推 出， 
(9.5.9) 《“ 极 大 值 原 理 ”) 设 (c,x") 是 其 有 复 系 数 的 窟 级 数 、 在 
以 0 为 中 心 的 开 多 圆柱 PCC? 中 绝对 可 和 ， 并 设 Ka) 是 其 和 。 
假设 存在 以 0 为 中 心 的 开 球 BCP 使 得 对 每 个 se 8 都 有 [f(z)| 
所 | 蕊 0)1。， 那 么 对 每 个 附 标 > 六 (0 …)0) 都 有 c, 一 0。 换 名 
话说 , 了 是 一 个 常数 ， 

我 们 首先 证 明 ; 如 果 定 理 对 2 二 1 为 真 , 则 它 对 任意 ? 都 真 . 
事实 上 ,对 于 任意 s 一 (z1,…,sp)€ P, 考虑 一 个 复 变 量 的 函数 g(z) 一 
fstzp)， 它 对 [| 之 1 二 8 是 解析 的 ,只 要 8 充分 小 。 因 
为 对 于 很 小 的 + 值 有 gt) 拟 1sg(0)|, 所 以 根据 假设 我 们 有 
gt) 一 g(0). 于 是 特别 地 ,有 万 sb sp) 一 g(1) 一 1(0)， 对 
于 一 1, 可 假设 co 了 0, 否则 , 据 (9.1.6), 结果 是 显然 的 假 
设 存在 一 些 附 标 ” > 0 使 得 c, 六 0, 并 设 w 是 其 中 最 小 的 ， 可 以 


写 出 


jz = coll + bme™ + zmhCz)), 
其 中 bm 关 0 在 P 中 是 解析 的 且 Mo) 一 0， 设 + 之 0 是 这 样 
的 : 它 使 |s| 所 + 合 于 B 中 并 且 对 于 |z| 志 + 有 |#(2)| 专 
去 15m1《9.1.3)， 记 so 一 18m13#， 其 中 【| 一 1。 据 (9.5.7) 存 在 


实数 :使得 ew* 一 5。 因此 ,对 = 一 re， 有 
11 十 osm + 2b)| = 1 + |bmlr™ + enh(z)| > 1 


十 二 pnlrn。 
2 


这 与 在 召 中 |f(z)1 < co 的 假设 矛盾。 
如 果 C? 换 为 Rr， 则 (9.5.9) 的 结果 不 成 立 ， 这 可 以 等级 数 


Gi 二 区 一 之 (一 D"z” (对 于 |z| < 1 作为 例证 ， 


(9.5.10》 设 了 是 在 开 子 集 4CCe* 中 定义 的 复 值 解析 函数 。 并 
且 它 在 4 的 任 窟 连通 分 支 都 不 是 常数 。 那么， 对 于 任意 紧 子 集 
HCA，, 满足 条 件 |/ 一 ep fw)1 的 点 se 及 《所 (3.17.10) 
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这 样 的 点 是 存在 的 ) 都 是 五 的 边界 点 。 
这 立即 可 由 (9.5.9) 与 解析 开拓 原理 (9.4.2) 推 出 . 
问 题 
1) 试 证 ， 如 果 名 (*) <0， 则 对 任意 鳌 牧 a>0， 有 


z Ea 
> 一 (+ 二 十 和 十 十 
“ (Gi 于 


(把 Taylor 公式 (8.14.2) 应 用 到 二 >) 
2) 试 证 : 对 实数 > 有 


i [elt 
i Cr + | 


并 且 这 个 差 的 符号 是 (一 1)"r'; 类 似 地 有 


fe jet 
| az- 人 于 + 和 + cr) 


且 这 个 莽 的 符号 是 (一 1)*x。( 对 = 使 用 归纳 法 .) 

3) a) 设 吕 是 C? 中 一 相对 紧 的 开 于 集 , f 是 中 的 复 值 解析 函数 , 它 在 
了 的 任意 连通 分 支 中 都 不 是 常数 ， 仍 设 存在 这 样 的 数 M>0: 对 5 的 每 个 边 
缘 点 * 与 任意 8>0， 总 存在 = 的 邻 城 使 得 对 任意 zsEUNV 都 有 |1(z)| 
所 M+ 8。 试 证 : 对 任意 zs EU、 都 有 11(*) 1 <M。 并 旦 等 式 在 如 的 任何 点 
都 不 能 达到 (利用 (9.5.10) 与 上 的 边缘 的 紧 性 ). 


5) 在 C 中 , 设 吕 是 满足 条 件 多 (z)>0, 一 子 <5(z)< 三 的 开 集 ， 斌 


证 : 整 函数 exp(exp(z)) 在 如 的 边界 上 是 有 界 的 ,但 在 辟 中 无 界 。 

和 a) 设 己 是 范 数 为 xp) 有 一 sap(|z:|， #1》 的 Banach 空间 C3， 
那么 , 函数 ”一 fs) = 《1,0) + 《0,1)z 是 C 到 C 的 一 个 解析 映射 ， 使得 
对 jz| <1, 贡 (z) 川 是 常数 。 

5) 把 (9.5.10) 的 结果 推广 到 定义 在 开 集 4cC? 中 而 取 值 于 复 Hilbert 
空间 的 函数 。 《如 果 用 (2) 中 在 0。& 4 达 浊 最 天 值 ， 则 考 坊 复 值 函数 一 > 
《H(z)11Czo)); 与 a) 比较 。) 

5) 设 U 是 C? 中 一 开 集 ,了 是 含 于 口中 的 闭 多 网 柱 , 其 中 心 为 “一 (si 
9)， 半径 为 ral1&4<p)， 设 1 是 中 的 一 复 值 解析 函数 ， 并 假设 在 集 
5 一 《Gs 一 0| =+ri 对 1<ip}《 即 诸 加 1z 一 “| 一 的 积 ) 上 ， [1Cz)1 
<%。 试 证 : 对 任意 FEP，[1(z)|&M，( 对 # 使 用 归纳 法 5 对 |541 一 二 | 一 
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7 车 虑 函数 (say yz 一 克 sss szo) 

6) 设 P(x,y) 是 二 个 复 变量 的 复 系数 多 项 式 , 并 且 * 的 最 高 次 数 为 my 
的 为 a。 假 设 : 对 满足 一 1<x 生 1, 一 1&y&1 的 实数 *,y, 有 ]P(z;z)| 所 
M， 试 证 : 对 使 |*|>1,，|y| 之 1 的 实数 >。，y， 有 P(x 9)| 生 M《jx| 十 
VD + VF 一 了 (对 |: <1, 1 <1 把 问题 5 应 用 到 函 


数 eg 《s+ 十，+ + 二) ) 把 此 结果 推广 到 任意 多 个 变量 的 多 项 式 。 


7) ?) 设 i(z) 是 柄 尊 B: jz| <1 中 的 一 个 复 变 量 的 复 解析 函数 .假设 在 
再 中 1s <M 以 及 10) 一 0， 试 证 : 在 B 中 |1(z)|<Mla| 《 考 虞 在 B 
中 是 解析 的 函数 fz)/z) (“schwarz 引 理 2。 何 时 可 能 相等 ? 

b 在 C 上 对 = 一 (zsz) 考虑 范 数 一 (|ssl? 寺 二 [21 
《 称 为 “Hermite 范 数 ”)。 设 B 是 关于 该 范 数 的 球 lij<1 文 设 1 是 5 中 满 
足 K9) = 0 并 在 B 中 有 |1(z)|<M 的 复 入 和 解析 函数 , 试 证 : 在 B 中 ]1(z)| 
<Mls 《考虑 一 个 变量 的 复 函 数 全 Crt>…szy)。 并 使 用 a))。 

8) 2) 在 复 域 C 中 , 设 姨 (" 负 半 实 直线 站 是 由 Cz) 一 0 29(s)<0 定 
义 的 子 集 , 设 是 已 在 C 中 的 余 集 . 另 一 方面 , 设 5 是 由 一 x<Y(s)<x 定 
义 的 集 ， 试 证 : 脆 身 zet 是 3 到 了 上 的 同 胚 (利用 (9.5.7)); 其 道 呐 射 记 
为 xlogs: 并 称 为 “= 的 对 数 的 主 信 ”。 我 们 有 logz = log |z| + Am(s)i， 
其 中 Am(z) 是 满足 一 <<9<z 与 *= |zlet 的 唯一 的 数 9 (= 的 "中 
角 ")。 如 果 zy 与 xz 者 在 F 中 ， 试 证 ， 差 log (sx) 一 logz 一 logz 等 
于 0, 2 或 者 一 2xr。 

b) 在 球 8: ]z| <<!1 中 , 备 级 数 《( 一 1)"z"/n)s>， 是 绝对 收 黎 的 ; 如 果 
Hz) 是 它 的 和 , 斌 证 : f(x) 一 log (1 + <)。 (注意; 如 果 *E Bs， 1 <EF; 
证 明 f(z) = 1/(1 + #)， 由 此 结果 推出 ， 当 * 是 实数 并 当 一 1<z<1 时 。 
有 Kz) = log(1 + :)。 最 后 , 考虑 解析 孙 数 efee 并 使 用 (9.4,4。) 由 此 
得 出 : legx 在 中 是 解析 的 。 


对 任意 负数 与 省 意 纱 数 "> 0 设 ) 一 x 一 1)-…(t 一 n+1)/ 


人 4 一 加 cmt， 其 中 cu 是 有 至 数 (我 们 令 ( 5) 一 . 试 证 : 军 级 数 (orra) 


2 


在 直 xC 中 是 绝对 可 和 的 (注意 : 对 任意 数 +>0, 有 


tt 


Sa (十 IT) 
其 中 。 是 一 常数 )， 再 证 明 这 个 级 数 的 和 是 exp(zlog (1 + 中))。 (首先 考 
唐 = 与 上 是 实数 的 情形 ， 并 把 Taylor 公式 (8.14.2) 应 用 到 函数 (1 + 
sj) 上。 然后 利用 (9.4.4)。) 国 数 exp(tlog (1 + 2)) 也 每 成 (1 + *)3 试 
证 : 对 实数 什 ,有 1 二 zs 和 一 霸主 本。 
d 如 果 :>0，。 试 证 * 一 (1 + 5)' 可 以 连续 开拓 到 闭 回 盘 jz|<1 上 。 
(机 央 (5) 的 类 你 于 6 中 所 得 的 上 男 。 并 注意 : 对 *>0 有 1-<e7.) 
9) 3) 设 fxK(1&j<m; 1&4w) 是 定义 在 C? 的 开 连 通 于 集 4 上 的 纯 
量 解 析 冰 数 , 又 设 w* 是 >0 的 实数 ， 试 让 :连续 画 数 


#5) 一 Dy Has) lelfake) ase) mas) 1m 
2 


在 4 的 任 一 点 上 都 不 能 达到 极 大 什 ， 除 非 等 个 积 f(a) w|imaCz》| "mt 
(<t&w) 在 4 中 都 是 常数 。 (注意 ; 如 果 KKs) 在 4 中 解析 且 蕊 sa) 天 0 
那么 , 对 每 个 实数 ,都 存在 一 函数 gx(z), 它 在 6 的 某 邻 域 中 解析 旦 在 该 分 
城中 有 lga(z)| = 11(z)]*; 应 用 问题 8c》 于 该 结果 ，) 把 此 结果 推广 到 ey 
是 任意 实数 的 情形 ,如果 任 一 个 #4 在 4 中 均 不 为 0。 

b) 把 问题 34) 的 结果 推广 到 x《z). 

10) 设 太 <) 是 一 个 复 变量 的 复 值 函数 , 在 由 Ri< |z| <R 定义 的 开 集 
4 上 解析 (其 中 9S < 总)， 对 任意 满足 驴 <r< 司 的 设 MCc)= sop; 
jz)]， 斌 证: 如果 Ri<r, <m< 关 < 已， 则 


Jeg 一 tiogr， logri 一 Logr 
iog Mi : logM 了 log 于 | 
oa MC ) SE i log 人 + Eee iog Mr,) 


(“Hadamard 三 加 定理 ”)。 (把 问题 9 应 用 到 14]|1(z)|. 上 , 其 中 实数 a 适 
当地 选择 ， 并 在 集 "<1*| <m 中 考虑 函数 |z|*… Ks)|.) 什么 时 候 等 式 成 
立 ? 

11) 诗 C* 与 Ce 上 赋予 Hermite 范 数 (问题 7)。 设 / 是 由 Cr 中 的 球 
8B; | 下 <1 到 Ce 的 解析 映射 ， 我 们 有 f = (1,,…,j;)， 其 中 有 是 8 中 的 复 
信 解 析 活 数 。 假 设 1(0》= 0; 斌 证， 如 果 对 *EB 均 有 jl(z 上 SN， 则 对 
*E8 也 有 上 4)1<M。 jel 《对 每 个 <€ By 考虑 函数 一 pe(tz)/ 并 应 用 问 
题 与 3 )， 等 式 何 时 成 立 ? 

12) 在 Cr? 上 赋予 Hermite 范 数 《问题 7)。 设 F,G 是 8: 有 jj<1 到 
?中 的 两 个 解析 映射 ,它们 分 别 是 8 到 开 集 0 = KB)》 与 了 = G(8) 上 的 
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同 昨 ,而且 它们 的 逆 映 射 分 别 在 F(B) 与 GC8) 上 解析 (这 最 后 的 条 件 实际 
上 可 由 其 他 的 条 件 推出 ; 见 16.3 节 , 问 题 2)。 对 任意 满足 0<r<1 的 7, 设 
5, 是 球 有 sl<r。 并 设 UV, = FCB,)，V, = 一 GC(B,)， 它 们 分 别 是 UV 与 7 的 开 
子 集 。 试 证 ， 如果 到 的 解析 映射 < 满足 x(F(0)) = G(0)。 则 对 每 个 满 
必 0<r<1 的 rs 都 有 «(DU,)crV, 《利用 问题 11). 

13) 设 # 是 球 8: 1z| <R 中 的 一 个 复 变 旺 的 复 值 解析 函数 ， 对 任意 满 
屁 9<rc<R 的 r 设 4r) 一 mp, R01)), 


a) 试 证 : 一 4(*》 是 严格 递增 的 ,除非 了 是 常数 (考虑 cxp(i(s))。 
b) 试 证 : 当 A(R_)<+oo 时 ,有 


Rr | 
Ar) < 
ME 


2 
Ri+r 


AC0)+ A(R_Y 


《应 用 问题 12, 其 中 F(x) = Rz, 而 G6(#) 是 (oz + 56)/(cz + 4) 形 的 ,这 里 
常数 s。5, <，4 逃 得 使 5(B) 是 由 只 (z)<A(R_-》 定义 的 半 平面 )。 

14) a) 设 4 是 Cr? 的 相对 紧 开 于 集 ,E 是 4 的 边缘 的 一 个 闭 于 集 。 假设 
存在 一 复 信和 函数 8; 它 在 4 的 基 邻 域 中 是 解析 的 , 在 三 中 等 于 0 而 在 4 中 任 
何 连通 部 分 都 不 便 等 于 0。 设 /是 4 中 的 复 值 解析 函数 ,而 且 在 4 中 是 有 界 
的 。 又 恨 设 存在 这 样 的 数 W: 对 4 的 每 个 边 缚 点 *#E 与 每 个 a>0， 总 存 
在 > 在 C* 中 的 分 域 Y， 使 得 对 z€ 4nV 有 jz)|<M + s。 试 证 对 每 
个 *E4 都 有 [fz)| 志 MM。 《可 以 假设 对 x:€4 有 1a《*)| <!。 考 赔 少数 
11Cz)11stz)1*，。 其 中 “>9 是 任意 的 ， 并 把 问题 9b) 的 结果 应 用 到 这 个 函 
数 上 . ) 

5) 试 还 : 当 删 去 f 在 4 中 有 界 的 假设 时 ,a) 中 的 结果 不 成 立 ，( 考 菩 
函数 exp(exp((1 一 =)/s)) 并 利用 河 题 3b))， 

15) 设 o(*) 是 在 [b+ co[ 上 定义 并 浦 足 w(x)>0 与 lim wl) 一 二 
oo 的 函数 .验证 : 如 果 复 信 冰 数 f 在 闭 半 平面 4: 名 (xz) 关 0 上 解析 ， 则 至 
少 存在 一 个 点 656 4 使 得 |f8)1 <1exp(eo《151)8)|。 (用 有 反 征 法 : 如 时 结论 
不 真 ,应 用 问题 9a) 证 明 : 对 每 个 s>8 的 值 ,函数 [eKz)|* 在 4 中 都 
是 过 1 的 . 》 

16) 设 4 是 C? 的 相对 紧 开 子 集 , 1 是 在 4 中 解析 的 复 什 函 数 。 假设 存 
在 数 M> 0 与 对 任意 =E 4，&(z)ss0 的 在 4 中 解析 的 复 值 函数 z， 并 具有 
下 述 性 质 :对 4 的 每 个 边缘 点 *, 与 每 个 se> 0。 存在 * 的 邻 域 ">。， 使 得 对 
和 4Y， 有 1Kz)| 志 MIe《z)1*， 试 让， 在 4 中 [Ks)| SM 《“Phragmén- 
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lindelsf 原理 ”; 利 用 问题 9b))。 

17) 设 品 是 问题 3b) 中 定义 的 那个 开 集 ， 又 设 是 了 的 某 健 域 4 中 的 
复 信 解析 函数 ， 具 有 下 述 性 质 ，1" 在 上 的 边缘 上 [Az)| <1; 2° 存在 满足 
0<s<1 的 常数 = 旦 对 *ED， 有 1Kz)| 志 exp《exp(a 久 (zs)))， 试 证 在 UV 中 
is)1<1。( 注 意 ; :一 一. 一 把 变换 成 一 个 相对 了 紧 集 并 使 用 Pbragmén- 


十 上 


lindelaf 原理 (问题 16), 其 中 EK*) 取 成 exp(exzp(az))。) 


6. 沿路 径 的 积分 


C 中 的 一 条 线路 是 指 不 退缩 为 一 点 的 紧 区 间 1 = 1a,8]cCR 
到 蕊 的 一 个 连续 映射 x+， 如 果 7(DC4CC， 则 我 们 称 > 是 入 
中 的 一 条 线路 。 x(a)(Y(2)) 称 为 线路 的 始点 (终点 ), 这 两 点 也 
统称 为 7 的 端点 ， 当 7(e) 一 x(2) 时 ， 称 7 为 闭路 ， 当 7 在 了 
中 是 常数 时 ,我 们 也 说 线路 > 退缩 为 一 点 .了 到 C 的 满足 x*() 一 
7y(a+2 一 人 的 映射 7" 是 一 条 线路 ， 称 为 的 反 向 . 设 一 [5， 
c<] 是 民 的 一 紧 区 间 , 其 始点 是 工 的 终点 ， 并 设 疡 一 ZU 一 [ay 
*]. 车 六 是 在 1 上 定义 的 一 条 线路 ,并 满足 x1(5) 一 YC2), 又 
若 定义 六 在 工 中 等 于 7， 在 五 中 等 于 y:， 则 7; 是 一 条 线路 ， 记 
为 >V yu 并 称 为 7 与 7 的 毗连 ， 

我 们 称 定义 在 1 一 14,bjCR 上 的 线路 7 是 一 条 路 径 , 如 果 
7 是 规则 函数 的 原 郊 数 《8.7.27， 如 果 又 有 7(e) 一 x(8), 我 们 就 
说 Y 是 回路 ， 显 然 路 径 的 反 向 是 路 径 , 两 条 路 径 的 毗连 也 是 路 径 . 
设 y， 7y: 是 两 个 路 径 ,分 别 在 ?， 上 定义 我 们 称 7 与 是 等 
价 的 ， 如 果 存 在 了 到 1 上 的 递增 双 射 p。 使 得 9? 与 gq-! 部 是 规则 
函数 的 原 函 数 ， 并 且 y 一 Yiep【《 从 而 7 一 7o9"1)。， 立即 可 以 
推 知 ( 据 (8.4.1)), 这 实际 上 是 路 径 之 闻 的 一 种 等 价 关系 。 

如 果 路 径 Y 是 在 ! 一 [sa,56] 上 定义 的 ， 则 存在 与 7 等 价 的 
路 径 六 并 且 它 定义 在 任 一 另外 的 区 闻 了 一 [c，4] 上 ,因为 存在 J 
到 了 上 的 线性 双 射 :一 pC) 一 at 十 68， 并 且 7, 一 Yop 其 有 所 各 
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设 了 是 一 条 定义 在 了 一 [4,8] 上 的 路 径 ,又 设 了 是 紧 集 >(77 
到 复 Banach 空间 E 中 的 一 个 连续 映射 ; 那么 函数 :> 1 (YC)) 
在 工 中 连续 ， 从 而 一 忒 r(GoO)7 Go) 是 一 个 正则 函数 .积分 


人 frCD)r(Da 称 为 沿路 径 的 积分 ,并 记 为 | (2)dz。 由 
(8.74) 可 立即 锥 知 : 如 果 i 是 与 7 等 价 的 路 径 , 则 |，f/(2)42 一 
fC9as、 此 外 ,由 定义 可 直接 失 得 : 

(9.61) ,16005 — 一 人 Da. 


(9.62) jw dz 一 bh fs) az + 本 fz) dz, 


当 毗 连 yx,Y x， 有 定义 时 . 

设 Y 是 一 个 定义 在 工 一 [a, 5] 上 的 回路 ， 对 任意 "6 7， 考 
虑 /== {cc 十 5 一 a] 上 的 映射 71, 其 定义 如 下 ; 当 c 拟 1: 才 b 
时 , yD) = yD; 当 bErEe+b e772s 
十 a9)， 立 即 可 以 验证 : 7, 是 使 7,(J) 一 7(1) 的 回路 ， 而 且 对 


于 7(7) 到 的 任意 连续 喘 壬 妨 有 | /D2 一】 1(04s， 换 


名 话说 , 了 沿 回路 的 积分 与 回路 的 始点 无 关 。 

设 yo, y: 是 在 同一 个 区 间 上 定义 的 两 条 线路 , 并 设 4 是 亿 
中 满足 Y(1)C4 与 nm(DC4 的 一 开 集 ，4 中 Ys 到 7 的 同 欠 
是 指 1 X [a,8] (a <<8 在 民 中 ) 到 4 的 这 样 的 连续 映射 p: 在 
I 中 有 pCisa) 一 yoG) 与 gl1,8) 一 71)。 我 们 说 六 在 4 中 
同 伦 于 yo 如 果 存 在 4 中 ye 到 71 的 同 伦 , 很 清楚 ,对 任意 5e [ay 
B]。:-> q(t，5) 是 4 中 的 一 条 线路 。 当 Yo 与 71 痢 是 闭路 时 ， 
我 们 称 9 是 4 中 的 闭路 同 伦 , 如 果 存 在 4 中 Yo 到 Yi 的 同 伦 p, 使 
得 对 任意 Ee [cp]，: > p(t,5) 是 4 中 的 一 条 闭路 ， 当 我 们 说 
两 个 闭路 yo, 7， 同 伦 时 , 总 是 指 存 在 一 个 闭路 同 伦 ( 而 不 只 是 一 
个 同 伦 )。 
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如 果 m 是 4 中 yo 到 7; 的 定义 在 了 x [a,8] 中 的 同 伦 , 则 映 
射 (6 一 ppa 二 有 一 引 是 4 中 因 到 加 的 同 伦 ， 另 一 方面 ， 
如 果 玫 是 4 中 定义 在 了 Xx [ea',8"] 中 的 7, 到 7; 的 向 伦 ， 那 么 ,我 
们 可 以 用 下 面 的 方法 定义 4 中 xo 到 7; 的 同 伦 6: 在 1 x [a, 6] 
中 我 们 取 06 二 pg; 令 8" 一 8 十 8 一 a', 在 7X [8,8"] 中 取 
8(1, 8) 二 (1, 十 a' 一 8)， 这 是 有 意义 的 , 因为 据 假 设 两 个 定 
义 都 给 出 了 1, 8) 一 7.( 尹 ， 并 可 以 直接 验证 ; 6 在 7 Xx [as 8”] 
中 连续 ， 在 4 中 取 其 值 ,而 且 满足 61, a) 一 Yo), 9(4, 8 ) 一 
72t)， 这 表明 : 4 中 线路 之 闻 的 关系 “7Y, 在 4 中 同 伦 于 7ym 是 一 
种 等 价 关系 ; 它 也 是 4 中 闭路 之 间 的 等 价 关系 ,因为 , 当 yo 与 7, 的 
一 部 分 以 及 7 与 六 的 另 一 部 分 都 是 闭路 同 伦 时 ， 上 述 定义 给 出 
74 与 7; 是 闭路 同 伦 . 
《9.6.3) 《Cauchy 定理 ) 设 4CC 是 开 集 , f 是 4 到 复 Banach 
空间 EE 的 解析 映射 如果 PT 是 4 中 的 两 个 回路 ,并且 它们 


在 4 中 是 同 伦 的 , 则 人 .Kaz 一 人 Kaz 


六 


假设 区 ,了 2 是 在 7 一 [4,5] 中 定义 的 ， 并 设 四 是 4 中 刁 到 
了 的 定义 在 了 X [a, 8] 中 的 同 伦 (注意 : 并 不 假设 : 对 去 a， 
p, 闭路 上 一 9(z) 是 回路 )， 因 为 是 连续 的 : 故 工 一 PCL X 
La,8]) 是 含 于 4 中 的 紧 集 。 据 定义 与 Borej-Lebesgue 公理 , 在 工 
中 存在 有 限 个 点 at(1 所 太 扎 wm) 以 及 对 每 个 都 存在 以 mx 为 
中 心 的 开 球 PCA4， 使得，1° 这 些 Pi 构成 的 开 覆 盖 ; 2° 在 每 
个 中 ，f(z) 等 于 一 个 在 Px 中 收敛 的 关于 z 一 ok 的 震级 数 的 
和 . 存在 一 个 数 p > 0 使 得 对 于 每 个 x*€ L， 以 * 为 中 心 以 P 为 
半径 的 开 球 都 至 少 包 含 在 一 个 Pk 中 (3.16.6)， 由 (9.3.1) 推 出 对 
于 每 个 x€ 工 , f(z) 在 球 B(x; po) 中 都 等 于 关于 “ 一 x 的 收 伍 
各 级 数 、 

因为 gp 在 1X [a, 8] 中 是 一 致 连续 的 《3.16.5)， 所 以 存在 
>0 使 得 :一 /| 所 ,一 5 二 闭合 |p(t, 5) 一 pl; 
二 ) 所 p/4, 设 (sijocier 是 7 中 这 样 一 个 递增 序列 : 即 一 a， 
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#r 一 上 以 及 对 于 0 所 i 所 rr 一 1 有 po 一 二 实 85 (Sjjvejar 是 
fa, 8] 中 满足 名 一 oo 总 一 8 的 递增 序列 ,以 及 对 0 所 j 所 :一 1 
有 二 一 与 委 8， 对 Ht 0 委 1 生 7 一 1 及 1 所 ) 所 
< 一 1 定义 7Y; 如 下 . 


Ti) ~ pt, $7) 十 天 一 至 


7 (pin38i) — pts 6)), 


trl 
此 外 , 设 Yo 二 也， 7 一 了 那么 ,对 于 0 亏 j <:， yj 是 4 中 的 
回族 .我 们 只 要 证 明 : 对 于 0<j<: 一 1 有 | fo 一 | 1 


dx. 现在 注意 : 据 志 与 $; 的 选取 ,所 有 的 点 Yj(?) 与 rimlz)， 其 
中 和 + sin， 都 属于 以 (zs 与)》 为 中 心 以 P 为 半径 的 开 球 
9;;。 据 (9.3.7) 与 (9.3.1)， 存 在 一 个 在 9;; 中 解析 的 函数 gy 使 得 
在 Qi; 中， gilz) 一 f(z).。 因为 9-wn 9 是 非 空 的 与 连通 的 
(9.1.D， 改 据 (8.6.1) 差 gw 一 81 在 8,-4i 几 95 中 是 一 常数 。 
因为 根据 定义 ， 


J KW DN Kr, Oat 


Pr 


一 5 2" EREAGPAGER 
FETS 


= Fg i00)) — gl7,60))), 
天 此 我 们 的 问题 化 为 证 明 关系 式 “ 
Sp) ~ pA 


Fgh) 一 arc) 
这 式 也 可 以 写成 
C9.6.3.D) Fg sn0)) — palin)) — gt)) 


#0 
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+ garinkt))) 一 0 
但 是 对 于 1 < 和 7 一 1 Yo 与 Yim(4) 都 属于 2 -urn9sas 
于 是 根据 上 面 已 得 知 的 ,我 们 有 
gATAI)) 一 ga Tt)) 一 BioNKYTKCDD) — gi-vi Tn kt). 
因而 (9.6.3.1) 的 左边 化 为 
gr FAL)) — gris rant)) — gy r (10)) + go Yin to)). 

但 因 7; 与 Yin 都 是 回路 , 改 我 们 有 7ii) 一 Ar) 与 Yi 一 
7ra(tr)， 又 ;这 两 点 都 属于 gun 8,-1;， 而 此 集 是 连通 的 ， 因而 
据 (8.6.1) 差 gj-uf 一 gu 在 这 个 集中 是 一 个 常数 ,证 完 . 
(9.6.4) 设 7,、7; 是 开 集 4CC 中 的 两 条 路 和 经， 具有 相同 的 始 
点 w 和 相同 的 终点 v， 而 且 存在 4 中 7, 到 7 的 同 伦 p， 它 保持 
# 与 v 不 动 ( 即 对 于 每 个 6 [ep]， 都 有 p(s) 一 4 与 p(5， 
) 二 vz， 如 果 叶 是 在 [4, 5] X [a, 8] 上 定义 的 )， 那么 ,对 于 4 
中 的 每 个 解 折 函数 户 都 有 | (5 dz 一 | f(y. 

设 7 是 7 的 反 向 路 径 ， 并 设 yx 一 Yi 一 5 十 4) 对 于 
5 所! 所 25 一 a 成 立 ; 则 73 是 一 条 等 价 于 79 的 咯 径 , 按 定 义 ， YN Ys 
与 ?Vs 都 是 加 路， 并且 这 两 个 回路 在 4 中 是 同 伦 的 ,因为 ,如 
果 我 们 定义 jC458), 当 a。 1<5 时 等 于 p(1,8), 当 5 所! 声 
25 一。 时 等 于 ys， 则 几 是 4 中 一 闭路 同 伦 。 应 用 (9.6.3) 得 
到 | fa az 十 1 fa 一 上 f(2) oz 十 1 /aaa， 证 完 ， 


7. 单 连通 域 中 解析 函数 的 原 函 数 


单 连通 域 4CC 是 这 样 的 开 连 通 集 4 中 的 任意 闭路 都 在 
4 中 同 伦 于 一 个 退缩 为 单 点 的 闭路 .显然 ，C 中 任意 一 个 同 有 是 于 
4 的 开 子 集 都 是 单 连通 域 . 
《9.7.1) 例 , 关于 点 oa€ 4 的 星 形 域 4CC 是 这 样 的 开 集 : 对 
任意 >e 4， 连结。 与 x 的 线段 部 合 于 4 中 。， 这 样 的 集 显 然 是 连 


244 * 


通 的 (C3.19.1) 与 (3.19.3))。 加 果 7 是 4 中 的 任意 一 条 闭路 ， 那 
么 7 是 7 到 那个 退缩 为 «的 闭路 的 同 伦 并 且 对 0 所 $< 才 1, p(t， 
引 二 4 十 (1 一 《YQ) 一 a); 一 个 开 球 是 关于 它 的 任意 一 点 的 
星 形 域 . 

(9.7.2) 如 果 4CC 是 一 开 连 通 集 ， 则 对 4 中 任意 两 点 #，v, 都 
有 一 条 以 * 为 始点 v2 为 终点 的 路 径 存在 . 

我 们 只 要 证 明 :4 中 以 “为 始点 的 所 有 路 径 的 终点 的 子 集 
BC4 是 4 中 醋 开 又 闭 的 (3.19). 如 果 x€ 4n 巨 ， 则 存在 以 > 
为 中 心 含 于 4 中 的 球 5 ,并 且 据 假设 ,5 包含 以 * 为 始点 的 路 径 7 
的 终点 "以 = 为 端点 的 线段 含 于 3 中 , 假如 > 定义 在 [a, 5] 
上 ,那么 在 [a,6] 上 等 于 7 而 在 [5 到 十 1] 上 等 于 yxKnD 一 p 十 
(4 一 5) (x 一 v) 的 路 径 7, 是 含 于 4 中 的 ,并且 始 点 为 w， 终 点 为 
xy. 因而 ze B。 另 一 方面 ， 如 果 ?6 B, 则 存在 以 ?为 中 心 含 于 4 
中 的 球 $. 对 任意 "e 5, 以 ?，? 为 端点 的 线段 含 于 5 中 .同样 地 
定义 一 条 始点 为 x 终点 为 ” 的 路 径 , 它 含 于 4 中 , 故 SCB, 证 完 。 
(9.7.3) 如 果 4CC 是 一 个 单 连通 域 ， 则 任意 在 4 中 解析 的 函数 

f 都 有 在 4 中 解析 的 原 函 数 ， 
设 sx 是 4 中 任意 两 点 , yi， 7: 是 4 中 以 < 为 始点 以 :为 终 


点 的 两 条 路 径 。 出 | ，fKe dx 一 |， dc。 事实 上 。 通 过 用 等 


价 路 径 代 换 x2s 我 们 可 以 假设 六 在 [5, ce] 上 定义 ,而 72 在 [c,d] 
上 定义 ， 那 入 7 一 Y,VY? 是 4 中 的 回路 , 因而 它 同 伦 于 4 中 一 


点 , 故 由 Cauchy 定理 ,| (ix 一 0， 这 就 证 明了 我 们 的 断 计 . 


由 此 可 以 定义 8(a 是 | (dz 对 于 4 中 任意 一 条 以 = 为 始点 
以 z 为 终点 的 路 径 Y 的 值 。 由 (9.72)。8 是 在 4 中 定义 的 。 既然 
对 任意 zae 4， 存 在 一 个 以 为 中 心 的 开 球 BC 4， 使 得 在 其 中 
1 六 等 于 关于 4 一 m 的 收敛 千 级 狐 , 因 而 , 握 (9.3.7) 存 在 在 
中 的 原 函数 4， 它 是 解析 的 ， 并 且 满足 Kao) 一 gCzt)， 于 是 ， 对 
zh 一 人 (aa) 一 仆人 mA Kz 一 20)) Cs 一 0 者， 但 是 ; 
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所 定义 ,右边 就 是 | f(s)4z， 其 中 o 是 在 [0, 11 上 定义 的 路 径 
+ 六 zo 十 民 z 一 20)， 因为 这 个 路 径 在 BC4 中 ， 政 由 & 的 定义 
我 们 有 8 (Ca 一 (so) 一 | Xe)az， 因而 得 出 在 了 中 8 一 
4《z)， 证 完 。 


”8， 点 对 于 回路 的 指数 


《9.8.1) 定义 在 民 的 区 间 1 二 [a,5] 上 并 含 于 单位 贺 U~={z& Cl 
1z| 一 二 中 的 尾 一 条 线路 7( 门 ;都 具有 形式 上 一 ev"o， 其 中 由 是 
了 到 尺 中 的 连续 映射 . 如 果 Y 是 路 径 , 则 由 是 正则 函数 的 原 函数 。 
因为 7 在 1 上 是 一 致 连 续 的 ， 所 以 在 I 中 存在 满足 一 a， 
和 一 上 的 一 递增 点 列 (0 忆 克 所 p), 而 且 7 在 每 个 区 间 1 一 
[si] 《0 夸克 所 一 1) 上 的 振 申 (3.14) 都 是 和 1 的 ,这 葡 食 
7(I) 闫 U。 如 果 BkE 民 使 得 e947 (9.5.7)， 则 x 一 
ex 是 区 间 ]0,2x[ 到 eex 在 台中 的 余 集 上 的 一 个 同 胚 (9.5.77 
如 果 ok 是 其 逆 同 胚 , 则 对 于 6 74, 我 们 可 以 写成 ?G2) 一 es， 
其 中 如 GQ) 二 pi《Y 了 )+B4 在 关中 连续 ， 由 (9.5.5) 有 
二 2nktr， 其 中 4 是 整数 (0 所 让 二 p 一 2). 
现在 用 下 面 的 方法 在 了 上 定义 由: 对 46 J (PD) 一 go(); 关于 
下 使 用 归纳 法 ， 对 4 过 + 所 我 们 令 由 (人 一 GD 十 出 (Ce 
一 各 《24)。 对 于 使 用 归纳 法 立即 可 知 ， 对 0 委 委 训 一 1， 
(4) 一 gaCt4》 是 2x 的 整数 倍 ; 因 此 ,对 ze 7 有 7Y(D = ev9， 
而 几 在 工 上 显然 是 连续 的 ， 其 次 , 车 7G) = alz) + 诊 (D)， 则 有 
ec) = cos $l) BC) 一 各 由 六， 并 且 数 cos 和 (9)，siny(o 中 
有 一 个 不 为 0。 据 《9.5.4) 并 对 函数 cosx，sin* 之 一 在 其 导数 
兰 0 的 点 上 应 用 (8.2.3) ,我 们 推出 : 如 果 7 了 在 点 + 有 导数 , 则 中 亦 
然 ,; 并 且 种 一 Y/YCD， 证 完 . 

《9.8.2) 对 和 任意 点 a EC 与 任意 含 于 C 一 a} 中 的 回路 7， 
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| ee 一 9) 具有 形式 ?nzz, 其 中 = 是 正 或 负 韶 数 . 
通过 平移 ,我 们 可 以 假设 a 一 0， 设 ?定义 存 1 一 [5, <] 上 ， 


那么 函数 yp(， Dep + 一 7(D) 在 1 x [0,1] 上 


是 连续 的 ， 并 且 是 回路 7 到 回路 >,(D) 一 尼 人 的 一 个 闭 暑 同 从 


(在 Cr 一 C 一 {0 中 ), 而 且 (DCcD， % 1/z 在 Cr 中 是 
解析 的 。 所 以 Cauchy 定理 (9.6.3) 指 出 sc/s -人 dz/z。 但 据 
(9.8.1)，7i(D) 一 cewto， 其 中 四 是 一 正则 函数 的 原 函 数 , 故 由 定义 
| fs 一 6(e) 一 瞩 (5))。 按 假设 74.(5) 一 


Yc)， 因 而 结论 由 (9.5.5) 推 出 。 
附注 . (9.8.2) 的 不 利用 (9.8.1) 的 一 个 更 简单 的 证 明 可 以 给 
Ys)ds 


出 如 下 (Atfom)， 设 40D 一 | 汪 ; 它 有 导数 等 于 
1 一 了 入， 除 在 7 的 一 个 译 多 可 数 子 集 的 点 上 例外 。 故 


车 gD 一 co(7(D 一 a)， 则 我 人 有 8 (CD 一 0， 除去 工 的 一 个 
至 多 可 数 子 集 。 因 而 ( 据 (8.6.1))z 是 党 数 ,于 是 cx 一 工 (一 < 


7 (一 o 
但 由 于 y(c) 一 7(5， 因 而 co 一 1， 据 (9.5.5)， 这 草 含 
外 c) 一 2nmz 对 其 个 整数 成立. 

我 们 称 数 ” 是“ 关于 Y 的 指数 (或 者 y 关于 a 的 指数 ,并 记 
为 # 一 ja;7)， 由 Cauchy 定理 推 知 : 如 果 71,7; 是 C 一 {a} 
中 的 二 个 同 伦 回路 , 则 它们 对 于 a 有 相同 的 指数 . 
(9.8.3) 指数 7x, 7) 在 紧 集 7(7) 的 余 集 4 的 每 个 连通 分 支 上 
都 是 常数 ， 

事实 上 ,我 们 注意 : x -> ix;7》 在 开 集 4 中 是 连续 的 ， 因 为 
按 定义 , x 十 请 关于 7 的 指数 ( 若 * 十 hg&Y(1)) 等 于 > 关于 闭 道 
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加 


Yi:t 一 7Y(9 一 的 指数 但是, 如果 了 是 一 个 以 z 为 中 心 为 
半径 的 合 于 4 中 的 球 ,那么 ,只 变 4 < 7， 则 pl1,8) 一 7(D 一 
如 《在 了 X [0, 1] 定义 ) 就 是 C 一 {x} 中 7 到 7 的 闭路 同 伦 ， 
因此 , 据 Cauchy 定理 ,，j(x 十 如 7 了 ) 一 jx;Y)， 因 为 整数 集 x 
是 一 个 离散 空间 , 故 结论 由 (3.19.7) 推 得 . 
《9.8.4) 例 . 设 8, 是 在 1 一 [0,2x] 上 定义 的 回路 “一 ez 其 
中 ”是 正 或 负 整 数 ， 我们 有 s,(1) 一 品 ，e。 称 为 “ 取 次 的 单位 
贺 ”. 注意 : 开 集 C 一 U 有 两 个 连通 分 支 , 即 球 8: 1z| <<1 与 
由 1z| > 1 定义 的 六 的 外 部 E， 事 实 上 ,8 是 连通 和 的， 因为 它 是 
一 个 星 形 域 (9.7.1); 叉 由 (4.4) 与 (9.5.7),E 是 ]1,++co[ x[0, 2z] 
在 连续 映射 《x,t) > ze 下 的 象 , 于 是 由 (3.19.1), 《3.20.16) 与 
《3.19.7) 得 到 结果 (类 似 的 论证 也 可 证 明 8 与 8 一 {0} 的 连通 性 ); 
最 后 ,在 C 一 U 中 ,8 与 是 既 开 又 闲 的 , 因为 8 在 C 中 是 开 的 ， 
且 8 一 (C 一 U)NB, 故我 们 有 外 一 加。 由 定义 与 (9.5.3) 
推 得 jC0, es) 一 x， 于 是 对 B 中 任 一 点 #, zies) 一 >。 让 我 们 
来 征明 对 于 正中 任 一 点 ,有 js; es) 一 0， 更 一 般 地 : 
(9.8.5)》 如 果 回 路 7 合 于 闭 球 D:|z 一 a| 所 7 中 ， 则 对 于 D 的 
一 个 外 点 x* 有 jz;Y) = 0。 
事实 上 ,假设 7 在 区 间 1 一 [5。c] 上 定义 , 且 在 这 个 区 间 上 


17(D1 < 由 定义 ,对 1 一 中 > "有 2nia 7) 一 ] -上 - 


一 人 9 和。 但 因 17( 一 中 去 y， 故 对 性 意 467 有 
sr 一 和 


ly(9 一 直 沁 jz 一 | 一 *。 因 此, 据 中 值 定理 ，2x|lj(zsy)| < 
Ce 一 好 ， 当 17 一 “| 充分 大 时 ,右边 < 2r, 双 因 jziy) 是 


jz 一 al 一 

一 个 整数 ， 这 就 蕴含 Xs， 7) 一 0， 但 如 上 已 知 DD 的 外 部 是 连通 
的 ,于 是 结论 由 (9.8.3) 得 出 。 

《9.8.6》 对 定义 在 I 上 的 CC 中 任意 回路 7, 使 j(x; ”) 隆 0 的 点 
*E€C 一 7(1) 的 集 在 C 中 是 相对 紧 的 . 
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因为 据 (9.8.5) 该 集 含 于 任 一 个 包含 r《7) 的 闭 球 中 。 
(9.8.7) 设 4CC 是 一 单 连通 域 , 7 是 4 中 的 一 条 回路 , 则 对 C 一 
了 4 中 的 任 一 点 x, j(x*;7) 一 0. 

据 假 设 ， 存 在 定义 于 1 X J 上 的 4 中 的 p， 它 是 ?到 退缩 为 
单 点 的 团 路 上 的 同 伦 . 因为 x 和 gq(IxJ) 天 Cauchy 定理 给 出 


faa/ —#) = 0. 


9. Cauchy 公式 


《9.9.1》 设 4CC 是 单 连通 域 (9.7), f 是 4 到 复 Banach 空间 已 上 
的 解析 映射 那么， 对 定义 在 IT 上 的 4 中 任意 一 条 回路 7 与 任意 
x&€ 4 一 Y(1), 我 们 有 《Cauchy 公式 ) 
i OAD = | Ke. 
2 dr 一 化 

考虑 在 4 中 定义 的 涵 数 g(xz); 当 # 天 xz 时 , 它 等 于 ( 藉 z) 一 
天 xz))/(s 一 x*)， 在 点 * 它 等 于 f(x).。& 在 4 中 是 解析 的 ， 因 为 
由 (9.3.2) 与 (9.5.1) 在 4 一 {x} 中 它 显 然 解 析 ; 另 一 方面 ,存在 以 
* 为 中 心 的 球 BC4 使 得 对 于 ze 8, 有 jC2) 一 f(x) 十 (2 一 x》- 
Fz) 十 十 (2 一 x》 了 YMCx)/r1 十 "…， 这 个 级 数 在 8B 中 是 收 
敛 的 ， 这 表明 : 对 任意 se Bg(s) 等 于 下 述 收 敛 级 数 的 和 : 

Ft Ee OP + ee 


+ Ce — sf /nl + 
F 是 它 在 点 < 是 解析 的 由 Cauchy 定理 (9.6.3)， 我 们 有 | esCedz 


一 0。 令 gC -并 人 一 1 二， 据 指 数 的 定义 ， 便 得 


(9.9.1). 
反之 : 
(9.9.2) 设 7 是 定义 在 区 间 了 一 [5, <] 上 的 C 中 的 路 径 ,而 & 是 
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(1) 到 复 Banach 空间 五 中 的 连续 隐 射 ， 那 么 了 一 人 2 各 作 
在 (7 的 余 集 上 有 定义 并 且 解析 ， 更 确切 地 说 ,对 任意 点 ae C 一 


(7 如果 设 ck 一 | 全 二 ,区 得 级 数 cz 一 。)) 在 以 


4 为 中 心 的 含 于 C 一 x《z) 的 任意 开 球 B 中 是 收敛 的 ,并 且 在 B 
中 它 的 和 等 于 大 x), 
事实 上 , 假设 1s 一 el 所 g，' 4(a， YC1))， 其 中 0<g <1. 


则 对 任意 x€ Y (1)， 我 们 有 一 


2 C2 人 {2 — a)” 
pe a ees 
果 在 7( 门 中 有 lglx 间 <M, 在 I 中 有 17 所 mw， 则 对 任意 
:el, 有 A |< 区 mw， 于 是 一 般 项 为 
CDECYCDO)Cs 一 7 的 级 数 在 了 上 是 依 范 数 收 你 的 ， 由 《8.7.9) 
(7 — 

推 知 ,级 数 《cz 一 a。》”) 在 球 jz 一 a| 和 9 :9 中 收敛, 并且 在 
这 个 球 中 有 和 1(2)。 

(9.9.3》 在 (9.9.1) 的 假设 下 ， 对 每 个 x€ 4 一 7(1) 与 每 一 整数 
不 之 0, 我 们 有 


js OD = 起 二 


2zi gO x 
这 直接 由 Cauchy 公式 、 具 有 给 定 和 的 旱 级 数 系数 的 唯一 性 (9.1.6)、 
这 些 系数 与 导数 之 间 的 关系 (9.3.5) 以 及 最 后 由 (9.9.2) 推 出 . 
(9.94) 设 4CC? 是 一 开 集 , 1 是 4 到 复 Banach 空间 E 的 这 样 
的 连续 映射 : 对 1 入 六 pp 与 任 一 点 《aj)€ CG, 映射 sz4 陪 
其 oa， R909) 在 开 集 40 ak- aktay 
…sap)CC 中 是 解析 的 , 如 果 该 集 非 空 ((13.20.12) 中 的 记号 ) 那 
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去 十 9, 车 8 一 dwr7(D), 如 


mv 


么 了 在 4 中 是 解析 的 。 更 确切 地 说 , 设 一 (at) 是 4 中 的 点 ,P 
是 含 于 4 中 的 以 “为 中 心 rx1 和 三世 所 p) 为 半径 的 闭 多 圆 往 , 对 
每 个 设 74 是 C 中 的 回路 1 一 qt 十 rae" (0 所 1 所 2x), 并 
设 


1 
on dy | oa 
| 藉 zis -xp)drp 
人 (一 0 
则 宕 级 数 〈cxz 一 7) 在 站 中 是 绝对 可 和 的 ; 而 且 它 的 和 等 了 
jz . 
利用 Cauchy 公式 与 i(0; a,) = 1 〔 见 (9.8.4))。 由 假设 并 对 
一 使 用 归纳 法 ;对 jx 一 aj| 一 +A(l i 与 13 一 a] 二 
mn 十 工 和 宝安 节 我 们 得 出 
《9.9.4.1》 大 za ris sit azp) 
一 1 
Cal) * 
| f(xy: 's xp)drp 
rp (xkti — Sip) (xp — 2p) 
男 一 方面 , 当 et 一 adj < me(1 委 4 执 六 时 ,可 对 |x4 一 ox| 一 
rxK1 入 记忆 p) 窟 出 
1 (zp — a0) 
(Ci (Cm 
据 (5.5.3)， 右 边 的 暴 级 数 在 集 F 上 是 依 范 数 可 和 的 。 5 是 由 
lx 一 at| 一 rk《1 二 坟 民 p)》 定 义 的 集 ， 对 pp 一 万利 用 归纳 法 ,如 
果 设 


driat | ix 
| kt Tht 


1 
BrktnpC as) 一 VED 1 ix 


| fx19 azp)dxe 


rp 《xi 一 Apna) title ee (rp — ap) Ptr” 
那么 ,由 中 值 定理 ,我 们 有 
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M 
假如 在 F 上 ,上川 筷 M， 因 此 推出 : 关于 2 一 aj 的 轩 
级 数 (goaprapCTin sv 一 art op 一 0)") 在 下 
中 是 绝对 可 和 的 ; 利用 对 p 一 的 归纳 尘 ， 并 应 用 (5.3.5) 与 
(8.7.9), 我 们 推 知 该 级 数 的 和 就 是 帮 s…xhs24ms "25)， 结 
论 便 由 取 一 0 推 得 ， 另 外 ,使 用 (9.9.4) 中 同样 的 假设 与 记号 ,由 
在 (9.9.42) 中 秘 记 一 0, 就 证 得 
《9.9.5) (Cauchy 不 等 式 ) eseogll 所 MM /YP 多 ， 
如 果 在 诸 再 zx 一 a4| 一 rx1 三 《 忌 p) 的 积 上 ，| 优 o 二 
如 果 我 们 在 (9.9.4) 中 取 4 = C?， 则 可 看 到 ; 
《9.9.6) Cr 到 复 Banach 空间 中 的 任 一 解析 有 映射 都 是 一 个 整 国 
数 . 
注意 ， 上 而 这 个 结果 对 实 变量 解析 函数 是 不 成 立 的 《1/(1 十 
好 ) 就 是 一 个 反例 ). 同 翌 ,两 个 实 变 旦 的 连续 函数 失 x,y) 可 以 对 每 
一 个 变量 是 解析 的 ， 但 并 不 是 在 R* 中 解析 的 .这 种 例子 由 Kx， 
一 /A 十 六) 当 (x,y) 天 《0,0) 及 K0,0) 一 0 给 出 . 
附注 。 由 (9.9.4) 推 知 : 集 , 即 图 xa 一 ex 二 rl1 志 记 记 ) 
的 积 是 4 中 的 唯一 性 集 ( 当 4 连通 时 )。 因为 轿 级 数 《c,(z 一 a》”) 
完全 由 f 在 F 中 的 信 确 定 ， 于 是 如 果 4 中 的 两 个 解析 函数 在 下 中 
重合 , 则 它们 就 在 了 中 重合 ,从 而 结果 由 (9.4.2) 推 得 . 


(9.9.4.2) Ngan 7s A) 


问 题 

1) 设 4 是 C 中 的 一 个 相对 紧 的 开 连 通 集 ， 设 ”是 [es 51x fo, 1] 到 
了 中 的 这 样 一 个 连续 卫 射 : 对 0<#<1，/~p(458) 一 Y(t) 是 含 F4 中 的 
回路 ,而 一 ro(5) = g(t,0) 是 含 于 了 中 的 加 路 ( 它 可 以 包含 4 的 边界 点 ). 
而 且 假 设 ， 对 任意 。>0，、 存 在 5>0 使 得 关系 1 ps 萄 含 | 六 (0 
一 7 (人 1s， 其 中 4 [4 6] 一 D; 而 了 是 一 可 数 了 条 

现在 设 / 是 3 到 Banach 空间 EF 中 的 这 样 的 连续 映射 。 它 到 4 上 的 限 
制 是 解析 的 、 试 证 caoehy 害 理 | fs)4 一]，f Ce) 如 仍然 成 立 (利用 
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(8.7.8)), 

2) 设 4 是 C 的 一 开 于 集 ,1 是 4 到 复 Banach 空间 上 的 一 连续 映射 :而 
且 使 7 在 4nD+ 和 4Nn Dp- 中 都 是 解 折 的 ， 其 中 D4( 相 应 地 ，D-) 是 由 
(z) >0( 相 应 地 ,9(s) <0) 定义 的 。 试 证 : + 在 4 中 是 解析 的 .〈 假 设 区 
措 |zj<y 含 于 4 中 。 设 4 (相应 地 , yY-》 是 在 [一 1，+1] 中 由 下 式 定义 
的 回路 : 对 一 1 <1&0, rT4(2D) = C24 D7) 对 011 ri(D) 一 re 
《相应 地 ,对 一 I+:&0s 7-(D) 一 re 对 0&1 7 = (1 一 207). 
利用 问题 1 证 明 ; 如 果 |z|<Y 及 Y(z)>0, 则 


二 flxJdx ol1 f(z)dx 
me 二 | 


2) 一 


rs 


于 是 ,如 果 *Y 是 [一 1,+1] 上 的 回路 ro， 则 


1 (fr)dr 
2 Jr 一 


Hs) 一 


然后 利用 (9.9.2)。) 

3) 试 证 ， 当 只 假设 1 在 每 个 会 于 4 的 有 界 多 区 往 中 办， 而 不 必 连 续 
时 ,C9.9.4) 的 结论 仍然 成 立 ，( 利 用 8 .9 节 问 题 6。 实际 上 ，Hartogs 的 一 个 
较 深 定理 证 明了 甚至 这 个 碱 弱 的 假设 也 不 是 必要 的 ; 换 名 话说 ,一 个 函数 , 灵 
要 对 于 它 的 ? 个 复 变量 2 的 每 一 个 都 分 别 是 解析 的 , 它 就 在 4 中 是 解析 的 .) 

4)》 设 藉 =) 一 三 wz 是 圆 1*| <R 中 的 一 复 什 解析 函数 。 试 证 : 对 


0&r<R, 
Mr; 有 = lrei) ld = D3 Janlirre, 
由 此 结果 推出 Cauchy 不 等 式 的 另 一 个 证 明 。 


另 设 Xa) ~ 立 or 是 jz| <R 中 的 一 解 折 卫 数 ,并 设 


sD = Dp, 


又 设 Mr;f) = suop, WC). 
a) 试 证 ; 对 0&r<r + 5<R， 
"2534 


Mr DMs DS HM + 9， 


(利用 Cauchy 不 等 式 )。 

b) 如 果 再 加 上 / 是 复 信 的 , 试 证 (使 用 问题 4 中 的 记号 ): 

HEE ms Me + oD) Mr + 5) 

《利用 Cauchy-schwarz 不 等 式 (6.2.1)。)》 

<) 在 上 述 假设 下 , 试 证 ; 

Him Ms) = lin (Mars1)) = Mes). 

(利用 a) 和 b) 中 已 证 明 的 不 等 式 与 MCr; ) 一 《MCr; 六)” 这 一 事实 以 及 
reM(r; 有 ) 的 连续 性 。》 

6) 假设 一 个 复 变 明 的 复 系数 震级 数 (co") 对 |z| < 收敛; 并 设 
Ke) = 加 %s .对 于 任意 请 是 0<+<R 的 太 设 的 ”) 呈 sop 多 (4)), 试 证 : 
对 每 个 a>0, 都 有 jclm + 28 (1(0)) < 24(r)，( 正 明 : 对 于 x>0 有 


il" = | Cocrere)))eiege |.) 


7) 2) 设 4 是 K? 的 一 开 了 于 集 , f 是 4 到 Banach 空间 E 的 无 限 次 可 微 映 
射 。 要 f 在 4 中 解析 ,其 充 要 条 件 是 :对 4 的 每 个 紧 子 集 工 , 存 在 数 "之 0 与 
数 o>0 使 得 对 任意 附 标 “一 (xs soz)。 都 有 sp] DllkceCls| + 7 
《要 证 明 条 件 是 必要 的 , 当 K 一 C 时 , 可 把 Cauchy 不 等 式 应 用 到 球 心 在 工 
中 、 半 径 辕 定 且 含 于 4 中 的 球 上 , 当 天 一 R 时 ,可 利用 (9.4.5)。 要 证 明 条 
件 是 充分 的 ,可 利用 Taylor 公式 (8.14.3), 并 证 明 :; 这 个 公式 的 末 项 在 任 一 
个 以 = 为 中 心 且 食 于 4 的 闭 球 中 一 致 趋 于 0。》 

?) 举 出 一 个 是 中 哨 数 的 例 , 它 是 无 限 次 可 微 的 ， 但 不 是 解析 的 (参看 
$8.12 节 :> 问题 2)。 

5°) 假设 了 在 开 区 间 TCR 上 是 实 值 的 与 无 限 次 可 敏 的; 再 假设 存在 整 
数 20 使 得 对 任意 *>0,f” 最 多 在 1 的 ?个 点 不 为 0。 试 证 ; 7 在 了 中 
是 解析 的 。( 利 用 4) 与 8.12 节 问 题 3p).) 
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10. 复 变数 解析 函数 的 表征 


《9.10.1) C? 的 一 开 子 集 4 到 一 复 Banach 空间 的 连续 可 微 映射 
f 是 解析 的 。 

应 用 (9.9.4》， 可 以 立即 化 为 一 1 的 情形 。 要 证 明了 在 点 
se 4 是 解析 的 , 借 肿 平移 与 位 似 映 庄 ,可 以 假设 4 一 0 并 且 4 包 
含 单位 球 了 :|s| 所 1. 对 于 任意 x€ 记 与 任意 1: 0 亏 7<<1, 注 
意 1(1 一 2)x 二 Me 和 1 一 1 十 2 一 1， 游 虑 积分 . 
《9.10.1.0) gC = | fs + Me #2)) 一 Fe orgs, 


ei 


据 (8.11.1) 与 Leibniz 法 则 (8.11.2),，g 在 10, 1] 中 连续 并 且 在 
]0, 直 的 每 一 点 有 导数 ,等 于 

(2 一 他 fls 二 Men — sg))erd 
《参见 (8.4.1) 后 的 附注 ). 但 fz 十 Xe 一 2))e* 是 1 一 人 zs 十 
Me 一 z))》 的 导数 ， 于是， 对 1 关 0， 有 g(24) 一 0， 因此 ( 据 
(8.6.1) 后 的 附注 ), 5 在 [0,1] 中 是 常 值 的 .但 因 gC0) 一 0， 改 对 
0 < 雪 1 挟 1 8(1) 一 0， 特别 , 当 ?一 1 时 我 们 推 得 对 任意 ze 让 有 


1 十】 -名 全 ( 据 (9.8.47)， 于 是 结 论 由 (9.9.2) 扒 得， 


中 Js 一 


《9.10.2) 设 f 是 开 案 ACR* 到 复 Banach 空间 的 连续 可 微 映 
射 ， 8 是 在 4( 把 它 看 作 Ce 的 子 乐 ) 中 由 xt,xpsy4* 96》 
二 g(x 十 iy1s"……sxp 十 雇 p) 定义 的 还 数 ， 为 使 8 在 4 中 解析 ， 其 


充 要 条 件 是 : 在 4 中 ,对 1<<p 有 一 误 - ti —0 (Cauchy 


条 件 ). 
据 (8.9.1》， 立 即 又 化 为 p 一 1 的 情形 ， 设 (x, 是 4 中 一 


点 ,并 令 。 一 名 (z, ,5 一 下 (由 于 极限 josCe Ce 十 
iy + gr tiy))/s Slim(elx + iytih) — glxtiy))/is 
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(是 实数 且 拓 0) 是 相同 的 ,我 们 便 得 出 a 十 记 一 0. 反之 ,如果 
条 件 满足 , 则 据 (8.9.11), 对 任意 e>0。 都 存在 ， > 0 使 得 只 要 
VE 十 尼 &r 就 有 

ez 十 入 十 下 十 旋 ) 一 gx 十 地) 一 a(G 二 项 用 < eV 天 十 起 
这 表明 s 一 g(x) 在 点 = 一 + 十 iy 有 导数 且 等 于 x。 于 是 结果 由 
(9.10.1) 推 出 。 


问题 

1 设 4 是 C 的 单 连 遂 开 子 集 -如果 7 是 4 到 复 tonh 空间 的 且 对 人 

中 任意 回路 r。 都 有 】 fs)az = 9 的 连续 映射 , 试 证 。 7 在 4 中 是 解 折 的 。 
(“Morera 定理 ”; 证 明 1 在 4 中 有 不消 数 ，》 


2) 试 证 : C? 的 开 于 集 4 到 复 Banach 空间 E 的 可 微 映 射 了 在 4 中 解析 
《Goursat 定 理 ”; 并 不 假设 了 连续 )。( 化 为 p=1 的 情形 , 并 证 明 在 4 中 , 1 有 


一 原 函 数 ,考虑 沿 回路 的 积分 a(R) 一 了 瞩 =)dz， 其 得 是 含 于 4 中 的 矩形 


丸 的 周 界 ,我 们 将 相继 地 证 明 : 1) 如 果 尺 含 于 中 心 为 <E 4 的 回 盘 六 中 ， 在 
号 中 有 关系 式 [Xe) 一 大 z) 一 了 (a)(s 一 js 一 且 4 在 R 的 内 部 ， 
则 我 们 有 |a(R)| <s6(R)p《R)， 其 中 5(R) 是 的 对 角 线 ，p(R) 是 R 的 局 
长 ; 2) 存在 含 于 尺 中 的 矩形 的 递减 序列 (R,) 使 得 如 与 按 比 例 2” 位 似 、 
并 且 je(R)| 关 4 一 [x(R)。 因 而 推出 a(R) 一 0》 

3) 设 4 是 C? 的 开 于 集 ，7? 是 一 条 在 1 = [?, 5] 上 定义 的 路 经 ，/ 是 
7(1D) Xx4 到 复 Banach 空间 E 的 一 连续 映射 。 假设 对 每 个 x*€7(7)，、 函 数 


(ro sa) -Kane rm》 在 4 中 解 亲 ， 而 且 每 个 国 数 -六 (ro 二 ) 


在 7(1) x 4 中 都 是 连续 的 (1 Xp)。 试 证 : 在 这 些 条件 下 ,函数 Ex …> 
二 ) 一 .Kerorome)dz 在 4 中 是 解析 的 。 (利用 (9.10.2)。 因为 (六 只 
是 一 个 正则 函数 , 它 可 以 是 不 连续 的 。 所 以 Leibniz 法 则 (8.11.2) 是 不 能 直 
接应 用 的 ,但 是 (8 ,11.2) 的 证 明 稍 加 修改 就 仍 适 用 ，) 

4) 设 4 是 R? (pg 之 2) 的 一 开 连 通 于 集 ，f 是 4 到 复 Banach 空间 E 的 
一 解析 映射 假设 存在 以 。 = (64),1<kEp， 为 中 心 m 《1 kp) 为 半径 的 
开 多 图 柱 PC4， 使 得 对 P 的 每 一 点 (4)， 存 在 一 个 数 p<inf(r,, mm)、 使 
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衣 数 mm + ix-J(xbxay ep fp) 在 C( 恒 同 于 痛 ) 的 开 子 党 19 十 ze 一 
《ce + 训 )| 裤 w 中 是 解析 的 。 证 明 这 种 性 质 对 十 每 一 点 《<4) & 4 成 立 ( 利 用 
《9.10.2) 与 (9.4.2))。 

5) 设 5 是 Rs33) 中 的 “ 球 壳 ”, 由 

(R— 6 半 < 节 十 对 十 机 十 委 十 号 <(RT 8 《0<e<R) 

定义 。 假设 了 是 3 到 复 Baoach 空间 己 的 解析 揣 射 并 设 对 任意 “一 《> 
二 ); 鼎 射 二 二 i (mss#) 在 5C#) (如果 5《#) 不 空 ) 的 每 一 点 的 邻 城 (在 
C 中 ) 中 是 解析 的 。 

a) 对 任意 满足 js = 对 寺 十 台 < 民 的 # 一 (ts #)。 设 式 扫 
是 中 的 由 o>(R 一 |e ， 一 xt<ex， 定 义 的 路 径 ， 设 
Lf 0 
joy 一 
其 由 ?一 辣 十 各 而 并 p 的 一 帮 os 5); 则 8 对 jz 十 和 天 <R 有 
定义 :并且 当 ]z] <(R* 一 上 ze 下 7” 时 s->g(z, 4) 是 解析 的 。 另 一 方面 对 
任意 满足 jl <R 的 ”一 (9 3)， 设 

box 4) = 十 | fy, 4 


2 rvy 一 和 


(zy 4) 一 


试 证 : 对 于 lzll<lel<l+s 与 |<CR 一 由 上) 有 h(x 4) = g(r 
zj 应 用 Cauchy 定理 (9.6.3))。 另 一 方面 3 证 明 对 R 一 a<lxll<R 与 zi< 
(E 一 elP) 必 有 zlx,w) 一 其 gy w)。 由 此 推出 结论 ， f 能 开拓 成 整个 球 
5: 二 一 十 难 <(R 二 8》 中 解析 的 函数 于 (应 用 (9.4.2) 与 问题 3》。 这 
个 定理 对 ”一 2 仍 成 立 吗 ? 

b) 当 E=C 时 ， 试 证 了 (8)ci(s)。 (把 4) 中 的 结果 应 用 到 函数 
1 一 <)， 其 中 局 KS).) 特别 地 ,如果 了 在 5 中 是 有 界 的 , 则 # 在 B 中 是 
有 界 的 ,把 上 面 这 个 性 质 推 广 到 是 复 Hilbert 空间 的 情形 (利用 8.5 节 问题 
6 的 方法 )。 


11. Liouville 定理 


《9.11.1) 《Liouville 定理 ) 设 了 是 C* 中 的 整 函数 , 在 复 Banach 
空间 中 取 什 。 假设 存在 一 整数 N 与 数 a > 0， 使 得 在 C? 中 有 
二 al 十 syp [EADan 
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那么 ， /Ke) 是 一 "系数 在 EF 中 、 总 次 数 么 N 的 多 项 式 "， 即 “单项 
式 ”curnossf ago 的 有 限 科 ， 其 中 cowwap EB 并且 坟 十 加 十 
tN 

设 在 C 中 fs) 一 了 cs*, 这 考级 数 是 处 处 绝对 可 和 的 。 


把 Cauchy 不 等 式 C9.9.5) 应 用 到 以 0 为 中 心 、 半 径 都 等 于 的 多 
圆柱 上 ， 便 推出 ， 对 任意 > 一 (25 …-， #5) 有 Conpll sa 
人 二 Trees 由 于 rh 是 任意 的 ,这 就 证 明了 ; 除非 十 
如 十 十 tp 志和， 否则 Carvewp 一 0 
《9.11.2) 《代数 基本 定理 ) 任意 复 系数 多 项 式 2) 一 nos” 十 
qa" 十 ……" 十 aaa0 天 0, 之 1) 在 C 中 至 少 有 一 个 根 . 

若 不 然 , 则 1/f 在 C 中 是 解析 的 (9.3.2)， 因 而 它 是 一 个 整 函 
数 (9.9.6)， 设 ” 是 一 实数 ,满足 当 1 筷 和 委 = 时 有 从 产 (> 十 
ID1et/aol; 那么 ,对 |s| 之 + 有 


EA 


IO = orl 
oa 


oz 


> ae 人 一 二 )> lol /n+ DD). 
z+1 


换 名 话说, 1/ 对 于 |z| 关 ”是 有 界 的 ， 另 一 方面 ， 因 1/f 在 紧 

集 jz] 委 ”中 是 连续 的 ,所 以 它 在 该 集中 也 是 有 界 的 (3.17.107， 

而 Wi 在 C 中 是 有 界 的 ， 那 么 ,由 Liouville 定理 推出 1/f 是 一 个 

常数 , 故 f 也 是 个 常数 ,这 与 假设 矛盾 ， 因 为 对 于 |z| 之 + 有 
je 2 lool zh/r +t 1 


侣 题 
1) 若 8 空 2， 试 证 :在 C? 的 一 紧 子 集 的 余 集中 解析 的 函数 是 整 表 数 $ 
因此 若 再 加 上 它 在 C* 的 一 紧 子 集 的 余 集 中 有 界 ， 则 它 荐 一 个 常数 (利用 
人 9 .111 以 及 9 .10 节 问 题 4 与 5)。 这 个 结果 对 p 一 真确 吗 ? 
2) 设 f 是 Cz 中 的 复 值 鉴 函 数 ， 试 证 (9.11.1) 的 结论 当 钥 设 对 任意 
*ECn 都 有 
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PR Sol + wp ai) 
时 ,仍然 戌 立 (利用 9.9 书 向 题 5)、 
3) 设 人 (za) = 六 amr 是 一 非常 数 复 变数 的 监 函数 ， 对 任意 *>0 设 


RD 一 sapere Mr) 一 sap, WC) 则 有 pCr) MCr); 据 Liouvilie 定 
理 ，lim kr) 一 十 c9。 银 设 存 在 两 个 常数 4?> 0 与 "> 0 使 Km) 生 eexpfr 
试 证 : 存在 正 的 常数 8 < 使 MK(m 生 tr) +c 《注意 lesaeafa)"we)。 


12. 解析 阔 数 的 收敛 序列 


(9.12.1) 设 (j,) 是 开 集 4CC? 到 复 Banach 空间 E 的 解析 映射 
序列 ， 假 设 对 每 个 >e 4, 序列 《fj(z))》 都 趋向 一 极限 8(z)， 并 
县 收 合 在 4 的 每 个 紧 子 集中 是 一 致 的 。 那么 z 在 4 中 是 解析 的 ， 
并 且 对 每 个 » 一 《py no) € NN? 与 每 个 2€ 4, 序 列 (D*j,(%)》 
收 全 到 Drg(z)， 而 且 收 钙 在 4 的 每 个 紧 子 集中 是 一 致 的 . 

为 在 4 中 连续 (7.2.1), 要 证 & 在 4 中 是 解析 的 , 据 (9.9.4)， 
只 须 证 明 每 个 映射 z4 二 gCa0 zt "48) 在 全 ea st-ts 
attls 5 ap) 中 是 解析 的 ， 换 句 话说 ， 问 题 化 为 一 1 的 情 
形 ， 对 每 个 a€ 4CC, 设 了 3 是 以 “为 中 心 "为 半径 的 售 于 4 中 的 
闭 球 ,并 设 > 是 回路 上 -> 4 十 re?(0 雪上 委 2x). 那 么 据 Cauchy 公 


式 (9.9.1)， 对 每 个 ze 站 与 每 个 w 都 有 加 ( 一 下 | 攻 c dr 


一 


但 据 假设 ,对 |x 一 “| 一 ”序列 (je) ) 一 臻 收敛 到 g (w), 又 因 
lz 一 x| 守 7 一 Jz|, 帮 对 jx 一 a| 一 ”序列 (jx)/(x 一 x#))， 
(z 国定 ) 也 一 致 收敛 到 g(x)/《z 一 x)， 于 是 ,由 (8.7.8)， gC2) 一 


二 二 全 据 (9.9.2)。 这 表明 8 在 中 中 是 解析 的 ， 此 外 。 


2ri Jr 一 


为 由 099.3) ,多 一 直下 中 和 ,下 用 与 上 相同 的 论证 《 反 


《9.9.3) 应 用 到 & 上》 本 得 对 和 个 ze ,jx) 都 趋 于 zs， 此 
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外 , 据 中 值 定 理 有 
LD ea) — FAO < sp eks) 一 下 


现在 回 到 一 般 情 形 《p 任意 ), 证 我 们 证 明 在 任意 紧 集 M C4 中 序 
列 CDkf(2) 一 致 收敛 到 Dag(*). 存在 数 + > 0 与 M 的 售 于 4 中 
的 紧邻 域 , 并 且 它 包含 4 中 所 有 到 M 的 距离 所 + 的 点 (3.18.27 . 
对 任 给 的 6 > 0, 设 w 使 (x) 一 jC 8 对 每 个 = 之 mo 与 每 
个 ze 都 成 立 ， 那 么 把 (9.12.1.1) 应 用 到 函数 序列 zx 一 fa， 
erb st at 398) 便 得 到 , 对 每 个 点 *e 于， 只 要 ”六 向 
就 有 ||Pag(a) 一 PhijuCe)j 委 se/r。 这 就 完成 了 当 z 十 … 十 4p 一 1 
时 定理 的 证 明 。 一 般 情 形 则 可 对 sm 十-… 十 zz 使 用 归纳 法 来 证 
明 . 

这 里 还 村 注 意 : 上 述 定理 对 实 变量 解析 函数 不 青 成 立 ， 因 为 
据 Weierstrass 逼近 定理 (7.4.1), 多 项 式 序 列 可 以 紧 集 中 的 任意 ( 例 
如 不 可 微 的 ) 连 续 函 数 作为 极限 ， 


问 


了 
1) a) 设 (oi) case 是 一 有 限 复数 序列 ， 满 足 >， |o%] 一 “<1， 试 证 
人 


s» ? 
TT Or 1 Pals 


Ai Fe 


b》 整 东 数 
BE(z 0) =1—s, E(s,p)=(l — ep (- 上 +t + ?) 
称 为 准 守 因子 。 试 证 对 |zi<t2 
IE(z8) — L412 
(注意 ; 对 |zI<1/2 有 
log (1 —#) + 二 十 二 ss2lalen/e + 1 

又 对 fz|<l 有 |e 一 1|<2)z|.) 

6) 设 (mm) 是 去 0 的 复数 的 无 穷 序列 ， 而 序列 《1s1》 是 递增 的 且 
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lint mm] = 十 o。 试 证 : 对 任意 =E C， 一 般 项 为 《s/a》 的 级 煞 是 绝对 收 
钱 的 。 
本 由 2a》 b) 与 <) 推 证 : 吾 函 数 序列 


pz) = Ds(E -1) 


在 C 的 每 个 紧 子 集中 都 是 一 致 收 襄 的 (应 用 Cauchy 准则 ， 并 利用 4) 与 b) 
对 m>= 估计 差 1 一 (pa 人 zs)/pofz)); 然后 应 用 <))。 因 此 序列 (ps(*)) 的 极限 


f(s) 是 一 此 函数 ,把 它 记 为 Ke) = 亲 =( 三 ，， 一 1!); 证 明 ; 使 Ks) 一 


的 点 只 是 那些 点 a。( 利 用 上 述 估计 )。 
e) 假设 存在 整数 > 0 使 一 般 项 为 je] ? 的 级 数 收 效 。 类 人 羽 地 证 明 : 
整 赠 数 序列 
aa(s) 一 让 = 仁 ， ?一 ') 


在 C 的 每 个 子 集中 都 是 一 到 收 全 的; 我 们 仍 把 它 记 为 zc) 一 站 = (三 ， 


aa 


?一 1)。 证明 : 存在 常数 >0 使 


上 es ! Sexplel el), 

(对 任 给 的 5, 分 别 考虑 使 || 关 21z| 的 那些 因子 的 积 与 其 余 因 子 的 积 : 和 
用 b》 控制 第 一 个 积 ; 另 一 方面 、 证 明 存 在 常数 5， 使 对 任意 *EC， 有 
IEC(z,p — DI exp(o ls|?™).) 

2) 试 证 整 函数 
(1) fs) = s(x +t Dols te) /nn 
(这 里 , 据 定义 ，、sm* 二 exp(*logr)) 的 序列 在 C 的 每 个 紧 子 集中 都 一致 地 收敛 
到 整 函 数 


(2) Ty 0 fi + 5) eh, 
其 中 = im 人 + 二 + 二 一 en ) (Euler 常数 )。 《利用 问题 le) 


的 结果 , 记 !ogz 一 > Log(&/(X 一 1)) 并 比较 (1) 与 (2)。 利用 中 值 定理 控 


ko 
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全 【| 二 


试 证 : 当 = 不 是 临 数 一"<0 时 ，7(s) 请 中 本数 方程 T(z + 1) = 
7(5)， 而 了 对 整数 w>o 有 ro) = (2 一 DD! 

3) 开 子 集 4CC 中 的 无 器 点 路 径 是 尺 到 的 这 样 的 连续 映射 了 :在 每 个 
紧 区 间 zc 尽 中 , 7 邦 是 正则 函数 的 原本 数 .着 1 是"( 忆 ) 到 复 eaach 空间 5 
的 一 连续 路 射 ,那么 当 广义 各 分 | fr(5))7(2)4 在 在 时 ( 即 当 两 极限 ,lim 


KO Yrs 与 im 人 rrGOyr(94 在 E 中 痢 存 在 时 )。 我 们 就 泰 1 沿 > 


是 广义 可 积 的 ;和 而且 积 分 的 全 称 为 沿 * 的 积分 ,并 记 为 | Kz) 

设 B 是 Cr 的 一 开 于 集 ，g 是 7(R) xB 到 的 一笑 绩 映射 ， 假设 对 每 
个 EY 及), 琢 数 (<4，… 太 (zs … 二》 在 8 中 是 解 折 的 ， 而且 每 个 
画 数 68/9si(z, = aa) 在 区 局 xB 中 是 连续 的 。 最 后 。 设 对 每 个 《= 
是 沿 Y 广 义 可 积 的 而 有 六， srGt)s #1， …， 
ao)r(040 当 (zz) 在 8 的 任 一 紧 子 集中 交 动 ,而 * 趋 于 + oo 时 ,一 至 
地 趋 于 | a(*,z.，…z2)4z， 丰 这些 想 设 下 , 试 证 函数 《ms …， az) 一 | ,8 (x 
ro yan)ds 在 5 中 是 解 诉 的 ，( 参 看 13.8.6.) 

人 把 9.9 节 问题 2 的 结果 推广 到 ? 个 复 次 量 的 函数 ,其 中 D+( 相 应 地 ， 
已 ) 由 7(z)> 以 相应 地 ， 7s,) <0) 定义 ， (注意 据 (9.12.1 对 每 个 这 样 的 
ao: 使 7(zy) = 0 以 及 4 与 集合 Cr-'x {5} 的 交集 8 不 空 ， 函数 (ci …， 
(2 二) 都 在 5 中 解析 .) 

5) 在 平面 C 中 。 设 2 是 由 | 名 (z)1<1，|7(s)| <1 定义 的 以 0 为 中 


旋 的 正方 形 。 设 gu 9, 9, 9, 是 9 在 联 射 = 一 上 二 二 十 三，s 一 ] 


1 
+ 于 ,> 


十 全 
了 


于 + 三 下 的 象 。 又 设 mm = 0， 而 对 


任意 61 令 m4 一 4 十 和 十 于 锦 车 = 一 亚 十 特 二 为 其 中 41 
sk 科 季 一 1，0 甩 ij 甩 3， 出 归纳 地 定义 9。 如 下 : 设 = = wiret+ 和 并 设 
ar 是 ga 的 中 心 ; 令 gs(2) 一 加 十 mf2 并 取 全 一 ga,(981)。 

a) 设 8 是 单位 圆 务 |s|<<1, 是 单位 贺 |z| 一 1. 对 = 使 用 归纳 法 证 明 ; 
存在 对 “学 4 定义 的 三 个 数列 《%)，《ss)，(s)， 具 有 下 列 人 性质 :1° 0< 
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oo<1 las] 一 1，cgC; 2° 车 对 zeEB 9 一人 ( -人 4 一 于 六 ) 定 
义 在 9.5 省 间 题 8) 与 (2) == + 立 oz)， 则 万 (B)c5 以 及 对 kw 
有 At 《gu 3* 级 数 如 16ai 在 中 一 到 收 全 。( 注 意 ， gr(%) 一 ,但 


是 ， 给 定 在 B 中 的 任 一 邻 域 me 后 ， 可 以 把 m 取得 充分 小 使 kz) 在 
8 一 Vn 中 任意 小 .选取 靠近 知 《〈 仍 用 上 面 引 人 的 记号 )， 并 且 因 全 都 互 
蜡 ,又 取 Vs 使 它 不 包含 任何 4 《<m.)》 

b) 在 上 述 条 件 下 ， 对 企 塌 *E 3。{ 人 加 (=)) 的 极限 妃 z) 存在 > f 企 下 中 
连续 ， 并 且 在 专 中 解析 ， 还 满足 区 D) = 9 (“Peane 曲线 ”， 参 看 4.2 节 问 
题 5)。 


13. 解析 函数 的 等 府 连 续集 


(9.13.1) 设 4 是 C? 的 开 集 ,8 是 4 到 复 Banach 空间 E 的 解析 映 
射 的 集 , 假 设 对 4 的 每 个 紧 子 集 工 ,都 存在 常数 mz >> 0 使 由 (2 
所 mz 对 所 有 的 fe @ 与 每 个 *E 工 都 成 立 。 则 @ 在 4 中 是 等 
度 连续 的 (7.5)。 此 外 车 基 有 限 维 的 ， 则 对 4 的 每 个 紧 子 集 工 ; 
诸 函 数 je 和 在 工 上 的 限制 的 集 Bi 在 空间 儿 s(L) (7.2) 中 是 相 
对 紧 的 。 

设 a€ 4， 则 存在 以 a 为 中 心 , r 为 半径 的 闭 球 PCA4, 因 P 
是 紧 的 ， 故 Cs)| < ms 对 每 一 个 sep 与 16f 成 立 . 设 虽 是 
以 4 为 中 心 +/2 为 半径 的 闭 球 。 对 任意 ze2 与 i€ @ 我 们 可 以 
写 唱 


也 
fC2) — 1a) 一 (Ka zhts sth ao) 
er 


— fg, skis ahs GD 9 4p)), 


Hrs -ls Bhs at "> dp) 


Kiss ta a0) 
， 
=- 人 Daflz1s 1 + 8 一 GD 1 ep 
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84 一) 
记 Be 一 大 zs zh ss at ap)5 则 在 的 包含 球 
lz 一 axl 所 + 的 开 集 中 gx 是 解析 的 . 而 了 在 该 球 中 lgxCw) 拟 
mp， 把 《9.9.3) 应 用 到 gx 与 在 [0,2z] 上 定义 的 回路 1 一 at 十 re* 
上 ,我 们 得 到 
lao < m/e 

对 于 |w 一 atl 和 */2 成 立 ， 因 此 ， 对 任意 x€ 0 与 任意 jfE@ 
有 


HOD — Ko < eda ls 
这 表明 8 在 点 “ 是 等 度 连 续 的 。 (9.13.1) 末 尾 的 论 叫 可 由 有 限 维 
空间 中 的 任意 有 界 集 是 相对 紧 的 《C3.17.6) 与 (3.20.17)) 这 一 事实 
以 及 Ascoli 定理 (7.5.7. 推出. 
《9.13.2》 设 4 是 C? 中 的 一 连通 开 集 ， 儿 是 4 到 复 Bandch 空间 
的 解析 映射 的 集 。 假设 对 4 的 每 个 紧 子 集 二 ， 函 数 1 四 在 工 
上 的 限制 的 集 gz 在 军 式 工 ) 中 是 相对 紧 的 。 若 好 是 4 中 的 唯一 
姓 集 (9.4), 又 设 全 中 的 函数 序列 (有) 在 M 中 简单 收 敛 , 则 (f) 在 
4 的 任何 花子 集中 都 一 致 收敛 (收敛 到 一 解析 函数 ). 
由 (3. 16. 4), 我 们 只 须 证 明 对 每 个 紧 集 工 Cd, f, 在 工 上 的 限 
制 序列 在 名 或 工 )》 中 只 有 一 个 触 值 ， 假设 相反 ,并 设 (gs) 与 (h,》 
是 《f,) 的 两 个 子 序列 ， 每 一 个 在 工 中 都 一 致 收敛 ,而 且 它 们 的 极 
腿 是 不 同 的 ， 因 4 是 局 部 紧 的 (3. 18. 4) 与 可 分 的 ， 故 存在 4 的 开 
子 集 的 递增 序列 (U0,), 使 得 5,(U。 在 C? 中 的 闭 包 ) 是 紧 的 并 


含 于 Uon 中 ;而且 4 一 U 5。(3.18.3)， 对 让 使 用 归纳 法 ， 定 


义 这 样 的 序列 (gts)omoze， 使 得 《gtn) 是 《gt-vs) 的 子 序 
列 ， 而 go 一 ga， 并且 《gts) 在 了 中 一 致 收 伍 ， 根 据 对 有 的 候 
设 ， 这 是 能 办 到 的 . 因此 "对 角 线 " 子 序列 〈go。)》 在 每 个 U， 中 都 
一 致 收敛 ,因此 , 据 (9. 12. 1) 它 的 极限 8 在 4 中 是 解析 的 。 用 同样 
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的 方法 可 以 从 (加 ) 中 选 出 子 序 列 《pss)， 它 在 4 中 收敛 到 一 个 解 
析 函 数 4 因为 所 假设 对 ze M 有 g(2) 一 让 办 ， 逆 由 定义 ， 必 
定 有 & 一 4。 但 这 与 子 序列 (g*)，《 加 7 的 定义 矛盾 ,证 完 ， 


向 是 
设 4 是 C 中 开 集 , 王 是 4 中 解析 的 所 有 复 函数 / 的 祭 , 使 1s)]'2xay 
4 


是 有 限 的 。 
4) 试 证 ,是 一 复 向 量 空间 ,对 E 中 任 一 对 区 数 fg， 积分 有 K<)z(5) 


站 


aray 是 有 限 的 ,并 且 映 射 (jy 8) 一 | Ka)EC5Jaray 定义 上 的 准 Hilbert 空 


闻 续 构 , 它 的 范 数 记 为 fl， 

6) 试 证 ,对 任意 紧 子 集 上 C 4， 存 在 一 个 数 ar 使 得 对 每 个 了 数 /EF 与 
每 个 :EL 有 | a (利用 9.3 问题 6))， 由 此 推出 是 Hitbert 空 
同 . 

<) 由 b) 与 6.3 问题 5 推 和 :存在 了 中 的 再 生 核 ， 称 为 4 的 Bersmao 
核 。 证 明 若 4 是 单位 回 盘 |<| < 1， 划 4 的 Bergman 核 是 Ks (ss 六 一 
Ty (十 用 9.3 问 题 99。 英 似 地 计算 环 "< js| < 1 的 Bergman 
核 。 

d) 推广 到 C" 的 开 于 集 4 上 去 。 


14. Laurent 级 数 


《9.14.1) 设 4 是 C 的 开 子 集 ，ro* 六 是 满足 0 < vo 之 r+, 的 两 个 
数 , 并 假设 5 是 由 mm< |x| < x 定义 的 “ 开 环 "， 而 卫 它 在 和 中 
的 闭 包 3 了 (好 “闭环 ”rm < 委 1z| 迄 >) 含 于 4 中 。 对 于 4 到 复 
Banach 空间 E 的 任意 解析 映射 了 与 任意 *e 5, 我 们 有 

f(D) = 1 f fla)dx _ 1 i f(a, 


2zt 


gs—x 2ri sx 


其 中 YYD 是 回路 地 roet 一 me 人 0 < 挟 2< 2 
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象 在 (9.9. 1) 的 证 明 中 那样 我们 首先 看 出 函数 ge7 
点 z 它 等 于 (az) 而 对 z 居 x,z€ 4 它 等 于 Cj C9) 一 1(x))/ 
《sz 一 +) 一 一 在 4 中 是 解析 的 . 又 p(t, 8) 一 Sroc* 十 (1 一 58)" 
Peif0 裤 有 2m 0 所 让 和 1) 是 4 中 7 到 Yo 的 一 个 闭路 同 伦 。 
族 由 Canchy 定理 (9. 6. 3) 有 1 gCaDds 一 上 gz)ds， 但 对 mo< 
1z) 之 rs 我 们 有 jx;70) 一 0 与 i(x;7) 一 1((9.8.4) 与 (9. 8.5))， 
于 是 得 到 结果 . 

《9. 14.2) 在 (9. 14. 了 相同 的 假设 下 , 存在 一 个 对 1z| 过 x 收敛 


的 坚 级 数 (2) 一 允 ox" 与 一 个 对 |s| > no 收 化 的 无 常数 项 


的 二 的 宕 级 数 ga 一 ba 。 使 得 在 S 中 有 1 四 =g 《2) 十 


g2Cz) (f 的 “Laurent 级 烙 ”)， 此 外 、 具 有 这 样 住 质 的 等 级 数 g,， 
名 是 唯一 的 ,并 且 对 弛 中 的 每 个 回路 *, 有 


6sy)es -二 | 和， jC0; rd, -二 0 


x 


据 (9.9.2) 对 于 1z| < ro 我 们 有 于 人 故人 一 立 c.a", 其 中 


Er] 


6 一直 加 至， 并 且 这 个 级 数 对 |z| < nh 收 化 ， 另 一 广 


Dri dr zl 


面 ,对 |z| > rm， 有 
1 
Zs—¥ A 2 
右边 的 级 数 对 于 |z| 一 n 〈z 夯 定 ) 是 依 范 数 收敛 的 由 (8.7.9) 
得 到 汪 | 各 和 一 可 其中 一 二 a 


i rs A i ro 
并 且 这 个 级 数 对 |z| > ro 是 收敛 的 。 这 就 证 明了 (9. 14. 2) 的 第 
一 部 分 。 其 次 假设 在 5 中 有 


《9.14.2.1》 fF) 一 > anzn 十 bp oa 


20 a=1 
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并 且 这 两 个 级 数 在 8 中 都 是 收敛 的 。 先 设 Y 是 3 中 定义 在 工 上 
的 回路 , 则 在 工 中 存在 点 :，*", 使 得 17(9| 一 inf [7 Ce) 一 r 与 
lr ~ sup17C)| 一 + (3.17.10), 故 对 任 章 sE1 有 过 ?所 
jy76)| 和 过， 但 对 ?+ 生 1z| 安 六 (9.14.2.1) 中 的 两 个 级 数 
是 依 范 数 收敛 的 (9. 1.2)， 因 此 由 (8.7,9), 对 任意 正 或 负 整 数 mm、 
都 有 

人 ar-if (2) dz 王 bb “| stmidg 十 3 | me 


因为 对 多 天 一 1，z*r/( 十 1) 是 呈 的 原 函 数 ,所 以 对 任意 回路 
5 都 有 上 stdz 一 0， 于 是 (9. 14.2) 由 指数 的 定义 推出 。 车 现在 


7 在 3 中 ， 那 么 只 要 注意 ， 在 在 一 开 环 9: 《1 一 s)ro< 1s| < 
《1 + 8)rs 含 于 4 中 (C3.17., 11), 于 是 我 们 又 加 到 了 上 述 情形 . 


15. 孤立 奇 点 5 极点; 零点 ; 残 数 


(9. 15. 1) 设 4 是 C 的 开 子 集 , a 是 C 一 4 的 一 孤立 点 (3.10.10)， 
7 是 > "0 的 数 , 它 使 球 1s 一 “| 包 * 中 所 有 的 点 ,除外 ,都 属于 
4, 若 f 是 4 到 复 Banach 空间 E 的 一 解析 映射 ,那么 对 0<1z 一 “| 
二 + 我 们 有 
fe) 一 > os 一 oj 十 Di dbs — 4)", 
Ee 


其 中 两 个 级 数 对 0 < 1z 一 a1 二 + 都 是 收敛 的 ,而 且 
om a ar, 
本 由 


2 Jr Cx 一 0 
这 里 7 是 回路 上 -> a 十 re?(0 寺 1 过 2x4). 
这 立即 可 把 (9. 14. 2) 应 用 到 环 : p 所 1z 一 a| 筷 + 上 而 推 
得 ,其 中 。 是 任意 小 的 正 数 。 
注意 级 数 s(x) 一 》) dw" 是 一 个 整 函数 而 且 0) 一 0; 我 


a=1 
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们 说 函数 w(1/Cz 一 a)》 是 在 。 的 邻 域 中 (或 在 4) 的 奇异 部 
分 当 4 一 0 时 ,了 在 开 集 0;0 过 |z 一 al 之 7 中 与 欧 数 g(2) 一 
2 eslz 一 oj" 重合 ,后 者 对 于 |z 一 a| 二 + 是 解析 的 ， 反 之 ,车 


4 
f 是 对 1z 一 a| 二 + 有 定义 的 解析 函数 天 在 马上 的 限制 ， 则 由 
《9.9.4) 与 (9. 15. 1) 知 天 一 g， 于 是 wx 一 0. 当 zz 天 0 时 ， 我 们 称 
4 是 1 的 孤立 奇 点 . 落 * 是 ”> 1 次 多 项 式 , 则 称 < 是 1 的 n 阶 
极点 ; 若 不 然 ( 即 若 dm 六 0 对 mr 的 无 穷 多 个 值 成 立 ) 则 我 们 称 4 是 
了 的 本 竹 奇 点 ， 一 般 地 ,定义 了 在 点 “的 阶 oa; 了) (或 oCe)) 如 
下 : 落 “ 是 本 性 奇 点 , 则 wa) 一 一 00; 若 = 是 2 关 工 阶 极点 , 则 


ca) -一 着 1 0 wx 一 0 并 且 在 时 级 数 > cz 一 o 一 


对 0 之 |z 一 s| < 天” 它 等 于 fw) 一 一 中 ,mm 是 使 cm 冯 0 的 最 小 
整数 , 则 wka) 一 w; 最 后 wa,0) 一 十 0o, 当 wla; 有 一 m0 
时 , 也 说 4 是 了 的 mw 阶 零点 ， 注 意 ， 若 fg 在 开 集 U; 0 过 1z 一 
4| 二 + 中 都 是 解析 的 , 并 在 同一 空间 中 取 值 , 则 eCa;f 十 8) 之 
min(w(a; 从 ，w(a; 8)); 车 函数 1,g 有 一 个 是 复 值 的 ,那么 只 要 
数 e(a; 及，w(a; g) 是 有 限 的 ,就 有 wla;18) 一 oC;1) + wla; 
8)、 在 口中 解析 并 具有 限 阶 数 *《 正 或 负 ) 的 任意 函数 寺 都 可 以 唯 
一 地 写成 〈z 一 a)"h， 基 中 所 在 如 中 是 解析 的 ， 并 且 在 点 6 是 0 
阶 的 最 后 , 若 f 在 U 中 解析 且 取 复 值 ， 并 在 点 4 有 有 限 阶 数 m， 
则 由 孤立 零点 原理 与 (9. 3.2) 推 知 , 存 在 满足 0<<+<r 的 数 +, 使 
1f 在 开 集 0 过 1z 一 oi 过 + 中 是 解析 的 ;而 且 还 有 o(eil7 力 一 
一 of(e; 力 ， 
(9.15.2) 设 f 在 开 集 U: 0 和 1s 一 ol 过 + 中 解析 ,为 要 w (os 
让 关 x， 这 里 * 是 正 或 负 整 烙 ， 必 须 且 内 须 存在 4 在 C 中 的 一 邻 
域 P 使 得 《x 一 a)-"f(z) 在 VNU 中 有 界 . 

条 件 显 然 是 必要 的 ， 因 为 在 « 点 的 阶 数 之 0 的 函数 是 基 个 在 
球 lz 一 al 二 + 中 解析 的 函数 的 限制 ， 反 之 ,通过 考虑 函数 《zx 一 
4)-"f (x)， 可 以 假设 4 一 0。 然后 由 (9. 15. 1) 与 中 信 定 理 推 出 : 
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车 在 0 中 有 (WD) < M， 则 对 任意 满足 0<p<* 的 p, 都 有 
jasll < Mp" 对 任意 坟 关 1 成 立 。 因 ? 是 任意 的 ， 这 就 获 含 
dm 一 0 对 每 个 m 送 1 成 立 , 证 完 ， 

《9. 15., 1) 中 的 系数 怀 称 为 了 在 = 点 的 残 数 。 


问 题 


1) 试 证 : 对 于 p>2 个 复 变 数 的 解析 函数 不 存在 孤立 奇 点 ( 换 句 话说 。 
若 4 是 Ce* 的 开 子 集 ，eE 4 以 及 4 一 {a} 到 复 Banach 空间 E 的 映射 1 是 
解析 的 : 则 / 是 4 到 的 一 解析 映射 的 限制 ， 利 用 9.10 节 问 题 5)。 

2) 设 # 是 一 个 复 变量 的 揽 值 解析 函数 ， 在 点 a eC 有 一 本 性 奇 点 。 试 
证 ,对 任意 复数 4, 函数 1/(f 一 2) 要 在 形 如 V 一 {a} 的 开 和 集中 有 定义 并 
有 界 是 不 可 能 的 ,这 里 了 是 一 个 开 邻 域 (利用 (9.15.2))。 由 此 推出 结论 : 对 
于 < 的 任 一 邻 域 "只 要 了 在 了 一 {4} 中 是 解析 的 , KV 一 {9}) 在 C 中 就 
是 稠密 的 〈“Weicrstras 定理 ”。 参 见 9.3 节 , 问 题 8)。 

3) 不 是 多 项 式 的 整 函数 叫做 超越 整 函数 。 设 / 是 一 个 和 揽 变量 的 揽 值 整 
超越 函数 , 

2) 试 证 : 对 任意 整数 >> 0。 由 使 [KK*)|>* 的 点 *EC 组 成 的 全 的 
开 于 集 D(*) 是 非 空 的 并 且 它 不 能 包含 任何 球 的 外 部 (把 问题 ?应 用 到 国 
数 1 /5))。 

b) 设 K(x) 是 D(x) 的 一 个 连通 分 支 (3.19.5)。 试 证 K(=) 是 无 界 
的 而 且 |f*)| 在 K(x) 中 也 是 无 界 的 ( 若 “KC(n)， 考 谍 函 数 1/(z 一 a)) 
并 利用 9.5 节 问 题 14) 

5) 试 证 : 存 在 [0,+co] 到 的 连续 映射 *>， 使 得 在 每 个 区 间 [0, «] 
上 上 ，? 是 某 规则 函数 的 原 函数 ;而 且 使 im [7(0| = +oo 与 lim_ IK 的] 一 
十 co。( 考 说 这 样 的 开 子 集 [CC 的 序列 : Ls 是 D(w) 的 一 连通 分 支 ， 而 
且 对 每 个 * 有 LariGLw; 这 样 的 序列 的 存在 性 可 由 6b) 推出。 然后 利用 
(9.7.2).) 

4) 把 上 述 结果 推广 到 任意 多 个 复 变量 的 复 值 玫 超越 函数 .( 若 开 z,…， 
和 ) 一 了 smrapit 人 出 至 少 存在 一 个 附 标 t 使 得 有 无 穷 多 个 具有 非 零 
系数 “len 的 单项 式 与 任意 大 的 xs。 另 一 方面 ,证 明 ; 若 (gm) 是 p 个 复 变 
量 的 复 值 整 函数 的 可 数 族 ,如 其 中 任 一 个 不 恒 等 于 0, 册 存 在 点 〈c…， ep) 
使 对 每 个 六 都 有 m4，，…cy) 攻 90， 要 做 到 这 一 点 ， 可 对 ? 使 用 归纳 法 以 及 
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利用 下 述 事实 : 对 于 单 复 变 最 函数 太 x)， 只 要 它 在 4CC 中 是 解析 的 且 不 
恒 等 于 0 的 , 则 玉 z) 二 0 的 解 = 的 集 至 多 是 可 数 的 (参看 (9.1.5)) .) 

4) 设 9(*) 是 定义 在 f0;+ co[ 上 的 任 一 个 递增 的 正 实 函数 ， 设 〈 如 ) 
是 一 严格 递增 整数 序列 ,满足 后 一 1 并 使 (2/(= 一 1) 六 > glw 二 1》 对 
?> 1 成 立 ， 试 证 ， 等 级 数 


1 =1+ 


对 所 有 =e C 都 是 收 全 的 而 且 对 每 个 实数 x 之 2， 痢 有 帮 *) 之 9《*) ( 换 句 
话说 ,存在 比 任意 给 定 的 实 函 数 “ 更 快 地 ” 趋 于 无 穷 的 整 函 数 .) 

5) 对 任意 实数 a， 8， 满足 8> 0， 设 Lo 是 无 奖 点 路 径 (9.12 节 ， 问 
题 3)、 其 定义 如 下 ; 对 :和 一 1，Le,s(?) 良 一 上 一 1 对 -1l<i&l, 
Fe (一 二 0 对 tl Lol) =at+t 了 -1l 设 Go 一 
本 


a) 试 证 ; 车 于 = <8< 工 ， 又 若 *t cn， 则 函数 sexp (expz))/ 


(z 一 “) 沿 Le 是 广义 可 积 的 ， 而 且 ， 若 B。B, 使 |x(z)| <8.<B 或 使 
1Y(z)1> 色 >pBy 或 者 鲜 (z) <a， 则 沿 Lo,s， 与 re 的 积分 是 租 同 的 ; 
同样 地 ,着 号 (*)<ci<as 或 ci < 加 <2(z)， 或 着 | 72 >B， 则 沿 Lesp 
与 ress 的 积分 是 相同 的 (利用 canchy 定理 )。 
5) 由 a) 推出: 若 上 一 ox， 则 
E(x) = 去 _expfespe) gr 


可 以 开 折 成 一 个 整 函数 ， 
<) 试 证 : 


1 
一 -一 dz 一 
二 { exp(expy)az = 1 


(证 明 exp(expx) 沼 Ls 的 积分 与 4， 8 无 关 (只 要 至 <B< 3)). 
4) 试 证 ， 着 * 属于 由 < 或 Y(z)>z 定义 的 开 集 4, 则 
E(x) = + 2, 


其 中 FCx) 在 4 中 有 界 (利用 a) 与 c)， 将 F(x) 用 沿 Lo,s，B<x， 的 积分 表 
示 )。 
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*》 试 证 : 若 = 属于 由 品 (z)>0 和 |4(*)| <x 定义 的 开 尘 B, 则 


B(x) = explexpr)— 汪 + 2, 


其 中 G(x) 在 B 中 有 界 (首先 用 Cauchy 公式 证 明 : 若 一 ! < 妥 (?) <0 与 
1¥(*)| <x， 则 


E(x) = exp(expx) + zr). 


exp(expz) gs, 
2 


ee 
其 中 一 工 _,.。。 其 次 利用 (9.4.2) 证 明 : 这 个 公式 对 *&EB 仍然 成 立 ， 并 
用 沿 上 .1,s，8>x， 的 积分 表示 G(z))。 

让 设 H(x) 一 Ex)e seo。 试 证 : 是 一 超越 整 函 数 使 得 对 每 个 实数 
9 都 满足 in_B(re 一 0 (〔 利 用 4) 与); 并 与 问题 3 的 结果 比较 )- 

6) 设 了 是 六 2 个 复 变量 的 复 值 整 函数 。 试 证 : 若 fs.>*…， op) 二 6， 
则 对 每 个 "> 0， 恒 存在 > = (= 2) 使 一 | 一 ol* ==* 与 Hs 

. 
4) 二 5 (利用 9.10 节 间 题 知 ))。 

7) 设 f 是 开 于 集 4cCC? 到 复 Banach 空间 E 的 一 解析 上 映射， 4 的 边 
绿 点 so 叫做 f 的 正则 点 ,如 果 存 在 se 的 一 开 领 域 了 与 4UP 到 E 的 在 4 中 
与 f 重合 的 解析 映射 。 如 果 4 的 边缘 点 不 是 正则 的 ， 我 们 就 说 它 是 了 的 春 
点 . 

a) 设 R< 二 oo 是 一 个 复 变量 宕 级 数 fz) 一 > ao 的 收 全 半径 (9.1 
节 ， 问 题 1)。 则 至 少 存在 一 个 使 |ml = R 的 点 mm 是 了 的 坷 点 ，( 若 不 然 ， 
则 可 以 用 有 限 个 开 球 Bx 覆盖 图 |z| 一 R， 这 些 球 的 中 心 都 在 该 加 上 ， 并 使 
得 在 每 个 开 集 BO;R) UB。 中 存在 与 了 在 BK0;R) 中 重合 的 解析 函数 六 利 
用 《9.4.2) 证 明 : 对 任意 两 个 附 标 和 k。 只 要 Bu 人 本 关中 办 与 大 就 在 


而 Pi Bs 中 重合 ,于 是 由 (9.9.1) 与 (9.9.2) 得 出 结论 袜 ) so” 的 收 伍 半径 
>R.) 


b) 使 用 a) 中 的 记号 ,假设 对 每 个 = 都 有 m 关 0。 试 证 : 点 ?一 R 是 上 
的 琳 点 。( 可 以 肯 设 R= 二 !.。 设 。 ”是 /的 一 个 奇 点 ， 那 么 对 0<r<1l， 震 


级 数 也 ) free“)s"/zl 的 收 敏 半径 恰好 是 1 一 r 《9.9.1)。 注 意 |#mCreie)1 
去 Ke(r)。 并 利用 (9.1.2).)》 
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5) 使 用 a) 中 的 记号 ， 假 设 R = 1。 设 5 “是 两 个 实数 且 0<2<1y 
=1 一 5, 又 设 ? 是 之 1 的 整数 ,要 使 点 * 一 ! 是 /的 奇 点 ,必须 目 只 须 


函数 eCw) = 1(5w? 二 cnrt!) 的 Taylor 级 数 人 eC0)wrfr1 有 等 于 1 的 


收 黎 半 径 。 (注意 ; 着 #1 所 1， 则 8m? + esr?!| 心 1， 而 且 后 一 不 等 式 的 
亲 边 只 在 “= 1 时 才能 相等 。 为 了 证 明 条 件 的 必要 性 必得 利用 (10.2.5) 证 
朋 在 * = 1 的 邻 城中 存在 解析 函数 克 z) 使 得 在 此 邻 城 中 有 * 一 BAz)).) 

9) 假设 (使 用 a) 中 的 记号 ) me 一 0， 除 对 整数 的 这 样 的 子 序列 【za) 例 
外 : 对 每 个 k 《mu) 满足 mh41>(1 + 9)zaks 其 中 9>0 是 一 个 固定 的 数 . 试 
证 : 圆 |z| = R 上 的 每 一 点 am 都 是 ; 的 奇 点 (“Hadamard 间断 定理 ”; 回 
人 | 一 民明 做 7 的 自然 边界 )。 (可 以 候 设 及 一 1。 利用 c) 中 的 判别 准则 ， 
取 p>119, 并 设 e(o) 一 这 dm 是 8 在 # 二 0 处 的 Taylor 展开 式 ， 据 


假设 ， 对 任 给 的 s> 0。 存在 整数 的 子 序列 (mw,) 使 得 will > 《1 一 ”7 
(9.1 节 , 问 题 )。 另 一 方面 , 握 b)， 函数 F(w) 一 2) (ia 十 eat)n4 一 


袜 tr 有 一 个 奇 点 一 1， 因而 在 在 整数 的 子 序列 94) 使 cc| >(! 一 
2 证 明 lf>Q 一 sc) 

8) 设 1， 8 是 开 集 0<|* 一 ol <+ 中 的 两 个 解析 函数 ， 其 中 有 一 个 取 
复 值 ， 试 证 ; 如 果 在 点 * 函数 1, & 中 有 一 个 是 有 限 阶 的 ,而 另 一 个 是 一 co 阶 
的 ,; 则 #8 在 点 “是 一 c2 阶 的 。 


16. 残 数 定 理 


我 们 先 回 显 : 任何 子 集 SCC， 只 要 它 的 点 全 是 孤立 的 , 它 就 
是 至 多 是 可 数 的 ， 因 为 这 时 C 的 子 空间 8 是 离散 的 与 可 分 的 ( 据 
(3.9.2),《3.20. 6) 与 (3. 10.9)), 因 而 s 是 $ 自己 的 唯一 的 称 密 子 
集 (3. 8. 4).。 
《9. 16. 1) 设 4CC 是 一 单 连 通 域 , (as) 是 4 中 不 同 孤 立 点 的 序 
烈 ( 有 限 的 或 无 穷 的 )， 在 4 中 没有 触 值 ,5 是 这 序列 中 点 的 集合 . 
设 jf 是 4 一 5S 到 复 Banach 空间 互 上 的 一 解析 且 射 ， 并 设 Y 是 
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4 一 5 中 的 一 回路 。 那 么 我 们 有 
J fas — 2 Dl jCass 7)RCas), 


其 中 RCos) 是 了 在 点 a 的 残 数 ， 并且 右 边 只 有 有 限 项 关 0( 残 数 
定理 )， 
显然 可 以 假设 每 个 w 都 是 ; 的 奇 点 ,因为 可 以 把 了 连续 开拓 
到 所 有 的 非 末 点 mw。 公 寂 的 两 边 并 不 改变 《因为 若 a。 不 是 奇异 
的 ， 则 R(an) 一 0)， 在 这 个 假设 下 ， 对 任意 紧 集 工 Cd LNs 
是 有 有限 的 ， 原 因 是 : 由 定义 4 一 3 在 C 中 是 开 的 ， 故 LNS 在 
工 中 古 闭 的 。 因而 由 LNS 是 紧 的 与 离散 的 。 得 出 它 是 有 限 的 
《3.16. 3)， 设 了 定义 在 区 间 工 上 ， 并 设 了 是 使 KKz; 7) 关 0 的 点 
ze 4 的 集 ， 我们 知道 P 在 C 中 的 潭 包 F 是 紧 的 (9.8.6); 又 了 不 
包含 4 的 任何 这 缘 点 ,因为 这 种 点 不 能 在 YC1》 上 ， 也 不 能 有 关于 
“7 的 关 0 的 指数 ( 握 (9.8. 7); 因为 C 一 >(7) 中 使 指数 zs 7?) 
取 给 定 值 的 点 * 的 集 是 开 的 (9. 8. 3), 放 中 任何 不 属于 (77 的 
点 都 在 P 中 ,于 是 互 C 4， 另 一 方面 , 设 p(1,5) 是 4 中 到 单 点 
的 问 路 的 一 个 闭路 同 伦 (te 7， 8e 7 ] 是 一 紧 区 间 )， 那 么 M 一 
p(T X 7) 是 4 的 一 紧 子 集 , 设 HCN 是 使 oocMUE 的 整数 
+ 的 有 限 集 ; 对 每 个 ae 有， 设 mw(1/(z 一 6。)) 是 了 在 点 o 的 
奇异 部 分 ， 设 8 是 使 ng 及 的 点 m 的 集 在 4 中 的 余 系 ， 则 召 是 
开 的 ,因为 日 中 一 点 的 含 于 的 紧 信 域 与 3 有 有 限 交集 , 据 奇异 部 
分 的 定义 ,存在 了 中 解析 的 函数 8， 并 县 在 每 个 = 闪 ao(xe H) 上 
等 于 Kw) 一 忆 (一 一)， 因 由 定义 WCB，, 故 ?7 在 3 中 同 


seH 


伦 于 一 单 点 回路 ;于 是 ,根据 Cauchy 定理 ,| s(2dz 一 0 换 句 


话说 | fas 一 | w( 一 上 ) 4z。 于 是 结果 由 (9. 14. 2) 推 


了 Ts 


出 , 只 法 把 (9. 14. 2) 应 用 到 每 个 在 以 w 为 中 心 并 包含 7(1) 的 开 
“ 环 "中 的 函数 (= 二 一) 上. 
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17. 亚 纯 图 数 


设 4 是 C 的 开 子 集 , S 是 4 的 闭 于 集 ， 它 所 有 的 点 都 是 孤立 
的 ， 我 们 称 4 一 5 到 复 Banach 空间 E 的 映射 + (由 于 滥用 术语 ) 
在 4 中 是 亚 纯 的 ,如 果 它 在 4 一 $ 中 是 解析 的 ,并且 在 3 的 每 一 
点 上 有 > 一 o 的 阶 .由 于 用 词 含糊 , 我 们 总 是 把 了 等同 于 它 到 3 中 
所 有 非 了 极点 的 那些 点 上 的 连续 开拓 ; 于 是 (9. 16. 1) 中 用 过 的 论 
证 表明 : 总 可 以 假定 : 对 4 的 任意 紧 子 集 工 ， 工 几 S 是 有 限 的 。 
若 1, g 是 4 中 的 两 个 亚 纯 函数 ,在 同一 空间 中 取 其 值 ， 并 且 它们 
在 4 中 极点 的 集 分 别 是 5, 5S", 那么 根据 上 述 附注 ，SUS" 使 其 多 
部 的 点 都 是 孤立 的 ; 1 十 g 在 4 一 (SUS') 上 有 定义 并 解析 ， 而 
且 在 3US 的 每 一 点 上 有 > 一 co 的 阶 , 从 而 它 在 4 中 是 亚 纯 的 ( 附 
注 : SUY 中 的 某 些 点 对 于 1 十 g 可 以 不 是 奇异 的 )， 类 似 地 ， 若 
f 与 8 在 4 中 屿 亚 纯 的 ,并 且 z 是 复 值 的 , 则 fg 在 4 中 是 亚 纯 的 . 
若 # 尖 0 在 4 中 是 亚 纯 的 , $ 是 其 极点 的 集 ,了 是 其 零点 的 集 ， 则 
SU 了 的 所 有 点 都 是 孤立 的 ， 因 为 车 se 4 且 mke) mh。 则 在 集 
0<<|z 一 中 < 一 7 中 ,Xe) 一 (zx 一 2a) 有 (2), 而 太 在 1 一 sl<r 
中 是 解析 的 ， 并 且 fCa) 关 0; 狐 立 零点 原理 (9. 1. 5) 表 明 ; 存在 
满足 0 <” < 之 + 的 数 1', 并 使 对 0 过 jz 一 a <” 有 f() 关 0 
这 不 仅 证 明了 我 们 的 断言 ， 而 且 还 表明 : 对 4 的 任意 紧 子 集 工 ， 
LNCSUT) 是 有 限 的 (与 (9. 16. 1) 中 的 证 明 一 样 )， 特 别 , 若 了 是 
复 值 的 , 则 1Yf 在 4 中 是 亚 纯 的 并且 8 是 其 零点 的 集 , 了 是 其 极 
点 的 集 ， 此 外 , 仍 用 上 述 记 号 ,对 于 0 < 1x 一 a| 之 +, 有 je) 一 
Az 一 a) hz) 寺 + 《x 一 a8j(2), 于 是 f/f 一 当 0 < 1z 一 al 
三 时 是 解析 的 一 一 当 一 0 时 ,在 < 点 阶 数 为 0 , 当 记 到 0 有 时， 
在 4 点 阶 数 为 一 1, 残 数 为 
(9.17.1) 设 4 是 C 中 的 单 连通 域 ，f 0 是 4 中 的 复 值 亚 纯 函 
数 , 5 《相应 地 , 7 了) 是 它 的 极点 (相应 地 , 零点 ) 的 集 ，& 是 4 中 的 
解析 涵 数 ， 那 么 ,对 4 一 (SUT) 中 的 任 一 回路 7, 我 们 有 
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em 1 dz — = iasr)gCa)ol a 有 
并 且 右 边 只 有 有 限 项 关 0。 
这 可 直接 由 残 数 定理 推出 , 汝 为 gf/j 在 点 ee SUY 的 残 臻 
就 是 gla) 与 了 /1 在 点 4 的 残 数 的 葬 积 . 
《9. 17,.2) 仍 在 (9. 17. 1) 的 假设 下 , 设 和 一 7(D(GeEI) 是 了 一 
《SUT) 中 的 回路 。 若 了 是 回路 :一人 YC)), 则 
HOsT) 一 D) Kaiy)o(es 力 。 


asUT 


因 册 (8. 7,4) 直接 推 得 | 过 一 人 az， 故 结果 是 (9.17.) 


当 g 一 1 时 的 特殊 情形 . 
(9. 17.3) 《Rouché 定理 ) 设 4CC 是 单 连通 域 ，1,g 是 4 中 的 
两 个 复 值 解析 函数 。 设 T 是 4 中 + 零点 的 (至 多 可 数 ) 集 , 7' 是 4 
中 7 二 eg 的 零点 的 集 ，7 是 定义 在 区 间 I 上 的 4 一 了 中 的 回路 
那么 , 若 Y(I) 上 有 |g(z)| < 11fz)1， 出 函数 了 + g 在 YC1) 上 
没有 零点 ,并 且 
Do iCa;r)ata; f) = 之 Bsr Cbs -+ 8). 

第 一 点 是 显然 的 ,因为 f(z) + g(x) 一 0 蕴含 |x)| 一 

IgCs)|， 攀 数 h 一 《jf 十 8g)/f 在 4 一 了 中 有 定义 并 在 4 中 亚 纯 ; 


在 4 一 (TUT') 中 我 们 有 人 一 七 二 乞 ， 利 用 (9.17.2)， 


于 在 
我 们 只 须 证 明 0 关 于 回路 了 ， ;一 多 7()) 的 指数 是 n， 因 8 在 
紧 集 YC1》 上 是 连续 的 并 且 有 限 的 ， 故 自 (3. 17. 10) 与 假设 推 得 
7 一 ,sp 18(9 /f(z) 1 < 1。 换 多 话说 ,在 球 lz 一 1| <+ 中 ， 
又 因为 0 是 这 个 球 的 外 点 ,于 是 结果 由 《9.8.5) 推 出, 
《9. 17.4) ( 合 参 数 的 瑟 数 方程 的 根 的 迄 续 住 》 设 4 是 C 中 演 通 
的 开 集 ,下 是 距离 空间 , f 是 4 X 中 的 连续 复 信也 数 ,使 得 对 每 
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个 ae Fiz 一 区 zya) 在 4 中 都 是 解析 的 . 设 3 是 4 的 非 空 开 子 集 ， 
它 在 C 中 的 闭 包 百 是 紧 的 且 含 于 4 中 ,并 设 me 使 人 x,00) 的 零 
点 没有 一 个 在 巨 的 边界 上 、 那 么 存在 m 在 中 的 邻 域 扩 使 得 : 1 
对 任意 a€W, f(z, a) 在 B 的 边界 上 设 有 零点 ; 2° 对 任意 a w， 
天 z, a) 属于 B 的 零点 阶 数 的 各 与 无关。 

fz, om) 在 8 中 的 不 同时 点 的 个 数 是 有 限 的 ; 设 wa。 …，*ae 是 
这 些 点 ， 对 的 每 个 边界 点 x, 存在 * 的 合 于 4 中 紧邻 域 U.， 并 
使 区 rz, mo) 在 gx 中 没有 零点 (9. 1. 5); 如 果 我 们 用 有 限 个 集 可 
材 盖 了 的 ( 紧 ) 边 缘 , 那 么 互 与 这 些 UD, 的 并 集 U 是 了 的 一 个 紧邻 
域 , 它 合 于 4 中 并 使 从 z,m) 在 DTm(4 一 巨 》 中 没有 零点 . 设 了 
是 数 |a 一 ail(i 半 站 中 最 小 的 一 个 ， 对 每 个 i(1 宝安 #), 设 
DD; 是 开 球 1z 一 oil < +;， 它 的 半径 天 < +/2， 并 且 它 合 于 B 


中 ;那么 , 当 i 业 j 时 ,DiNDi 一 名 设 及 一 一 (UPD); 这 是 


个 紧 集 ; 设 m 是 |Kz, oo)| 在 只 中 的 最 小 值 ; 据 (3.17. 10) 有 
mm 之 0。 又 对 每 个 x6 吾 ， 存在 * 的 食 于 4 中 的 邻 域 7 与 m 在 
卫 中 的 邻 域 栈 -, 使 得 对 于 ye ys 与 weE 卫 。 有 | 其)5a7 一 天 xy 
mm)| 二 m/2， 因 后 是 紧 的 , 故 可 用 有 限 个 集 FeK1 所 所 pp) 覆盖 


它 ; 设 及 = 门 Wa 这 是 m 在 下 中 的 一 邻 域 : 由 定义 ， 对 任意 
x 


ae W 与 任意 y&《 8B, 我 们 有 |fy,0) 一 全 ya0)| 三 加， 于 是 推 得 
与 第 一 条 结论 相似 的 结果 : 对 y€ 玉 与 a€ WW, 有 fys a) 产 0; 另 
一 方面 ， 轴 为 在 如 中 (f(z, oa) 一 Jz, oo) 之 1f《zs oo)1， 改 把 
Rouché 定理 应 用 到 每 个 回路 1 一 a; 十 re*(0 所 1 二 2z) 上 ， 就 
可 证 明 : ”天 z， a) 在 各 媚 ; 中 军 点 阶 数 的 和 与 we WY 无关, 于 是 定 
理 得 证 . 


问 题 


四 设 4cC 是 一 单 连通 开 集 , 1 是 4 中 的 亚 纯 复 信和 濑 数 , 它 使 1 的 每 个 
极点 都 是 单 极 点 并 使 1 在 每 个 极点 上 的 残 数 都 是 正 或 负 整 数 , 试 证 : 在 4 中 
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存在 亚 纯 函数 8， 使 得 /8/#。( 若 二 不 是 /的 极点 ,证 明 : 对 于 不 是 /家 
点 的 任 一 点 =,E 4， 与 4 中 任 一 条 定义 在 CR 上 ,她 旧 为 = 终点 为 的 回 
路 7 而且 y(7) 不 包含 {的 任何 极点 ， 数 exp (| KK=)sz) 只 取决 于 = 与 
,而 与 洲 足 上 述 条 件 的 回 蜂 + 无 关 ( 利 用 玖 数 定理 ).) 

2) 设 /是 一 个 揽 变 数 的 整 函数 ,使 得 对 实数 *， ?有 Ns + 二) 
试 证 ,对 任 容 m 只 要 它 异 于 = 的 音 数 倍 zx, 就 有 

{C5) D(ar), 
(2)- -Ee 人 一 ar 和 
这 里 右边 的 级 数 在 C 的 任何 紧 子 集中 是 依 东 数 收 总 的 ， 只 要 它 不 包含 任 一 
个 点 mr (2 为 监 数 )。 (考虑 名 分 
1 x) 


2 Jr sinx Gy 
其 中 必 是 回路 于 人 + 让 "对 一 etex。 注意 : 对 任意 >0， 存 


在 数 c(8)>0 使 得 由 |z 一 x| 之 e 对 每 个 整数 =EZ 成 立 这 种 关系 可 推 
出 jsins| 关 <(8)e1 7 并 利用 残 数 定理 .》 
3) a) 斌 证， 对 到 nx 《2 是 整数 ) 


cet D2 二 
这 里 右边 在 C 的 任 窟 紧 子 集中 是 依 范 数 收 伊 的。 只 要 它 不 包含 任何 一 个 点 
ax。( 使 用 问题 :及 关系 式 fim (ctgz 一 Hz) 一 0.) 
b) 由 2) 推 证 ; 


snr = #1 总 小 


其 本 机 定义 为 条 (一生 ) 的 训 限 ,条 全 在 的 每 人 于 集中 是 一 到 


的 。( 考 虑 整 卫 数 f(*) 一 i 一 二 人 (9.12 节 ,问题 D) 并 利用 ?) 证 


朋 责 数 《sin=)/zf(*》 是 一 个 常数 ,) 
5) 由 5) 推 证 恒等式 


-1 = 工 xsinma 
TT 一 站 
《〈 苑 9.12 节 问 题 2)。 
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从 设 f 是 复 信和 函数 ,在 C? 中 0 点 的 一 开 邻 域 4 中 解析 ;为 方便 起 见 ， 我 
们 把 w; 写成 w, 招 〈z:，…， zp_1) 写成 *。 假设 fK0, 0) 一 0 而 函数 人 0> 
4) 一 它 在 光一 5 在 中 的 一 邻 域 中 是 解析 的 一 一 不 恒 等 于 0 。 那么 存 
在 一 整数 *> 0， 及 ”个 函数 与 (9)， 它 们 在 Cc?" 中 0 点 的 一 部 城中 解析 >、 
还 存在 函数 glz,w)、 它 在 ?中 0 点 的 一 邻 域 5C4 中 解析 , 且 在 该 邻 域 
中 关 0 ,使 得 在 C? 中 0 点 的 一 邻 域内 有 

Hs) = (wt hs) + e+ hs)) er,w) 

《Weierstrass 预备 定理 ”)。 (车 w 二 0 是 1f(0, w) 的 + 阶 零点 ， 那 么 利用 
《9.17.4) 就 可 证 明 : 存在 数 a。>0 与 在 C?"' 中 0 点 的 一 领域 ">。 使 得 对 任 
意 x€ V5， 函数 wj (zw) 在 圆 盘 1w] < 。 中 正好 有 + 个 零点 而 在 圆周 
1w| 一 。 上 没有 零点 。 设 了 是 回路 z=se''、 一 rrx; (借助 于 残 数 定 理 ) 
证 明 : 存在 函数 如 (x)(1<j<r) 在 V 中 解析 并 且 使 多 项 式 F(z,w) = wr+ 
(wr 十 十 B(x) 清 是 下 面 的 恒等式 

Fl) RD) 1 ae 

Faw) (eye Wn 
其 中 *EP 与 |w|>8.) 

5) 设 (i) 是 C 的 开 连 通 于 集 4 中 的 复 信和 解析 函数 序列 。 假设 对 每 个 
*& 4， 序 列 (f(x)) 瀣 向 一 极限 a(z), 并 且 在 4 的 每 个 紧 于 集中 是 一 致 收敛 
的 .再 设 4 到 C 的 每 个 映射 汪 ~ 决 (=*) 是 单 射 的 。 试 证 ， 或 者 在 4 中 是 
常 值 的 或 者 是 单 射 的 (对 任意 和 E 4， 海 虑 序列 js(*) 一 如 (so)) 并 应 用 
《9.17 .4) 与 孤立 零点 原理 )。 

5) 设 9 是 区 间 [0;1] 上 的 二 次 可 微 实 值 函 数 。 假 设 [9(0)1<19(1) 并 
设 吉 是 9(0) 一 9(1) cosx 一 0 在 ] 一 区 *[ 中 的 一 个 零点 ， 试 证 ， 整 函数 


F(z) = 了 Pa) sin stds 
有 可 数 的 零点 集 ; 而 且 能 够 定义 2 到 zF (sz) 的 零点 集 上 的 满 映 射 zx 一 "zy 
使 得 每 个 零点 都 对 应 于 一 个 与 它 的 阶 数 相等 的 附 标 数 ,并 上 且 lim. [Ge 
20m) 一 Jim (an + 各 一 29x) 一 0。 (实行 两 次 分 部 积分 就 可 证 明 : 


7(z) = 9(0) 一 (1) coss 十 Glz)， 其 中 【162)| eel/|z|; 得 问题 2 
中 使 |sins| 受 控 制 那样 ,使 |9(0) 一 2(1) cos z| 在 那些 以 该 函数 的 零点 为 
中 心 的 项 外 受 控制 ; 再 适当 地 利用 Rouché 定理 ,) 对 j9(o)[> 19(1)| 或 
I%(0)| = 1%(1)1 的 情形 作 同 祥 的 讨论 ， 
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附录 解析 应 数 在 平面 拓扑 学 上 的 应 用 
(Eilenberg 方法 ) 


1 点 对 闭路 的 指数 


《附录 1.1) 若 :一 7(D (a 所 :1&5) 是 CC 的 开 子 集 4 中 的 一 线 
路 。 则 4 中 存在 一 个 7 到 路 径 7; 的 同 伦 w， 使得 在 fo,b] X 
[0, 1] 上 定义 并 且 对 每 个 5€10, 1] 都 有 pC《a,$) 一 7《a) 与 
(全 ) 一 YE) 

设 1 二 140,81; 因 7(7) 是 紧 的 , 故 dCY(1), C 一 4)=p 
> 0(3.17.11)。 又 因 7? 在 了 中 是 一 致 连续 的 《3.16.5)， 所 以 存在 
工 中 点 的 严格 递增 序列 (zt)octcms 且 二 a， 二 二 5， 并 使 7 
在 每 个 区 间 [##,ttn](0 所 所 m 一 1) 上 的 振幅 (3.14)<p。 在 
了 上 定义 如 下 ; 对 于 tps T7000) 二 于 -x 

下 一 经 
《C79) 一 7(4D C0 所 所 1m 一 1); 显然 ,7, 是 一 条 路 径 ， 满 
足 YiKea) 一 YCa)、，T4(8) 一 768) 又 因 Ya AH]) 全 于 以 
7(z4)》 为 中 心 2 为 半径 的 开 球 中 ， 故 XC1) 含 于 4 中 ， 然 后 定义 
p(t) 二 $7) 十 (1 一 5Y(); 容易 验证 ， 对 坟 忆 1 筷 坟 nm 与 
0 人 和 E100 和 太一 1)，gq《t; 汪 ) 在 以 7Y( 术 ) 为 中 心 、P 为 
半径 的 开 球 中 ;于 是 满足 所 要 求 的 条 件 . 

特别 地 , 车 7 是 一 闲 路 , 则 我 们 看 到 9 是 4 中 7 到 回路 7 的 
闭路 同 伦 . 

现在 邯 虚 C 中 定义 在 工 上 的 任意 闭路 7 与 任意 点 “和 7Y(7)， 
因由 (附录 1.1), 存在 回路 7,, 在 C 一 {a} 中 同 伦 于 >， 所 以 可 以 
定义 指教 jCa; >) 等 于 区 ai 7 对 任 一 条 C 一 {0} 中 辐 伦 于 7 
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的 回路 ”; 据 Cauchy 定理 (9.6.3)， 这 与 在 和 一 {a}y 中 同 伦 于 
7 的 特殊 的 回路 ” 无 关 。 

利用 (附录 1.1) 容易 验证 : 点 关于 闭路 的 指数 与 团 路 的 始点 
《9.6) 无 关 ， 并 且 福 质 (9.8.3), 《9.8.5),(9.8.6) 与 《9.8.7) 当 在 它 
们 的 叙述 中 用 “ 闭 咯 ” 代 换 “回路 "时 仍然 成 立 . 


2. 单位 圆 中 的 本 质 映 射 


设 主 是 距离 空间 ， 我 们 称 忆 到 单位 图 UU，|z| 一 1 的 连续 映 
射 + 是 非 本 质 的 ,如 果 存 在 到 民 的 连续 映射 8 使 得 对 每 个 x€ 瑟 
都 有 f(x) 一 ci， 五 到 局 的 一 连续 映射 了 称 为 本 质 的 ， 如 果 它 
不 是 非 本 质 的 . 
《附录 2.1) 车 二 ,二 都 是 到 口 的 非 本 质 映射 , 则 十 与 1 一 
五 也 是 非 本 质 的 ， 若 所 是 本 质 的 而 二 是 非 本 质 的 ， 则 所 与 及/ 
都 是 本 质 的 . 
(附录 2.2) 若是 己 到 局 的 非 本 质 有 映射 , e 是 距离 空间 F 到 EE 的 
连续 映射 , 则 fog 是 非 本 质 的 . 

这 些 性 质 都 是 定义 的 直接 的 结果 . 
《附录 2,3) 距离 空间 E 到 上 的 任意 连续 映射 1, 只 要 灰 呈 ) 天 局 
就 是 非 本 质 的 - 

设 ioEU 一 扩 E)， 存 在 a€ R, 使 如 = ce”， 并 且 1 一 er” 
在 开 区 涪 ]a,a 十 2x[ 上 的 限制 是 该 区 间 到 口 一 {&o} 上 的 一 个 
司 胚 (9.5,7); 若 炒 是 其 逆 同 胚 , 则 对 每 个 x€ 都 有 f(%) 二 et， 
证 完 . 
(附录 2.4) 若 天 ,五 是 距离 空间 E 到 口 的 两 个 连续 映射 并 使 得 对 
任意 xE EE 都 有 有 (x) 到 一 f(x), 又 若 上 是 本 质 的 (相应 地 ， 非 本 
质 的 ), 则 太 也 是 本 质 的 (相应 地 ， 非 本 质 的 ). 

因为 了 一 及 /为 是 E 到 口 的 连续 映射 且 不 取 一 !， 于 是 据 ( 附 
录 2.3) 它 是 非 本 质 的 . 
(附录 ?2.5) 设 E 是 一 紧 了 距离 空间 ,1 一 [0,1], 1 是 EX 了 I 到 U 
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的 连续 映射 ， 若 映射 + 一 fCx, 0) 是 本 质 的 《相应 地 , 非 本 质 的 )， 
则 映射 + 一 厂 x、1) 也 是 本 质 的 (相应 地 , 非 本 质 的 》， 

因 f 在 EX 7 上 是 一 致 连续 的 《3.16.5)， 故 存在 整数 > 之 1 
使 得 只 要 1s 一 外 委 Im 就 有 |Kx,s) 一 人 x, 站 | 专 1 对 任意 


x 玉成 立 ， 设 对 0 所 所 办 Ca) 一 (x 专 ); 因而 对 于 任 


四 


Hl 


意 *xEE 与 0 所 <# 一 1 有 If?) 一 fin(?)| 安 1， 又 因 对 
xzE€E 有 |G)i 一 |fin(x)| 一 1, 收 对 x*EE 得 扩 () 天 一 
jinx}。 于 是 由 (附录 2.4) 得 到 结果 。 
《附录 2.6) 《R" 中 ) 一 闭 球 到 UU 的 任何 连续 映射 都 是 非 本 质 
的 . 

设 B 是 球 d(x,a) 扎 +， 并 定义 g(x,7) 二 fa 十 zx 一 a)); 
则 8 在 E Xx [0,1] 中 是 连续 的 ,并 且 gC*,1) = (x), gCx, 0) 一 
a); 因为 x 一 gkx,0) 是 非 本 质 的 (附录 2.3), 所 以 据 (附录 2.5》 
f 也 是 非 本 质 的 . 
(附录 2.7) 设 4,B 是 距离 空间 B 的 两 个 闭 子 集 , 并 且 E=4UB 
与 4 人 18 是 连通 的 . 设 1 是 到 器 的 连续 映射 ; 若 f 到 4 与 B 上 
的 限制 都 是 非 本 质 的 , 则 f 也 是 非 本 质 的 , 
所 假设 ,存在 4 与 到 屁 的 连续 映射 8, 使 得 在 4 中 (x) 一 
ceizt0， 在 了 中 f(x) = e049， 因此 对 x€ 4 门 B， 有 co 一 ex， 
FF 是 据 《9.5.3)，(8g(x) 一 认 x))/2x 是 一 整数 ;但 因 g 一 在 连通 
集 4 门 B 中 是 连续 的 , 故 由 (3,19.7)， 这 昔 含 一 4 在 4n 3 中 是 
常数 2ax。 设 在 4 中 w(x) == g(x), 在 B 中 w(x) = h(x) 十 2mmy 
那么 显然 在 E 中 f(x) 一 er 又 因 8 与 上 十 2az 在 4NB 中 重 
合 , 改 # 在 E 中 是 连续 的 ,证 完 . 
《附录 2.8)》 要 忌 到 它 自身 的 连续 映射 了 为 本 质 的 。 其 充 要 条 件 
是 : 对 于 闭路 >: :一 灰 c0(0 安 安 2z) 有 ji(0;7) 才 0 

据 《9,8.1), 可 令 大 cz>》 一 *%0， 其 中 由 在 [9, 2x] 上 是 连续 
的 , 并 且 , 由 (9.5.5)，y(2a) 一 JC0) 一 2axs 4 是 指数 j(0; >)。 
设 w(t,8) 一 gt) 十 nt 十 $0) 一 0)); 车 对 于 二 eC0< 
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1 所 24) 上 与 0 所 8 和 1 设 8 一 co， 则 : 据 (9.5.7)，8 
在 (U 一 {1}) Xx [0, 1] 中 是 连续 的 , 又 因 对 任意 $ 有 et?" 一 
e095 一 其 1)， 故 8 可 连续 开拓 到 UV X [0,1] 上 ， 因 此 ， 据 ( 附 
录 2.5),， 只 要 对 映射 Jf: “一 好 证 明 该 定理 就 行 了 。 显然 ， 对 
2 一 0, 了 是 非 本 质 的 。 假设 > 关 0， 用 反 证 法 证 明 : 了 不 能 是 非 
本 质 的 ， 若 不 然 , 则 存在 7 到 民 的 非常 数 连续 瑞 射 二 使 得 在 忌 中 
名 一 ef， 轩 允 D) 是 民 的 紧 的 (3.17.9) 与 连通 的 ((9.5.8) 以 及 
《3.19.7)) 子 集 。 所 以 多 DU) 是 一 紧 区 间 [4,58], 其 中 a<5(3.19.1)。 
设 台 6 了 使 得 所 5o) 一 4， 因此 有 好 一 cx; 存在 向 在 中 的 邻 
域 V 使 得 在 V 中 的 振幅 (3,14)<x; 另 一 方面 ,把 (9.5.7) 应 用 到 
区 间 ]s 一 xn， 十 eof 上 、 就 可 证 明 : ”存在 点 eV 使 得 
如 二 el， 其 中 6 之 0 充分 小 , 据 (9.5.5), U5) 一 (4s 一) 是 
2x 的 一 个 整 倍数 , 了 的 选取 蕴 售 这 个 倍数 ， 在 8 < x 时， 只 能 是 
0. 但 这 与 “的 定义 矛盾 . 

(附录 2.9) 了 到 它 自身 的 恒 等 映 射 5 -> 是 本 质 的 ， 


3. 平面 的 分 割 


在 虐 离 空间 互 中 ,我 们 称 妃 的 子 党 工 隔 离 E 一 4 的 两 点 *，y， 
如 果 * 与 在 一 4 中 的 连通 分 支 (3.19) 互 不 柱 同 。 我 们 说 4 
分 割 E (或 者 是 的 一 个 分 割 线 ), 好 果 吾 一 4 是 不 连通 的 . 

对 人 中 满足 a < 5 的 任意 两 点 a,5, 设 s6(x) 是 定义 在 C 一 
48} 中 的 遂 数 z 一 (z 一 a)/(z 一 6); 容易 验证 sw 是 C 一 {5} 
到 C 一 {1} 上 的 一 个 同 胚 。 

《附录 3.1) 《Eilenberg 判别 准则 ) 设 吾 是 女 的 紧 子 集 ; 要 玉 隔 
离 C 一 如 的 两 个 不 同 点 e, 5， 其 充 要 条 件 是 : 五 到 口 的 里 射 
z 一 sosCs7 loss)[ 是 本 质 的 . 

4) 充分 性。 假设 4 与 5 在 C 一 日 的 同一 个 连通 分 支 4 中 . 
因 C 一 卫 在 C 中 是 开 的 且 蕊 是 局 部 连通 的 ((3.19.1) 与 
《3.20.16))。 故 4 在 安 中 是 开 的 (3.19.5)， 据 (9.7.2) 存在 4 中 
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的 线路 :一 7 (DD)， 定义 在 1 二 10, 1] 上 ,并 满足 7 (0) 二 a， 
7(1) 一 5&。 因 对 的 任何 值 。y(e) 如 ,所 议 肌 射 (xz,2) 一 区 #5 四 
二 wx5( 四 /srw《2)1 在 昌 Xx 了 中 是 连续 的 并且 fs, 0) 一 1， 
#5,1) 一 sms《 有 /soslz)1， 于 是 结果 由 (附录 2.5) 推 得 。 

b) 必要 性 ， 设 五 隔离 “与 久 设 4 是 C 一 妃 中 包含 “的 连 
通 分 支 ; 4 在 C 中 是 齐 的 并 且 它 所 有 的 边缘 点 都 在 豆 中 《它们 不 
会 在 C 一 如 的 另 一 个 连通 分 支 中 ,否则 4 将 与 那个 开 连 通 分 支 有 
公共 点 ) (3.8); 因 而 4U 玉 是 在 C 中 六 的, 因为 5 冯 4UR， 故 有 
5 4UB>0， 设 4 下 是 4 五 在 C 一 1 到 C 一 {1I 上 
的 同 有 是 x 一 wws(z)》 下 的 象 ; 则 如 是 紧 的 , 而 4' 是 C 一 下 的 一 
连通 开 子 集 ， 它 有 界 并 包含 60。 此外，4' 在 C 中 的 边界 点 都 是 
H'U{1} 的 点 (可 能 有 1); 因此 2 是 紧 的 ,4'UH' 也 是 紧 的 ， 又 
车 1 属于 4 的 边 绿 , 这 就 意味 着 4 是 无 界 的 :因而 4 在 它 与 包含 
互 的 球 的 外 部 的 公共 部 分 中 有 点 ;但 关 这 个 外 部 是 连通 的 (3.8.4)， 
故 据 连 通 分 支 的 定义 (3.19), 它 含 于 4 中 .这 表明 ; 存在 一 个 以 1 
为 中 心 的 球 六 ,使 得 一 {1JSL， 于 是 1 不 是 C 一 4 的 边界 
点 ,这 证 明 C 一 4' 的 边界 完全 含 于 8' 中 .我们 必得 证 明 : 于 到 
品 的 映射 4~> a/|x| 是 本 质 的 (附录 2.2). 假设 不 然 ; 那么 将 存 
在 下 到 R 的 连续 映射 使 得 对 we H' 有 w/ls| ~ cea。 所 
Tietze-Urysohn 定理 《4.5.1)，# 可 以 开拓 成 A'UH' 到 民 的 连续 
映射 8。 用 下 面 的 方法 定义 CC 到 的 映射 对 xeC 一 他 取 
8 一 wd， 对 EA 取 hw) 一 ceo 由 4 的 定义 立即 推 
得 # 在 C 中 是 连续 的 . 设 r > 0 使 4' 含 于 球 B: |z| 所 7 中; 则 
在 B 上 的 限制 是 非 本 质 的 (附录 2.6), 因此 到 8: 1z1 <r 上 
的 限制 也 是 非 本 质 的 。 但 是 如 到 它 自 上 身 的 重 等 映射 5 一 《可 以 写 
成 加 og 这 里 而 是 3 到 如 的 驳 射 z-> zs/1s1, 名 是 口 到 5 的 映射 
一 东 ， 而 太 就 是 二 在 $ 上 的 限制 ,因而 是 非 本 质 的 ， 故 二 sg: 是 
非 本 质 的 (附录 2.2), 这 违背 了 (附录 2.9)。 

(附录 3.2) 《Janiszewski 定理 ) 设 4, 召 是 它 的 两 个 紧 子 集 ，s， 
是 C 一 (4UB) 的 两 个 不 同 点 车 《与 3 都 不 隔离 4 与 5, 并 
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车 4n32 是 连通 的 , 则 4UB 也 不 躁 离 “与 包 

由 假设 与 (附录 3.1) 推 知 : “一 was(2/1sos(Cs| 在 4 与 B 上 
的 限制 都 是 非 本 质 的 ; 据 ( 附 录 2.7) 该 映射 在 4UB 上 的 限制 也 是 
非 本 质 的 ,于 是 结论 由 (附录 3.1) 得 出 , 


4 简单 统 与 简单 闭 曲线 


C 中 定义 在 了 一 [as 8] 上 的 单 射线 路 1 一 7 了 (?) 也 叫做 一 
简单 线路 ; C 的 子 集 称 为 简单 弧 ， 如 果 它 是 一 简单 级 路 上 点 集 
7Y(1)， 在 IT 上 定义 的 闲 路 7 称 为 简单 闭路 ， 如 果 对 于 了 的 任 一 对 
不 同 点 (*, 蕊 ,只 要 其 中 有 一 个 不 是 工 的 端点 ,就 有 YCs) 关 Y(D。 
CC 的 子 集 称 为 简单 闭 曲 线 ， 如 果 它 是 一 简单 闲 路 上 的 点 集 。 等 价 
的 定义 是 : 一 条 简单 弧 是 同 虔 于 [0,1] 的 一 个 子 集 ,而 一 条 简单 闭 
里 线 是 同 耳 于 单位 圆 Z (9.5.7) 的 一 个 子 集 ， 

(附录 f1)》 一 简单 弧 在 C 中 的 余 是 连通 的 ( 换 名 话说 , 一 简单 统 
不 分 害 平 面 ). 

设 Y 是 定义 在 了 上 的 一 简单 线路 ， 并 设 了 是 >( 门 到 了 上 的 
连续 映射 ， 与 7 互 道 ， 设 e;, 是 C 一 7Y(1) 的 任意 两 个 不 同 的 
点 。 据 (附录 3.1), 我 们 必得 证 明 ; # > osCe)/1ss(a| 在 x (1》 
上 的 限制 9 是 非 本 质 的 . 但 是 可 以 写成 g = (wo7)*f; 而 I 到 
了 的 连续 映射 moY 是 非 本 质 的 人 (附录 2.6)), 因 此 据 ( 附 录 2.2) 中 
也 是 非 本 质 的 。 - 
(附录 4.2) 《Jordan 曲线 定理 ) 设 玉 是 中 一 简单 闭 曲线 ， 那 
么 : 


a) C 一 日 恰好 有 两 个 连通 分 支 ， 其 中 之 一 是 有 界 的 而 另 一 
个 是 无 界 的 . 
b》C 一 五 的 每 一 个 连通 分 支 的 边 绿 都 是 妃 , 
c) 若 > 是 定义 在 工 上 的 一 简单 闭路 ,满足 7 (1) 一 互 ， 那 
人 么 ,着 xz 在 C 一 互 的 无 界 连通 分 支 中 ， 则 j(x;7) 一 0; 若 x 在 
C 一 HH 的 有 界 连 通 分 支 中 , 则 jx; y) 一 土 1, 
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证 明 分 作 几 步 完成 . 
(〈 附 有 4.2.1》 首先 ， 我 们 在 对 C 一 吾 的 连通 分 支 的 个 数 不 作 任 
何 假 设 的 情况 下 证 明 b). 设 4 是 C 一 五 的 一 连通 分 支 ; 因 C 一 日 
是 开 的 , 象 在 (附录 3.1) 中 那样 ,我 们 看 到 ,4 的 边缘 含 于 五 中 * 设 
zEH， 并 设 f 是 0 到 H 上 的 一 个 同 且 又 设 一 eeeU 使 
4) 二 zs. 设 W 是 < 在 C 中 的 任意 一 个 开 邻 域 , VCW 是 以 x 为 
中 心 的 闭 球 ; 那么 存在 满足 0 二 w < 之 x 的 数 @, 使 fl(er)jEV 对 
6 一 wo 达 1< 达 9 十 w 成 立 ; 设 了 是 该 区 间 在 1 一 fe?) 下 的 象 ; 
则 了 在 互 中 的 余 集 工 是 紧 区 间 [9 + o 一 2x, 6 一 w] 在 >f(e") 
下 的 象 (9.5.7), 并 且 , 据 《9.5.7), 它 是 -一 简单 弧 . 由 (附录 4.1) 推 
出 : 开 集 C 一 LC 一 中 是 连通 的 。 因 此， 由 (9.7.2), 对 任意 
+E ACC 一 上 , 存在 C 一 上 中 的 一 条 线 咯 7, 定义 在 1 二 [a,8] 
上 ,并 满足 YCa) 一 x，7Y(5) 一 x. 集合 7C1D NJ 是 紧 的 并 食 于 
了 了 中; 设 MM 是 它 在 7 下 的 逆 象 ， 则 以 是 了 的 紧 子 集 并 使 ag Ms 
令 < 一 infM >> a。 那么 区 间 [a, cl 在 7 下 的 象 是 一 连通 集 P 
《(3.19.7) 与 (3.19.1))。 它 既 不 与 了 也 不 与 工 相交 ,从 而 含 于 C 一 
CJUL)==C 一 昌 中 ;因为 了 包含 *, 所 以 技 定义 它 含 于 4 中 . 但 
当 上 < < 而 趋 于 < 时 , yGD)e4 趋 于 7Y(c)e V, 于 是 当 c 一 t 充 
分 小 时 ,就 有 7Y(z)€ TF; 这 表明 ze 二， 证 完 . 
《附录 4.2.2》 其 次 , 我 们 在 互 包 含 一 条 有 具有 不 同 端 点 的 线段 的 
附加 假设 下 证 明 这 个 定理 : 把 同 胚 x 一 Xz 十 4 应 用 到 C 上, 总 
可 假设 5 是 实 直线 民 的 一 区 间 [一 a, a]. 设 p 一 A0,H 一 5) 所 
4， 并 考虑 开 球 D: |z| <<+,， +<p; 则 DN(C 一 外 =DN 
《C 一 5), 并 且 显 然 DNCC 一 5) 是 下 面 两 个 集 的 并 : D,: |zl 
<r .Gzip0 与 有 :1z| < .zs0， 它们 没有 公共 点 .可 
以 直接 验证 : 连接 D, (相应 地 , D:) 中 两 点 的 线段 含 于 D; (相应 
地 , D,) 中 ， 于 是 由 《3.19.3) 得 出 Di, D; 都 是 连通 的 . 另 一 方面 
我 们 在 (附录 4.2.1) 中 看 到 : C 一 总 的 每 一 个 连通 分 支 都 与 九 相 
交 , 从 而 与 D, 或 D; 相交 ; 但 着 C 一 已 的 两 个 连通 分 支 都 与 DD， 
《相应 地 , D2) 相交 , 则 它们 必然 是 恒 同 的 ， 因 为 D,( 相 应 地 , D,) 
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是 连通 的 且 含 于 C 一 召 中 (3.19.4). 这 表明 : C 一 日 最 多 有 
两 个 连通 分 支 ， 下 面 我 们 证 明 C 一 日 是 不 连通 的 ,因此 它 恰好 有 
两 个 连通 分 支 , 假设 C 一 日 是 连通 的 ,并 设 *e D，y& Dy; 因 
为 也是 连通 的 , 故 C 一 D 不 隔离 + 与 y， 另 一 方面 ; 着 C 一 日 
连通 , 则 互 不 隔离 * 与》. 但 HNCC 一 D) 是 开 区 间 ] 一 +, rv! 在 
中 的 余 集 ;因此 , 据 《9.5.7), 这 个 余 集 是 一 简单 弧 , 从 而 是 连通 的 。 
根据 Janiszewski 定理 (附录 3.2)， 并 集 HUCE 一 D) (其 中 E 是 
其 内 域 包含 辽 的 闭 球 ) 也 不 隔离 * 与 y; 但 这 是 荒 雇 的， 因为 
HUCE 一 也 ) 在 C 中 的 余 集 就 是 DiUD:UCC 一 E), 而 Ds Dz 是 
没有 公共 点 的 开 集 ,于 是 D,U D 是 不 连通 的 。 

因为 互 是 紧 的 , 它 含 于 以 0 为 中 心 的 某 球 中 ,这 个 球 在 C 中 的 
佘 集 是 连通 的 ， 因 而 它 含 于 C 一 日 的 一 个 连通 分 支 中 ; 这 表明 
这 些 连 通 分 支 中 有 一 个 4 是 无 界 的 ,而 另 一 个 二 是 有 界 的 。 此 外 ， 
很 清楚 ， 当 x€ 4 时 ，j(x, 7) 一 0(9.8.5). 另 一 方面 , D, 含 
于 C 一 HH 的 一 个 连通 分 支 中 , D; 含 于 另 一 个 中 ; 因此 ， 只 要 证 
有 明 : 对 点 %& DD 与 一 点 x2€ D, 有 jx 7) 一 j(x2; 7) 二 土 1 
《9.8.3) 就 够 了 。 假设 7 的 始点 是 a€ 5, 设 JCI 是 五 一 5 在 7 
下 的 逆 象 ， 它 是 一 紧 区 间 [a, 8]， 并 设 7, 是 定义 在 了 上 的 线路 
1 >YCD， 以 一 与 4 为 端点 ， 据 (附录 1.1) 存 在 C 一 互 中 7 到 
路 径 >: 的 同 伦 p,, 使 得 它 定义 在 J X 10, 1]】 中 ， 并 满足 对 任意 
$p(a$) 一 7(a) p88) 78). 在 1 X[0,1] 中 定义 9 
如 下 : 在 了 XI0, 1I] 中 等 于 gp,, 而 对 任意 (1, 8)E (1 一 站 XX 
[0,1] 它 等 于 y(D; 那么 对 me Di (相应 地 ,ze Da),9 是 C 一 
{zs} (相应 地 ，C 一 {x2}) 中 7 到 回路 7 的 一 个 闭路 同 论 。 因 此 
我 们 可 以 只 就 7 是 定义 在 了 上 的 具有 下 述 性 质 的 回路 时 , 证 明 
i 7) — rs 7) 一 主 1: 

1” SCYr(1), 并 且 若是 递 象 YS), 则 了 是 了 的 一 区 向 
而 且 Y 在 工 上 的 限制 是 了 到 S 上 的 一 个 周 肘 ; 

2” Y(1 一 了) 合 于 C 一 万 中 (注意 ， 这 条 新 Y 也 可 能 不 是 
简单 闭路 )， 这 时 , 区 间 [一 +, r} 在 7? 下 的 逆 象 是 的 一 个 子 区 
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闻 [4, p]; 例如 假设 ?C2) = 一 r"，7(p) 一 *。 我 们 可 以 假设 
《只 要 用 一 个 等 价 回路 代替 7 就 行 了 》4 = 一 x，4 二 0， 最 后 假 
设 一 + 是 ?的 始点 , 从 而 使 了 一 [一 x, oj o>0. 取 凡 二 让 ， 
向 一 一 诸 ，0 局 忆 1; 设 0 是 路 径 :7(G)， 一 * 所 1 所 0 52 
是 路 径 1 一 ref， 一 +z 所 1! 护 0, 机 是 略 径 一 re 下， 一 二 二 
< 委 0， 那么， 招 Cauchy 定理 应 用 到 星 形 域 (9.7,1) 的 半 平 面 
J (x) 二 5《 相 应 地 ，JZ (zx) > 一 $8) 上 , 便 得 到 


| 一 人 5 与 人 一 | pe 


于 是 
2 7) — Xess) = | 
© IEY'(2) dt 
+ 人 十 如 


因为 上 式 的 左边 与 二 无 关 , 而 右边 当 拟 趋 于 0 时 趋 于 2, 后 者 是 
利用 当 0 < 委 :< 委 w 时 17 人 | + 这 一 事实 ， 以 及 利用 中 值 定理 
(使 控制 最 后 的 积分 ) 与 《8.11.1) 推 知 的 . 

《附录 4.2.3) 现在 我 们 转向 五 不 包含 端点 不 同 的 线 女 的 情形 . 设 
as; 刁 是 互 的 两 个 不 同 点 ,S 是 以 。，2 为 端点 的 线 贷 ; 仍 可 假设 S 
是 尺 的 一 闭 区 间 ， 据 假设 至 少 存在 一 点 xE SN(C 一 日 ); 设 
J 是 x 在 SN(C 一 HH) 中 的 连通 分 支 , 它 是 一 开 区 疝 ]y, zl, 因 
为 SNCC 一 已 ) 在 殿中 是 开 的 ((3.19.1) 与 (3.19.5)); 而 且 它 的 端 
点 y, 都 在 互 中 ， 设 呈 是 下 到 单位 园 了 上 的 同 且 ， 并 设 g() 一 
ee， 8(o] 一 otf， 这 里 可 没 c < 之 4 < e+ 2n(9.5.7)， 设 太太 是 
简单 弧 , 它 们 分 别 是 “< ， 2 与 4<1 忆 c+2s 在 :oa 下 
的 象 ， 并 设 本 ,本 是 U 到 及 上 的 8 的 逆 同 胚 了 下 的 象 。 利用 
《9.5.7) 立 即 得 知 ， 存 在 《相应 地 , 0;) 到 闭 区 闻 了 一 [yx] 上 
的 同 肚 和 ( 粗 应 地 ， 厂 )， 使 得 Ce*) 于 (ee*) 一 》。 大 (c7 一 
大 ee 一 z5， 设 六 (相应 地 , 如 ) 是 品 到 蕊 的 映射 ， 它 在 UV 上 ( 相 
应 地 ， 在 U2 上 ) 等 于 j, 在 UV， 上 等 于 二 《相应 地 ， 在 5 等 于 如; 
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7 的 定义 蕴含 加 , 有 分别 是 U 到 两 个 简单 闭 是 线 6G, = HUJ， 
G = 二 UJ 上 的 同 卡 ，G, 与 G: 都 包含 线段 了 设 we 本 不 同 
于 # 与 x; 则 存在 以 色 为 中 心 的 开 球 DD 不 与 紧 集 G; 相交 据 ( 附 
录 4.2.1)，C 一 G， 的 每 一 个 连通 分 支 都 有 DD 中 的 点 ， 此 外 ， 车 
w'，w” 是 了 中 在 C 一 G, 的 同一 个 连通 分 支 内 的 两 点 ， 则 w' 与 
w” 不 被 G, 隔离 ,它们 也 不 被 C: 隔离 ,因为 它们 属于 DCC 一 G6;， 
而 DD 是 连通 的 . 又 Gi 站 G, 一 了 是 连通 的 ,于 是 , 根据 Jariszewski 
定理 《附录 3.2)，w' 与 w” 也 不 被 _G,U G， 隔 离 、 当 然 也 不 被 
有 ECG:UG; 隔离 。 换 名 话 说 , w' 与 w” 属于 C 一 H 的 同一 个 过 
通 分 支 但 因 C 一 G, 恰好 有 两 个 连通 部 分 ,并 且 据 (附录 4.2.1)，、 
C 一 下 的 每 一 个 连通 分 支 都 有 也 中 的 点 ， 从 而 推出 ，C 一 卢 最 
多 有 两 个 连通 分 支 . 男 一 方面 , 由 (附录 4.2.2) 推 出 ， 在 DD 中 存在 
两 点 w', w” 被 G1 隔离。 现在 来 证 明 它 们 也 被 雯 隔离。 人 否则 ， 因 
为 它们 不 被 G; 隔离 ;并且 G2 站 = Hi 是 连 道 的 , 故 它们 也 不 被 
Gi;UHDG, 隔离 (附录 3.2)， 这 与 假设 矛盾 ， 因此 我 们 证 明了 : 
C 一 HH 恰 有 两 个 连通 分 支 ; 利用 与 《附录 4.2.2) 中 相同 的 论证 可 
以 证 明 这 两 个 连通 分 支 中 的 一 个 4 是 无 界 的 ， 而 另 一 个 B 是 有 界 
的 . 

最 后 ,可 以 假设 是 闭路 7 的 始点 ,并 且 , 当 了 一 [a; 8] 时 ， 
还 可 以 假设 总 一 r《[e, 4])，Hi 二 7([4, 8])， 定义 闭路 7, 与 
7 如 OF: 对 一 1<t 人 a T= Ga Dy — 2)+ 2 
对 gta4 T7000; 对 4147p TG) = 7QG)， 对 
PEsEPF1, TA = y+ (CC— (yy, 利用 (附录 1.1) 
立即 可 验证 ， 对 任意 一 点 x 久 GiU Gs， 都 有 放 x;7) 二 jz;7D 填 
并 x3yz)。 利用 与 上 文 有 相同 意义 的 DD, 并且 仍 设 w', w” 是 DD 中 
被 G, 隔离 的 两 点 ;那么 我 人 有 蕊 w ;7?) 二 iw"";7;), 因为 w' 与 
w” 不 被 Gy 隔离 (9.8.3), 又 据 ( 附 录 4.2.2), 有 jCw'371) 一 其 to 
?0) 一 土 I， 由 此 推 得 区 ww37) 一 Kw”;Y) ~ 土 1， 证 完 . 

《附录 4.3) 设 五 是 C 中 的 简单 闭 曲线 ，D 是 C 一 日 的 有 界 连 
通 分 支 .那么 ,对 也 中 的 任意 闭路 7 与 任意 x& 昌 都 有 jx;7) 二 0。 
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设 吕 是 以 * 为 中 心 的 开 球 ,与 Y 上 的 点 集 7(1) 没有 公共 点 。 
在 器 中 存在 点 zEC 一 (DUH) = C 一 D (附录 4.2), 又 因 U 是 
连通 的 ,所 以 放 x;7) = 区 z;Y) (9.8.3)， 但 对 C 一 日 的 无 界 连 
道 分 支 C 一 了 中 的 所 有 点 y, 都 有 jz;7) 一 jy;57XC9.8,3); 此 
外 ,存在 点 ye C 一 五， 它们 是 包含 YC1) 的 闭 球 的 外 点 ;对 于 这 
种 点 ,有 放 y;7) 一 0(9.8.5)， 于 是 得 到 结 时， 


问 题 


1) 设 4 是 C 的 一 连通 开 子 集 ; 试 证 :对 4 的 任意 两 点 <, 5， 存 在 含 于 
《中 并 以 4 与 5 为 端点 的 简单 线路 7 且 其 点 的 集 是 一 条 折线 (5.1 节 , 问题 
4; 这 等 于 说 7 是 逐 段 线性 的 )，( 利 用 与 9.7 .2) 中 类 似 的 论证 ， 若 “正方形 ” 
2 = 7TxIc4 (1 关闭 区 间 , 在 RR 中 有 非 空 的 内 部 ) 是 这 样 的 a。 2， 并 且 存 
在 4 中 的 定义 在 JC 中 上、 以 a 为 始点 e898 为 终点 的 简章 线路 =? 
那么 考虑 使 Yi(a)e9 的 最 小 值 pe 7， 并 注意 ， 以 六 (5) 与 9 中 任 一 点 
为 端点 的 线段 含 于 0 中 .》 

2) 当 只 假设 4 与 B 是 C 的 洲 于 集 时 ， 即 使 4n 3 是 紧 的 (与 连通 的 )， 
Janiszewski 定理 仍 真 吗 ? 试 证 : 在 下 面 两 种 情形 下 ,该 定理 的 陈述 仍 真 : 1” 
4 上 8 是 两 个 闭 集 , 其 中 之 一 是 紧 的 ; 2° 4 与 了 是 无 公共 点 的 两 个 闭 亿 (车 < 
是 充分 吝 近 。 的 点 。 那 么 考虑 映射 :17(= 一 “) 与 a，&，4 与 8 在 那个 肌 
射 下 的 象 .) 

3) 对 C 中 任 一 简单 北 曲 线 三 ,用 8(8N) 表示 C 一 5 的 有 界 连通 分 
ER 

2) 设 4 是 C 的 一 连通 开 于 集 ， 是 含 于 4 中 的 一 简单 闭 曲 线 ， 试 证 ; 
4 一 日 恰好 有 两 个 连 首 分支 , 它们 是 4 与 C 一 的 连通 分 支 的 交 (利用 问 
题 2). 

b) 更 一 般 地 * 若 Bi <<i7) 是 含 于 4 中 的 + 条 简单 闭 曲 线 ,并 且 其 中 任 
何 两 条 都 没有 公共 点 ,那么 ,Lj Hi 在 4 中 的 余 恰 有 "+ 1 个 分 支 (对 了 使 用 
归纳 法 )。 

<) 若 已， 可 是 C 中 两 个 没有 公共 点 的 简单 逆 曲 线 , 试 证 ， 或 者 
BCH)n 8(H') = ,或 者 保 8(H)，P(H') 之 一 的 闭 和 包含 于 另 一 个 中 ，《 广 
意 :着 已 Cc&fH) 则 C 一 下 的 无 界 分 支 与 PCF) 无 公 共 点 ,利用 (3.19.9).》 
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4) 息 设 @ 的 连通 开 于 集 7 的 边界 是 个 简单 闭 线 避 (1<; <r) 的 并 
集 ， 而 且 这 些 总 中 的 任何 两 个 都 没有 公共 点 。 试 证 : 只 存在 两 种 可 能 性 : 
1 了 是 无 界 的 ,并 且 集 BCH1) 中 的 任何 两 个 都 没有 公共 点 ,它们 的 并 集 是 了 
的 余 ; 2" 这 些 #1; 中 有 一 个 ， 例 如 说 吕 ,， 使 得 对 L<f <r 一 1， BCR) 都 
含 于 BLH,) 中 ， 并 且 这 些 BC(B;) (1<i<r 一 1) 中 的 任何 两 个 都 没有 公共 
点 ,而 是 (CF) 《对 1<iszr 一 1) 的 并 集 在 BCH,) 中 的 余 。 ( 阁 7 是 
一 简单 闭路 ， 其 点 的 集 是 (1<i<r)， 那 么 注意 。 对 于 xe 了 ， 诸 指数 
放 x;》 痢 是 常数 ， 而 且 其 中 至 多 有 一 个 可 以 并 0; 否则 ， 利 用 <) 证 明 ; 这 
些 如 中 至 少 有 一 个 不 合 于 的 边界 中 .》 

人 设 4 是 C 的 有 给 连 通 开 子 集 ， 并 且 使 得 对 4 中 任意 闭路 * 与 任 套 
2sE 一 4 都 有 zs7) 一 0. 

a) 试 证 。 对 任意 简单 闲 曲 线 HC4， 有 界 分 支 F(A) 含 于 4 中 。 ( 往 
意 ; 否则 它 将 包含 C 一 4 的 点 , 并 利用 (3.19.9) 与 Jordan 曲线 定理 的 b》 
部 分 .》 

b) 设 (zj**) 是 平面 C = 间 中 的 Eudlid 纯 量 积 wx + yy (这 里 


了 二 有 十 计 )。 又 设 由 关系 式 1(z10 < 本，1(e1< 


到 1(zlew 1 < 车 定义 的 开 六 边 形 。 对 任何 数 “> 0， 由 sp。 通过 形 如 


<(ner 十 a) 的 平移 (其 中 ms * 是 = 中 任意 整数 ) 所 得 所 有 六 边 形 “pw" 的 
集 ， 称 为 宽度 是 «的 六 边 形 网 ; 集 “Po 《相应 地 、aPwo) 称 为 网 的 开 格 网 
《相应 地 , 闲 格 网 ) ; aPme 的 边界 是 六 个 线段 《aPws 的 边 ) 的 并 ， 它 的 端点 称 
为 aPwn 的 顶点 ;六 边 形 格 网 的 结 点 是 此 格 网 的 所 有 顶点 。 每 个 结 点 是 三 个 
格 网 的 顶点 ,并 且 由 此 结 点 出 发 的 三 条 边 的 其 它 端点 称 为 它 的 相 邻 结 点 。 

设 B 为 六 边 形 岗 的 有 限 个 闲 格 两 的 并 ， 试 证 ,如 果 一 个 结 点 属于 Fr(8)， 
则 恰好 有 两 个 相 邻 的 结 点 也 属于 Fr(B); 由 此 推 证 FeC8) 是 有 限 个 互 不 相 
交 的 简单 闭 曲 线 的 并 ,其 中 每 一 个 是 此 网 的 烙 网 的 边 的 并 ，( 由 FrC8) 中 两 
个 相 邻 结 点 wm* ex 开始 ， 并 证 明 : 可 以 用 归纳 法 定义 Fr(B) 中 结 点 的 有 限 
序列 〈er)， 使 对 等 个 "，as 与 c++ 是 相 邻 结 点 .) 

中 设 下 是 帘 为 “的 六 边 形 网 的 有 限 个 闭 格 网 的 并 ， 使 Fr(B)》 为 简单 闭 
曲线 (此 网 的 客 殉 的 边 的 并 )。 设 “, 4 是 Fr(3)》 上 的 两 个 相信 结 点 ; 试 证 ， 
存在 Bx[0, 1 到 召 的 连续 胰 射 (= 9 一 9(z，。 使 得 ，(1) qlr,0)=# 在 B 
中 成 立 ; (2) 对 每 个 +:E [0, 1] 与 端点 为 上 的 区 间 5 上 的 每 个 #， (x， 
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站 一 《3) 对 任何 =e Bi;9(z51) CS 《对 日 中 格 网 个 数 N 用 归 钠 法 ; 考虑 
会 于 Fr (8) 中 的 端点 为 c,d 的 边 , 使得“ 与 4 有 相同 的 第 一 坐标 ， 等 于 
?ri《B) 的 上 确 界 ,并 使 2 在 注 足 这 样 条 件 的 Fec(3) 的 所 有 结 点 中 具有 最 
大 第 二 坐标 ， 而 这 些 结 点 以 上 述 上 确 界 作为 第 一 坐标 , 试 证 。 若 > 1， 
B 一 B1UP， 这 里 P 是 8 中 的 唯一 格 网 , 它 以 < 与 4 为 顶点 ,BL 是 入 一 1 个 
烙 网 的 并 , 且 有 与 P 丰 同 的 一 ,二 或 三 条 边 ;考察 各 种 可 能 性 .证 明 B 的 内 部 
是 单 连通 的 ， 

9) 设 B 是 宽 为 «的 六 边 形 网 的 所 有 闭 烙 网 的 并 ,它们 含 于 4 中 ; 取 « 足 
够 小 , 使 B 非 空 ， 设 D 为 B 的 ( 开 ) 连通 分 支 之 一 ; 试 证 Fr(D) 为 简单 出 曲 
线 . (利用 4) 与 问题 3) 4)， 去 证 明 若 Fe(D) 是 多 于 一 个 简单 闭 曲 线 的 并 ， 
列 有 4 中 的 简单 闭路 * 与 点 “6e Fr(4), 使 得 i(z;r) = 1,) 

<) 推出 结论 : 4 是 单 连 通 的 。 且 是 递增 的 单 连通 开 集 序列 〈p) 的 并 
集 ,而 且 这 些 D, 中 的 每 一 个 都 是 一 简单 闭 昌 线 之 余 集 的 有 界 分 支 《利用 <) 
与 4))。 反之, 这样 的 并 集 一 定 是 单 连 递 的 , 

站 把 。) 的 结果 推广 到 C 的 任意 单 连通 开 于 集 上 (对 每 个 *, 考 虞 宽 为 
17” 六 边 形 网 的 含 于 4 与 球 B(0;*) 的 交集 中 的 闲 六 边 形 )。 

8) 设 4 是 的 连通 开 子 集 , 且 使 余 集 C 一 4 没有 有 界 分 支 3 试 证 4 是 
单 连通 的 (利用 (39.8.5))。 

2)》 试 证 ，C 中 单 连 通 开 集 的 有 限 交 的 任意 连通 分 支 是 单 连 通 的 . 

5) 试 证 : 下列 C 的 开 子 集 是 单 连 通 的 , 但 其 边界 不 是 简单 闭 曲 线 ; 

1? 满足 0<z<1， 一 2<y<sin(I/z) 的 点 上 十 与 的 集 4 

2° 满足 一 1<x<0 与 一 1<y<1 或 者 0<x<1 与 0<1y|<1l 的 点 
x+ 的 集 改 。( 在 这 两 种 情况 下 ,定义 一 个 递增 的 有 界 分 支 8 ) 的 序列 ， 
其 中 z 是 简单 闭 曲 线 ， 使 得 B(E) 的 并 集 是 给 定 的 开 集 。 要 证 明 Fe( 4 
不 同 耿 于 wy， 可 利用 (3.19.1) 证 明 它 不 是 局 部 连通 的 ; 要 证 明 Fr(4) 同样 
的 狂 质 ,可 考虑 点 “一 1 在 这 个 集合 中 的 余 ,) Fr(4,) 与 Fr( 4z) 同 胚 吗 ? 

6) 设 4 是 的 一 单 连通 开 子 集 * 且 不 同 于 C。 试 证 ， 4 的 边界 至 少 色 
会 两 个 不 同 的 点 ，( 证 明 ; 落 不 然则 将 有 4 一 C 一 {o]}， 为 证 明 4 不 可 能 
有 外 点 ， 可 利用 (3.19.9) 与 C 一 {4} 连通 这 一 事实 ; 结论 由 (9.8.4) 与 
《9.8.7) 推 出 .》 

7) 设 * 是 定义 在 了 = [0,2] 上 的 简单 闭路 ,并 设 H = > (1) 是 对 应 的 
简单 闭 曲线 . 设 = 是 定义 在 一 [1,2] 上 的 简单 线路 ,并 使 : 1° we(1) 一 *(1)， 
2) 一 了 2) 一 7(0); 2” 对 每 个 re 11, 2[， 都 有 (ER(H); 设 工 一 
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愉 f)。 在 1 上 用 下 列 条 件 定 义 简单 闭路 Ys:: 

对 0&1 71) = 7(0), 对 1&1&2, 7:(1) 一 < 

对 OSS1l, Tt) = 2 0D, 对 1&1 7(1) 一 7 人。 

设 HH 二?7(D, Hs: 一 7:(1)。 

a) 试 证 : 对 不 属于 ,UR 的 任何 zeEC, 都 有 jC%37) 二 537D) 十 
区 sira)》 《利用 (附录 1.1))。 

b) 试 证 存在 点 zu€ BCH) 使 KxG 7.) = 0， 并 存在 点 meB(H) 使 
区 zs;ya) = 0 《利用 Jordan 有 曲线 定理 (附录 4.2) 的 b))。 

5) 由 a) 与 b) 推 证 BCH) 是 8()，b(H4) 与 工人 BBS) 的 并 党 ;而 
县 这 三 个 集中 的 任何 两 个 都 没有 公共 点 。 

8)a) 设 电 是 一 简单 闭 曲 线 ,Lx(1 <<<#) 是 # 个 简单 弧 , 它 们 的 端点 在 如 
上 ,而 不 是 端点 的 点 都 在 CH) 中 。 再 假设 ra 的 任何 两 个 都 没有 属于 BC) 


的 公共 点 。 那么 Uy 在 PH) 中 之 余 集 的 内 部 有 ”+1 个 连通 分 支 ,而 
pb 


且 其 中 每 一 个 都 是 < 中 一 简单 闭 时 线 之 余 的 有 界 分 支 .( 对 = 使 用 归纳 法 ,并 
利用 问题 7,》 

b) 设 H,, Fs 是 C 中 两 个 简单 闭 曲 线 ,并 且 #,n 5 是 有 限 的 ， 试 证 : 
B(Hi) n 8(H,) 的 每 个 连通 分 支 都 是 一 简单 闭 曲线 在 中 之 余 的 有 界 分 支 
(利用 a))。 

9) 设 * 是 避 中 定义 在 1 = [一 1,1] 上 的 简单 闭路 ; 设 日 二 x(1), 并 设 
(为 简便 起 见 ) ?40) = 9 以 及 玉 的 直径 >2。 归 纳 地 定义 两 个 递减 趋 于 4 的 
数列 (os) 与 《px)， 使 得 : pe, = !，ew 是 这 样 的 正 的 最 大 数 : 对 |:| < 


有 |r(O1<em 而 ems = int (二 的) 其 申 如 是 0 到 使 > 的 


点 集 Y(9) 的 距离 。 

2) 试 证 : 车 zz 是 BCH) 的 两 个 点 满足 jz| <ourl 与 | 中 | <prt's 
那么 存在 以 ，*” 为 端点 的 线路 、 会 于 BA) 与 以 6 为 中 心 pr 为 半径 的 闭 
圆 盘 的 交 中 .《 设 工 是 以 == 为 端点 的 含 于 8(2) 中 的 一 简单 折线 (问题 
1D)。 首先 假设 : 区 sm 为 端点 的 线 眉 5 与 工 没有 蜡 于 *，* 的 公共 点 ; 那 
么 上 二 LU5S 是 一 简单 闲 曲 线 ， 试 证 ， 若 :65 满足 +(:)e F(R)， 则 
| < 注意 交集 RnB 含 于 5 中 ,并 证 明 ; 若 存在 +eE7 满足 ?Cz) & BC(R) 
与 川 守 mr。 则 存在 另 一 个 *E7 使 res 且 | 介 郑 mm， 这 违背 了 pst 
的 定义 ， 在 这 种 情况 下 ,结论 可 推出 如 下 : 取 fC(R) 与 以 0 为 中 心 、Pr 为 半 
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径 的 开 右 盘 之 交 的 这 样 的 连通 分 支 ; 它 包 含 任意 辜 近 5 的 点 ， 并 把 问题 sb) 
应 用 到 这 个 分 支 的 边界 上 . 在 一 般 情 形 ， 即 工 与 3 有 三 个 以 上 公共 点 的 情 
形 , 可 对 这 些 点 的 个 数 使 用 归纳 法 .) 

b)》 试 证 : 对 任 一 点 x《 8(H)， 总 存在 一 条 以 0 与 * 为 端点 的 简单 弧 、 
它 的 不 等 于 0 的 点 都 在 &(2) 中 。( “Sehoenflies 定理 ”考虑 8(H) 中 满足 
|s| <poy: 的 点 列 (za)， 并 招 4) 应 用 到 这 个 点 列 的 两 个 相 部 点 上 .) 
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第 + 章 存在 定理 


当然 ,在 数学 中 有 很 多 种 类 型 的 存在 定理 ,而 本 章 仅 讨论 与 完 
备 空间 概念 有 关 的 那 一 种 ;粗略 地 说 ,最 直观 的 结果 (10.1.3) 表 明 ， 
在 Banach 空间 中 ， 当 一 点 倪 域 内 的 一 附加 项 引起 本 同 喘 射 的 “ 轻 
微 ” 抗 动 时 ,在 该 点 附近 它 仍然 保持 同 是 性 ,“ 轻 答 ” 一 词 应 作 确 蕊 
了 解 ， 它 意味 着 比 仅 作 扰动 函数 “微小 性 ”的 假设 更 多 一 些 ( 参 看 
102, 间 题 2), 即 还 应 对 该 函数 的 变化 速率 作 一 限制 , 一 般 指 的 是 
“Lipschitzz” 条 件 。 作 为 推论 ， 这 种 类 型 定理 应 用 的 自然 范围 包括 
这 样 一 些 方程 ， 其 中 给 定 函 数 的 导数 的 某 些 限制 是 已 知 的 ; 而 且 
按 这 样 方式 所 获得 的 存在 定理 是 局 部 锤 的 。 在 下 一 章 中 ， 我 们 将 
过 到 不 同类 型 的 存在 定理 ,它们 可 应 用 于 大 范围 问题 . 

10.1 节 中 一 般 存 在 定理 的 主要 应 用 是 : 1? 隐 范 数 定理 (10.2.1》 
与 它 的 一 些 推论 ,把 有 限 维 空间 中 的 常 秩 连 续 可 微 映射 (局 部 地 )] 化 
为 典 则 形式 的 秩 定理 (10.3.1); 2 常 微分 方程 的 Cauchy 存在 定 
理 (10.4.5) 以 及 它们 的 各 种 改进 与 推论 ;这 两 个 定理 都 是 经 典 与 近 
代 分 析 中 最 有 用 的 工具 之 一 ， 当然 , 本 章 与 下 一 章 所 论 及 微分 方 
程 的 那些 内 容 , 仅 是 该 领域 广阔 理论 中 很 少 的 一 部 分 ; 它 的 其 它 部 
分 将 在 第 二 十 三 章 第 二 十 五 章 中 讨论 ; 对 此 方向 有 进一步 要 求 的 
读者 可 参考 Coddington-Levinson 中 ，Ince3 与 Kamkea 的 著作 . 

作为 最 后 的 应 用 ， 我 们 给 出 Frobenius 定理 《10.9.4) 的 证 明 、 
如 我 们 所 述 , 它 是 Cauchy 存在 定理 向 多 元 函数 的 自然 推广 ; 通常 
凡 更 为 几何 的 方式 来 阐述 它 ， 作 为 在 每 点 有 一 给 定 " 切 空 间 " 的 那 
些 流 形 的 存在 定理 ， 我 们 将 在 第 十 八 章 中 讨论 它 . 

不 言 而 喻 我 们 照例 对 向 量 值 函数 表示 了 所 有 结果 。 因 而 , 例 
如 ,我 们 实际 上 从 来 不 说 方程 组 "; 人 们 决 不 需要 考虑 多 于 1 个 的 
方程 ,至 少 对 于 一 般 定 理 的 证 明 是 这 样 ,这 正 是 我 们 的 “几何 "观点 
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的 优点 之 一 . 
1 逐次 逼近 法 


如 第 九 章 一 样 ，K 表示 实数 或 复数 域 ， 且 每 当 作 出 一 个 有 关 
Banach 空间 的 结果 而 没有 指明 KK 时 ， 痢 理解 为 所 有 所 沽 虚 的 
Banach 空间 都 是 在 同一 域 上 的 . 

《10.1.1》 设 吾 , 下 是 两 个 Banach 空间 ,UU 《相应 地 , 7) 是 空间 吾 
《相应 地 ,F) 中 以 0 为 中 心 , e 《相应 地 , 8) 为 半径 的 开 球 ， 设 * 是 
U x VV 到 玉 中 的 一 连续 映射 ， 使 v(x, 加 ) 一 vx, 9 所: 
用 一 9 对 xEU， yyEV，yzyE VV 成 立 ; 这 里 和 是 满足 0<A<1 
的 常数 。 则 着 对 任意 的 zeE DV 有 lvCx, 0 计 < 天 51 一 妇 ， 就 必 
存在 UU 到 VV 中 的 唯一 映射 J, 使 

(10.1.1.1) fx) = vlx, fx)) 

对 任意 *e UV 成 立 ; 且 了 在 口中 连续 . 

对 任意 x*& 已 ， 我 们 将 证 明 ， 存 在 了 中 的 点 列 (>")， 使 对 和 任 
意 # 守 1 有 二 0, ys 一 v(x, ys!)， 我 们 必须 指出 , 若 当 1 所 
Pp 所 4 了 时 yz 已 被 确定 且 在 六 中 ， 则 v《x,y,)E V， 但是, 对 2 反 
PP 所 zn， 我 们 有 yp 一 yp 一 v(x, yp) 一 v《x， yr-2)， 于 是 
ys 一 上 二 yo- 一 yo- 坟 ， 再 对 站 用 归纳 法 就 得 到 jy 一 
9 下 所 "iy 逆 
《10.112》 用 由 委 (1 十 不 十 下 十 十 Ny 
< ~O<B, 

于 是 我 们 的 论断 得 证 ， 此 外 ,对 * 用 归纳 法 ,可 得 和 二 (x)， 这 

明 所 是 U 到 7 中 的 连续 肌 射 (3,11.5)， 进 而 ;对 xE DV 我 们 有 
Ne) — fC < R81 — Rs 

因此 级 数 《f, 一 所 -,) 在 绍 KBZ) 中 依 范 数 收敛 ; 因 下 是 完备 的 ， 

所 以 级 数 〈j(z) 一 天 -1(x)) 对 任意 xE U 是 收敛 的 ， 并 且 若 弛 

是 它 的 和 , 则 了 在 如 中 连续 (7.2.1); 此 外 , 把 不 等 式 扩张 原理 应 用 

于 (10.1.1.2》 知 
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Hod lr, OF mA) <B 
对 任意 xE 如 成 立 ,因此 f 是 可 到 VV 中 的 跨 射 在 关系 式 fx) 一 
区 xz 无 -Kxz))》 中 取 极限 ， 对 每 个 re UV 我 们 得 到 (10.1.1.1)。 最 
后 , 设 & 是 UU 到 中 的 男 一 映射 ,而 使 gC*) 一 v(x,gCx))》 对 任意 
*& 加 成 立 , 则 从 该 关系 式 与 (10.1.1.1) 我 们 有 

lie) — FO = loCx, gx)) — vx, fx)) 

< els) — Fa), 
克 二 1, 这 就 葡 含 了 g(x) 一 f(x)， 
《10.1.2》 《不 动 点 定理 ) 设 是 一 Banach 空间 ，V 是 F 中 以 知 
为 中 心 8 为 半径 的 开 球 ， 设 v 是 到 中 的 映射 ， 使 对 中 任意 
点 对 jgj， 有 (yp) 一 v《y2 间 所 上; 一 yz， 这 里 外 是 满足 
0 和 < 大 < 之 1 的 常数 ， 则 若 jjzCyo) 一 yoll < 8 一 已 ， 就 必 有 且 
仅 有 一 个 点 z EV, 使 z 二 v(*)。 

只 朗 注 意 到 v 在 中 是 连续 的 ,并 应 用 (10.1.1) 于 映射 (x,y) 

一 v(y 二 加) 一 yo， 它 是 与 x 无 关 的 。 
《10.1.3) 设 F 是 一 Banach 空间 ，V 是 F 中 以 0 为 中 心 、F 为 半 
径 的 开 球 。 设 ww 是 V 到 中 的 映射 , 使 对 中 任意 点 对 ， 有 
有 GD 一 wyz 六 所 训 * ys 一 yj， 其 中 外 为 常数 , 且 0< 有 之 1， 


出 荐 le(o)1 < 二 BC1 一 入， 就 必 存 在 0 的 一 开 令 城 古 CP， 使 


映射 ?一 SCy) 一 ?十 4(?)》 在 矿 上 的 限制 是 瑟 到 0 在 F 中 一 开 
邻 域 上 的 同 有 是 . 

我 们 应 用 (10.1.1) 于 五 一 已 ， 了 是 以 0 为 中 心 ，w= 一 AI 一 起 
一 C0 为 半径 的 开 球 ,而 映射 取 为 《*,y) 一 vx，y) 一 x 一 
w(y); 这 样 ，(10.1.1) 的 条 件 满 足 ， 因 此 存在 到 V 中 的 一 个 连 
续 映 射 1, 使 (x) 二 x 一 w (f(x)), 换 旬 话说 , 对 xcD， 有 
&g(f(x)) = x。 为 证 明了 是 上 到 人 VU) 上 的 同 止 、 我 们 只 须 证 明 & 
是 了 到 g(V) 中 的 单 射 (很 清楚 , 因 1 是 口中 的 单 射 ); 但 关系 式 
En) 一 gy1) 草食 

bss — 3 = el) ~— wy ey 


此 ， 由 于 不 < 1 得 出 下 yy， 于 是 & 是 一 KV) 到 UV 上 
的 同 肘 ， 且 是 了 的 逆 ; 又 因 了 在世 中 是 开 的 ， 故 W 一 8 KZ) 在 
下 中 是 开 的 《3.11.4)。 最 后 我 们 有 0《 WW， 因为 该 条 件 等 价 于 
8 《0)eU， 并 且 这 表 东 | (90) < a 而 它 等 价 于 lw (0o 川 天 
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问 题 


1) 设 4 是 紧 距离 空间 ,4 是 4 上 的 距离 ;,* 是 4 到 自身 中 的 映射 ， 使 对 
4 中 不 同 点 的 短 一 点 对 《x,y)， 有 a(w(x)，v(y)) <alx,y)， 试 证 存在 一 点 
< 4， 使 Ka) 一 x，( 用 反 证 法 ,考虑 数 。 一 inf d(x，v(*))， 并 证 明 存 在 一 
点 yE4 使 吉 ooz(y)) 一 < 

2) 设 日 是 Banach 空间 (<) 中 的 球 zl ($5.3, 问题 5)， 设 “是 


(eo) 到 自身 中 的 连续 线 任 陵 射 ,满足 nr(e) 一 《一 二 ] cr(w>0)， 且 设 


2Cx)》 一 去 《1 + 了 Deo + x(x)。 证明 + 是 B 到 自身 的 连续 映射 ,使 对 5B 中 
不 同 点 的 任 窒 点 对 (x; 8)， 有 [ex) 一 vy) <lx 一 惠 , 但 是 ,不 存在 点 


=E 8， 使 以 z) 一 + (用 不 等 式 a —a)>1— 这 “对 0 1) 

3) 设 ,是 两 个 赋 范 向 量 空间 ，« 是 E 到 的 子 空间 #5) 上 的 线性 
同 胚 ; 设 *: %B) 一 E 是 “的 道 瞻 射 ,是 令 四 = 有 

a) 设 4 是 5 的 开 子 集 ，w 是 4 到 F 中 的 映射 使 对 4 中 的 加 有 
有 w(x0) 一 w(sals 利 = 一 六 | 斌 证 ， 着 常数 满足 Krr <1; 则 Kx) 一 
za(x) + w(x) 是 4 到 攻 4) 上 的 同 旺 ， 若 再 假设 E 与 7 是 Banach 空间 ,上 且 
a() = F， 试 证 ; 玫 4) 是 的 开 子 集 (利用 (10.1.3))。 

5》 设 w 是 屯 到 中 的 连续 线性 映射 ， 使 lol< lm。 试 证 ，f 是 到 
HE) 上 的 线性 同 凸 、 进而 ， 对 任意 只 Ex (E)， 且 bo = 1。 试 证 存在 
pyEKE), 使 由 一 提 二 mw 作 反之 ， 对 任意 yEKE) 且 人 | = 4， 试 证 
存在 meExE) 使 相 一 昌 I 和 mlely(I 一 he 用， 

4) 设 EF 是 赋 范 空间 ,* 是 达到 中 的 连续 线性 映射 ,使 得 =x (0) 
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是 有 限 维 子 空间 ， 且 存在 六 的 一 个 闭 拓 扯 余 M(5.4)， 使 “在 NM 上 的 限制 是 
到 MM)=u(E) 上 的 同 肚 。 若 w 是 到 中 的 连续 线性 映射 , 试 证 ; 车 jw] 
足够 小 ; 且 1 一“ ww， 出 拉 (0) 是 有 限 维 的 ， 至 多 等 于 "(0) 的 维 数 ， 
并 且 存在 17'(0) 的 拓扑 余 P， 使 了 在 上 的 限制 是 到 KP) = (5) 上 的 同 
耳 ( 用 问题 35))。 

5) 设 E 是 Banach 空间 ,是 赋 范 空间 ,是 E 到 a(z) 上 的 线性 同 耳 ， 
使 在 了 中 存在 x(E) 的 拓扑 余 9. 斌 证， 若 w* 是 到 中 的 连续 线性 映射 ， 
并 有 是 侣 小 的 范 数 wl, 且 了 一“ 十 w, 划 8 仍 然 是 AE) 在 F 中 的 拓 补 余 . 
《利用 问题 3, 证 明 F 到 ZE)》 上 的 射影 限制 在 f(E)， 当 |lw 足够 小 时 ,是 
到 n(E) 上 的 线性 后 是 ). 

6) 设 EF，F 是 两 个 Banach 空间 ，# 是 E 到 F 中 的 连续 线性 映射 , 使 
mw = (0) 有 有 限 维 数 8, 且 有 拓扑 余 而 使 # 在 M 上 的 限制 是 到 (CD 一 
ME) 上 的 同 胚 。， 又 设 KE) 在 F 中 有 有 限 余 维 数 4。 若 w 是 E 到 中 的 连 
生 线 性 映射 , 试 证 ; 落 | 足够 小 , 则 1 = 十 ww 使 三 (0) 的 维 数 满足 
不 等 式 p 一 9 所 rp， 且 1(E) 在 F 中 的 余 维 数 等 于 4 一 p ++,，( 用 问题 4 
与 5 以 及 (5.9.3),》 

7) 设 ?= [0, 1]， 且 设 P 是 Banach 空间 Bal7) 《7.2) 的 于 空间 ， 
多 R(T) 由 实 系 数 多 项 式 *C?) 在 ! 上 的 限 币 所 组 成 。 在 赋 范 空间 P 中 , 设 # 
是 恒 同 映射 * 一 *， 且 设 w 是 一 线性 映射 ， 它 对 每 个 限制 在 ! 的 多 项 式 z() 
有 一 限制 在 1 的 多 项 式 *(2) 与 之 对 应 ， 对 任意 的 s，0<s<1， 证 明 ; 线 
性 映射 一 “+ sw 是 了 到 子 空间 KP?) 上 的 线 任 同 肚 , 但 fFP) 在 中 的 
余 维 数 是 无 限 的 (与 问题 6 相 比 较 )- 

8) 设 EF 是 两 个 Banach 空间 , * 是 E 到 F 中 的 连续 线 性 映射 ,使 
x(E) 一 了， 且 存在 数 mm > 0。 使 对 任意 yE F， 有 一 个 *E BE 满足 nx) 一 y 
与 eismlyl(12.16.10)。 又 设 w 是 一 开 球 0 二 B(a,+) CE 到 F 中 的 连 
续 映 射 ; 使 le (zi) 一 ww( 加 种 Ri 一 对 上 中 的 x、 x 成立， 试 证 ; 若 
天 与 le(e) 足够 小 , 则 连续 映射 x 一 f(x) 一 4x) + wlx) 使 HUV) 包含 
以 wn)》 为 心 的 一 开 球 (用 与 (10.1.1) 的 证 明 相 同 的 方法 )。 

9) 设 E，F, U,V 与 0 满足 (10.1.1) 的 假设 。 又 设 P 是 U 到 自身 的 连 
续 映 射 , 合 对 任意 *EV, 有 lp(x)<1x<j， 试 证 (在 对 xE 5 成 立 jo《x30)1 
<B8(1 一 ) 的 铸件 下 ) 存 在 UV 到 中 的 唯一 映射 1, 使 

Hx) = v(x,f(p(*))), 
且 f 在 忌 中 是 连续 的 . 
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推广 到 形 如 
Hx) = ssf))» a Ke))) 
的 方程。 
10) 设 EBP 0 P 与 (10.1.1) 中 有 相同 的 意义 。 假设 VXv 到 中 
的 连续 映射 湛 是 下 列 条 件 。 1° p(xs7) 一 oz yee + p+ 
fd 一 25 (es is ee， 鞭 中 。 与 上 是 大 于 0 的 常数 。 
设 是 K 中 的 一 无 素 ; 且 |4|> 1， 最 后 。 设 *L(*) 是 瑟 到 中 的 连续 线 
性 肌 射 , 且 设 “~"p(z) 是 吕 到 自身 的 连续 贞 壬 使 |Ip(* 川 < jl， 试 证 : 存 
在 9 的 邻 域 沙 CD 到 ?中 的 一 隐 射 具有 下 述 性 质 ，1° 在 六 中 ，/ 满足 
方程 
Ks) — (TF) = es HPC))); 
2 fm (1x) 一 5L*))/Isl = 09。 进 而。 具有 这 些 人 性 质 的 任意 两 个 哆 射 在 0 


的 邻 域内 相合 (化 问题 为 (x) = 0 的 情形 ， 注 意 到 ,车 1 满足 前 述 条 件 , 则 
在 0 的 邻 域内 必定 有 


四 心 -富力 的 )》 


这 里 级 数 在 0 的 邻 域内 依 范 数 收效 。 则 可 用 (10.1.1) 的 方法 去 证 明 在 0 的 
充分 小 邻 域内 (*) 的 解 的 存在 性 ; 对 ” 用 归纳 法 , 证明 存在 一 个 "> 0， 使 对 
llsr, 有 WC le Si — tose 。 

11) a) 设 F(z，…x93y) 是 Ref 中 的 整 函数 ,使 在 等 于 Feb xpy 
上 的 短 级 数 中 ,所 有 的 单项 式 的 总 次 数 之 2, 设 ?是 K? 到 自身 的 线性 映射 ， 
使 对 任意 * 二 (x4，…sx9) EK?， 有 (Lc 其 中 0c <1; 最 后 , 设 
L(x) 是 Ke 上 的 性 一 个 线性 型 。 试 证 ; 方程 

Hx) 一 Wz/h) = Fx HP) C121>1) 

有 唯一 解 为 它 在 0 的 邻 域内 有 定义 , 且 lim (1x) 一 Lx))/ 有 el 一 9。 进而 ,这 
个 解 是 如 中 的 整 函数 。 (在 0 的 邻 域内 应 用 问题 10; 化 问题 为 X=C 的 
情形 , 且 应 用 (9.12.1) 与 (9.4.2) 去 证 明 是 一 整 函数 .》 

b) 试 证 ,定义 在 明 中 0 的 邻 域内 的 方程 f(x) 一 Gx/) 二 x* (2>1) 
没有 解 ,其 中 (x)/x 在 0 的 邻 域内 是 有 界 的 . 

12) 没 了 一 [0, 4], 所 一 [一 2 56]， 并 设 1 是 【x 中 的 实 值 连续 消 
数 ; 令 = Sm A571 且 了 一 [0>int(e2b/M)], 
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a) 对 任意 xEJ， 设 E(x) 是 满足 ?= xf(x,y) 的 yEH 的 集 。 试 
证 E(x》 是 非 空 间 集 ; 若 eu(z) 一 inf (E(x))，z4(*) 一 sup (E(x))， 试 证 
0) = 8(0) = 0 有 lim, ele) elim Er) of0,0) 着 
在 J 中 8g. 一 & = 8。 则 8 是 连续 的 ( 参 君 3.20 节 , 问 题 5). 

pb) 假定 a。 == 1 设 8 是 线段 族 5 x=1/2: 4 yy 
0 y= 1 /22x1f2"' (rn 这 1) 与 点 (00) 的 并 ， 定义 如 
下 六 数 忒 say) 

式 057) 一 0 
(er 对 Law<zslA2rr 与 9<U4 
1 六 -a((eopB 对 L2rsHA2T 与 In 
dv)E) 对 1728<zS1A29 1 与 y+， 
其 中 n>1。 试 证 # 是 连续 的 , 但 不 存在 这 样 的 函数 8, 它 在 1 中 0 的 邻 域内 
连续 且 在 此 邻 域内 &(*) = xf(x,8(*))。 

6) 设 坟 是 了 到 五 中 的 连续 映射 ; 且 对 ?之 1 归纳 地 定义 (x) 一 xf (x*， 
wz 六 其 中 是 了 到 互 中 的 连续 映射 使 用 a) 的 记号 ， 设 在 区 间 [0> 
人 CJ， 对 每 个 x lim (waps(?) 一 徊 (x)) 二 0， 且 名 (*) 二 g(x); 试 证 
tim tn(x) = gC) 对 0&*r&e 成 立 、 应 用 该 准则 于 下 述 两 种 情形 : 1° 存 在 
>0 使 [xy 3) 一 其 ryo)] < 一 后 | 对 xE1 #1 5 成立 (参看 
(10.1.DD3 2 对 0<xSYS9 与 ss mEH, 有 flrs 5s) 一 下 7 本) 
| — a1/ . 

d) 当 # 如 6b) 那样 定义 时 ,对 每 个 x* E41 序列 《nskx)) 收敛 于 一 个 不 韦 
续 的 极限 。 

c) 取 ==p 一 设 

yfxy 对 0<x<1，[y[ 宝 xy 
天 ra) 一 对 0<xz 和 LI， y22my 
一 和 “对 0 委 > 裤 1，y 锯 一 税 
试 证 1 中 任 一 满足 [es(z)| x* 的 连续 函数 8 是 g(z) 一 (zyg(z)) 的 解 ， 
尽管 对 0<xl ay aaER 有 11Czsz0 一 Tea) -二 二 |-; 对 任 
选 的 ye， 序列 〈wr) 一 致 收 化 于 这 样 的 解 . 
£) 定义 了 如 c) 中 那样 ， 且 设 h(x ?7) 一 一 f(x，Y)， 试 证 ， 0 是 方程 
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2&(*) 一 zj(x，&(*)) 的 唯一 解 ， 但 存在 连续 函数 ,使 序列 《ma(x)) 对 每 
个 x 关 0 都 不 收敛 ， 尽 管 当 xy “x EH 时， 对 0<xsl 成 立 | 六 (zs =)》 一 
Fasm) lS) — za /zs 

13) 用 拒 中 以 《0,0) 为 中 心 的 加 盘 代 幸 H, 推广 练习 12a) 与 12c) 的 结 
果 ( 用 10.2 节 的 问题 3 的 结果 )。 


2 陷 函数 


《10.2.1) 《隐痛 数 定理 ) 设 , F，G 是 三 个 Banach 空间 , 1 是 

E XF 的 开 子 集 4 到 G 中 的 连续 可 徽 映 射 (8.9)， 设 (x yo) 是 

4 中 的 一 点 , 它 使 Kxo, yo) 一 0 且 使 偏 导数 DafCxo, yo) 是 下 到 G 

上 上 的 线性 同 胚 。 则 存在 和 在 互 中 的 一 开 邻 域 Uo， 使 对 和 的 每 个 

含 于 三 中 的 连通 开 邻 域 Z， 有 乙 到 下 中 的 唯一 连续 映射 #, 满足 

(x0) 一 jg (x, w(x))E 4 与 人 x, w(x)) 一 0 对 任意 xez 成 

立 。 进 而 , * 在 上 中 连续 可 微 , 且 其 导数 由 

《10.2.1.D w(x) = —(CDAxsulw)) DA ux))) 

给 出 . 
设 加 是 FE 到 G 上 的 线性 同 胚 Df(xo, yo)，70 是 逆 线 性 同 

胚 ; 记 关 系 式 天 x，y) 一 0 为 如 下 等 价 形式 : 

《10.2.1.2》 y=y— To fxr, y), 

且 记 (10.2.1.2) 的 右边 为 gCx，y)， 我 们 将 证 明 : 对 EXF 到 F 

中 的 映射 


x9 gro0+t es y+ y) 一 知 
在 C0, 0) 的 充分 小 的 邻 域 中 应 用 (10.1.1) 是 可 能 的 。 因由 定义 
Tatozo 一 1， 对 4 中 的 (x, 加 ) 与 《x,y2)， 我 们 可 以 写 出 
Ex — gx382) = To Daflxosy0) + Cy ~ 2) 
— (f(x,9) — fxs72))). 
设 se 之 0 满足 efT; 川 所 1/2; 因 了 在 4 中 连续 可 徽 , 从 (8.6.2) 
与 (8.9.1) 得 知 ， 在 E 中 (相应 地 ，F 中 ) 存在 以 wo《 相 应 地 , yo) 为 
中 心 , a 《相应 地 , 8) 为 半径 的 球 UV。《 相 应 地 ，、Vo)， 使 对 ze Uo， 
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EE Vo je Vo 有 
人 zy — Kx, 92) 一 了 Kxo yo0) * C9 — 7 
< elly: — yall; 
从而 对 任意 xe Uo，y€ Vo，y2€ Vn。 得 到 
leCxs 和 — glx yD) < sra : fy — yl 


1 
所 :一 3 中 


另 一 方面 ，g(x， y0) 一 一 一 T5!* fxs yo); 由 于 fx0,yo) 一 0 
与 了 的 连续 性 ， 我 们 可 以 假定 已 取得 足够 小 ,使 对 x& ae 有 
lex ,yo0) 一 Ja 专 8/2， 于 是 可 以 应 用 (10.1.1)， 得 出 ge 到 Vo 中 
的 映射 «的 存在 与 唯一 性 ,并 对 每 个 ze Uo 满足 fx,u(x))==0; 
忒 xoyo) 一 0， 特别 有 u(x0) 一 yo; 最 后 # 在 ze 中 是 连续 的 
共 次 ,我 们 证 明 , 若 UCU。 是 如 的 连通 开 邻 域 ， 则 * 是 芯 到 
王 中 的 唯一 连续 卫 射 ,使 (x0) 一 yo (zwGe))e 4 且 Fx,n(x)》 
= 一 0、 设 "是 满足 这 些 条 件 的 第 二 个 映射 ,， 且 考虑 使 <(*7 一 v(x) 
的 点 * 的 子 集 M CU. 由 定义 ,这 个 集 包含 zo 并 且 是 闭 的 (G3.15.1); 
因此 只 须 证 明 M 是 开 的 (3.19)， 但 由 假设 ，x 一 Daf(x, wlx)) 在 
U6 中 连续 ,因此 (如果 必 要 的 话 ， 用 一 个 较 小 的 邻 域 代 赫 Uo)， 由 
(8,3.2), 我 们 可 以 假设 ,D(x, n(x)) 对 于 x& Uo 而 言 ， 是 了 到 
G 上 的 线性 同 是。 令 ae M; 证 明 的 第 一 部 分 指出 ， 对 于 满足 
5 二 wa) 的 4 与 5, 分 别 存 在 4 与 5 的 开 邻 域 TCD ，FCT， 
使 对 任意 *e U。。u(x) 是 方程 Kx, y) 一 0 的 唯一 解 y, 而 且 
》< Fo。 然而, 因 ” 在 < 点 连续 , 且 v《4a) 一 wa), 于 是 存在 点 < 的 
含 于 也。 中 的 邻 域 到， 而 使 对 每 个 xE WWW， 有 v(x) V。; 因此 、 
前 面 的 附注 指出 ,对 xEW 有 v(x) 二 w(x)， 这 表明 M 是 开 的 。 
改 在 局 中 # = v。 
最 后 我 们 证 肯 ，* 在 Uo 中 是 连续 可 微 的 。 设 已 取得 足够 
小 . 对 三 中 的 > 与 > 十 2 我 们 记 :二 w(x 十 5) 一 w(x); 由 假 
设 Kz 十 sa(x) 十 匡 一 0， 并 且 当 * 趋 于 0 时 , * 趋 于 0， 因此 
对 给 定 的 *E Uo 与 任意 的 ? > 0， 存 在 + > 0 使 关系 式 贞 jx 
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蕴含 
Cx 十 oa(s) + oO) — Kraule)) — Sx) 一 Te) 可 
< Cs + Hl), 

其 中 Sx) = Dif(xpuC#x))，T(x) 一 Djf(x,u《x)) (8.9.1)， 由 定 
义 , 这 就 等 价 于 

ls) s+ TO) :dl < Chl + Hef, 
且 因 了 (x) 是 了 到 G 上 的 线性 同 胰 ,从 上 述 关系 就 得 
C102.1.3) CT™IC¢)08C#)) s+ < alr ON + ly. 
设 已 取 定 6, 使 满足 引 j7-+《x) 二 1/2; 于是， 如 果 我 们 令 。 一 
2fT-iCx)eSCw) 和 十 1， 从 (10.2.1.3) 可 推出 


i 


也 就 是 上 < alsl， 因此, 当 上 jl 声 + 时 ,有 
+ Cr) se) sl SCa 十 TFT 让. 

由 + 的 定义 ,这 表明 * 在 点 > 是 可 微 的 , 且 导 数 由 (10.2.1.1) 给 出 。 
利用 (8.3.2) 与 《8.3.1)， 于 是 公式 (10.2.1.1) 证 明了 «在 V6 中 是 连 
续 可 微 的 

我 们 明显 地 叙述 (10.2.1) 的 最 重要 的 情形 ， 即 当 E 一 Km， 
F 一 G 一 K+ 为 有 限 维 空间 的 情形 : 
(10.2.2) 设 方 是 在 五 X 下 中 一 点 (84s ams sb》 的 
邻 域 U Xx VV 内 有 定义 并 且 连 续 可 微 的 = 个 标量 函数 使 对 1 < 


ia 有 的 gi am2 6) 一 0 且 Jacobi 行列 起 8 加) 
800 sy) 


在 (44s*…s4am3b1>" "bs)》 不 为 0， 则 存在 《a，*…*,am) 的 开 邻 
域 CQ， 使 对 《sa …， am) 的 任 一 连通 开 邻 域 WCW。。 有 
礁 一 的 一 组 标量 函数 g,(1 < 委 ; 所 #)， 定 义 于 玉 中 且 连 续 ， 满 足 
ga) 一 06， 1 ci 多 本 并 且 对 工 乞 5 挟 ”与 任意 的 点 
(zs zm)EW 有 

Ax es Kms gris Amn) gots tm)) = 0, 
此 外 , 涵 数 g 在 WW 中 是 连续 可 微 的 , 且 Jacobi 矩阵 《Pit (x)) 等 
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于 一 B-44; 其 中 4( 相 应 地 , 8) 是 在 Jacobi 抢 阵 〈6f/6xkt)《〈 相 
应 地 ，(8f1/6y7)) 中 用 名 (ay xm) 代 共和 1 所 让 < 四 所 得 到 
的 . 
《10.2.3) 车 (10.2.1) 的 假设 满足 、 且 再 设 ft 在 《zo, yp》 的 邻 域内 
次 连续 可 微 , 则 x 在 的 某 一 邻 域 中 是 ?次 连续 可 微 的 . 

关于 多 用 归 钠 法 ,我 们 证 明 , 对 1 专 太 所 p，* 是 多 次 连续 可 
微 的 ; 对 大 二 1。 可 从 (10.2.1) 得 到 ,并且 ws) 一 FCx, w(x))， 
其 中 FCx,y) 二 一 (Ds (xsy))1o (Dif (rs y))， 自 (8.12.9), 
(8.12.11) 与 《8.12.10) 知 它 是 p 一 1 次 连续 可 微 的 。 因此 ， 由 
《8.12.10), wt 是 不 一 1 次 连续 可 微 的 (对 包扎 2), 再 由 (8.12.5)， 
这 就 表示 * 是 不 次 连续 可 微 的 . 
《10.2.4》 设 殖 ,B，G 是 有 限 维 的 , 且 上 在 4 中 是 解析 的 ; 则 * 在 
如 的 一 邻 域内 是 解析 的 . 

如 果 和 标量 域 玉 是 C， 则 由 〔10.2.1) 与 作为 连续 可 微 函 数 的 解 
析 函 数 的 特征 (9.10.1), 便 得 到 所 需 结果 .现在 设 天 一 R,E = 
RR"，F 呈 = G 一 R"; 则 存在 一 开 集 BCC”*”? 使 BR 一 4 
与 由 吾 到 Cr* 中 的 一 解析 映射 g， 它 是 f 的 开拓 ， 把 Df 与 Dxg 用 
它们 的 Jacobi 和 矩阵 等 同 起 来 ， 就 表明 了 Dazg(xo, yo) 把 局 在 民 
上 的 基 变 换 为 R" 的 基 ， 并 且 这 些 基 也 是 C" 在 C 上 的 基 ， 甘 此、 
Dig (zw yo) 是 C" 到 自身 上 的 线性 同 胚 。 于 是 我 们 可 以 应 用 
《10.2.1) 于 g。 它 指出 在 C” 内 xo 的 一 邻 域 所 中 存在 解析 映射 ， 
满足 gs z(2) 一 0 与 v(x0) 二 yo， 此外， 从 公式 (10.2.1.1) 对 
|zj 用 归纳 法 得 到 :在 xo 点 的 所 有 导数 Dry 把 R" 映 射 到 R" 中 
《因为 & 在 《xzo yo) 的 所 有 导数 等 于 f 的 相应 导数 ); 因此 ， 由 
《9.3.5.1), ?把 和 在 R" 内 的 一 邻 域 太 'C 瑟 站 R= 耿 射 到 空间 民 
中 ， 并 且 (10.2.17 的 叭 一 性 部 分 证 明了” 在 W 站 R* 上 的 限制 是 
恒 等 于 «的 ,证 完 . 

(10.2.1) 的 最 重要 的 应 用 之 一 如 下 : 
《10.2.5) 设 E,F 是 两 个 Banach 空间 , f 是 xo€ E 的 一 邻 域 了 
到 中 的 连续 可 微 且 射 。 若 f(xo) 是 已 到 有 上 的 线性 同 旺 ， 则 存 


304 


| 


在 zo 的 一 开 邻 域 UCV, 使 了 在 U 上 的 限制 是 到 y 一 大 xo) 在 
F 中 一 开 邻 域 上 的 同 胚 。 此 外 ,车 f 在 UU 内 ?次 连续 可 微 (相应 
地 ,在 器 内 解析 ,与 F 是 有 限 维 的 ), 则 DU》 到 UU 上 的 逆 孔 射 8 
在 KZ) 中 是 ?次 连续 可 微 的 (相应 地 ， 是 解析 的 ). 

应 用 (10.2.1) 于 函数 放 x,y) 一 f(x) 一 y， 交 换 * 与 ?的 位 
置 ; 因 Dih(xos yo) 一 了 (zo)， 可 得 出 : 存在 F 中 以 如 为 中 心 的 开 
于 到 与 本 到 互 中 的 连续 映射 g， 使 gCW)CU, fg 的 )) 二 y 在 多 
中 成 立 , 且 gCyo) 一 x0; 进而 ,由 (10.2.3X《 相 应 地 ,《10.2.4)), 若 f 
是 缚 次 连续 可 微 的 (相应 地 ,是 解析 的 ) 则 8 是 了 次 连续 可 微 的 ( 相 
应 地 , 是 解析 的 )， 由 恒等式 f(g《y)) 一 》 可 知 ，g 在 三 中 是 单身 
的 ,因此 是 W 到 U ~ g(W)CV 上 的 连续 双 映 射 ; 并 且 g(W) 一 
六 CW》 在 中 是 开 的 ， 且 f 是 VU 二 g(W) 到 WW 上 的 同 凸 ,证 


EE 
元 . 


向 


1) 设 EF 是 两 个 Banach 空间 , 4 是 点 如 EB 的 开 邻 域 。 1 是 4 到 F 
中 的 过 针 映 射 。 它 在 x*。 是 可 微 的 (但 在 4 中 其 他 点 上 并 不 一 定 如 此 )。 设 
fmm)》 是 到 它 在 F 中 的 象 集 上 的 线性 同 瞿 ; 试 证 ,存在 *% 的 一 邻 域 UC4， 
使 对 每 个 xE 唔 且 xt， 有 f(x) 半 信 x。)。( 注 意 , 假 设 条 件 表明 ,不 在 常数 
c>0, 使 腑 (x0) 对 所 有 EE 成 立 《5.5.1).) 

2) 设 f= (js) 是 证 到 自身 的 映射 ;其 中 办 (zooma) 一 “3 


x 对 xsmy 
hrs za) 一 区 zm) 对 OEr 
一 jx 一 za)。 对 和 ; 尖 D。 
试 证 ，# 在 天 中 每 一 点 处 可 筱 ; 在 (0, 0) 点 Df 是 友 到 自身 上 的 恒 等 映 
射 ,但 Di 不 连续 . 证 明 在 (0,0) 的 每 一 邻 域 内 ,存在 一 对 不 同 的 *， x*”， 使 
fx") 一 x”) 《与 (10.2.5) 比 较 )。 
3) 设 3 是 严 中 的 单位 加 种 1z| 生 1， 且 zj(*) 王 + 二 8(*) 是 8 到 妈 
中 的 连续 映射 ,使 对 每 个 满足 | 中 = 1 的 x 有 1s(z)|<1s[。 试 十 术 8) 是 
9 在 形 中 的 一 邻 域 (平面 的 Brouwer 定理 参看 第 二 十 四 章 )。( 设 Y 是 定义 
在 T0,3x] 中 的 闭路 of(e1*)， 试 证: 对 在 0 的 邻 域 Y 中 的 所 有 点 *， 成立 
i(x; r) 二 1。( 邓 看 (9.8.3) 的 证 明 ); 用 这 样 的 事实 ; 在 KB) 中 ,7 是 司 伦 
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于 0) 的 。 以 推出 了 中 没有 点 属于 (8) 的 余 集 ). 

4) 设 EF 是 两 个 Banach 空间 ，B 是 E 由 的 单位 开 球 ll| <1; 设 mm 
是 8 到 0 在 F 中 一 邻 域 上 的 连续 可 微 同 胚 ,使 mk0) = 0; 设 声 ! 在 球 Po: 
用 <r 内 连续 可 微 ，VoCw(8)， 且 Du 在 中 有 界 ，Dus' 在 V, 中 有 界 。 
又 设 V 是 球 有 J<8， 满足 8<r。 

a) 试 证 对 任意 “<1， 在 空间 BY'(3) 中 (8.12 节 , 问题 8) 存 在 的 
令 域 召 ， 使 对 任意 *E 刀 及 了: zl <m。# 在 上 的 限制 是 到 含 于 Vv 中 
一 开 集 上 的 同 旺 ， 并 使 得 x' 在 VY 上 的 限制 是 VY 到 E 中 的 连续 可 微 映射 
Bn) (有 (10.1.1)). 

b) 试 证 ; 5 到 8'(V) 中 的 映射 n>B《w) 在 点 m 是 可 微 的 , 并且 它 
在 ww 的 导数 是 绥 性 鼎 射 ?一 (now0)) (ro 多 (wo 

5) 设 EF 是 两 个 Banach 空间 ，f 是 re 的 邻 域 7 到 了 中 的 连续 
可 微 映 射 。 假设 存在 两 个 数 8>0、4>0, 使 1”|ro) <8/24; 2” 在 球 
V: rz 一 加 <8 中 ,了 的 振幅 所 1/24; 3 对 每 个 xEV， f(x) 是 E 到 F 
上 的 线性 同 胚 ,并 涨 足 上 FC*))7 趾 各 4%。 设 (zx) 为 U 中 任 一 点 列 ; 试 证 : 存 
在 中 点 列 (xa)xwo， 使 对 n>0 有 more 各 一 (fm)) 所 吉 )。 又 证 
上 明 序 列 (*%) 收效 于 一 点 y EU， 而 y 是 方程 f(x) =0 在 5 中 的 唯一 解 . 
《Newton 近似 法 。 用 (8.6.2) 对 = 作 归 纳 法 。 证 朋 jls 一 后 几 <278 与 
和 <8A2e)》 

6) 设 E 与 F 是 K 上 的 两 个 有 限 维 向 量 空间 ,4 是 5 中 的 连通 开 于 集 , + 
是 4xF 到 下 中 的 连续 可 微 映 射 。 设 (x,y) &€ 4XF 并 使 fx,y) 一 0 的 点 
对 (x, y) 的 集 了 非 空 , 且 对 尾 意 (*，y) ET 了，、D,f(x,y》 是 到 其 自身 的 可 
逆 线 性 映射 。 

a) 试 证 : 对 每 个 点 《xe，yo)€ 厂 ， 存 在 该 点 在 中 的 一 开 邻 域 ， 使 投影 
Pr' 在 VV 上 的 限制 是 到 含 于 4 中 并 以 x。 为 中 心 的 一 开 球 上 的 同 胚 ，( 用 如 
下 事实 ; 存在 4 中 以 x。 为 中 心 的 开 球 0 与 中 以 ys 为 中 心 的 开 球 W, 使 对 
每 个 *€EUD, 方程 Kx*,y) 一 0 有 唯一 解 YE FW， 并 应 用 (10.2.1))。 

b) 由 a) 推出 : 的 每 个 连通 分 支 6(3.19) 在 "中 是 开 的 ， 且 pr《6》 
在 4 中 是 开 的 。 Pr,(T) 并 不 一 定 等 于 4( 因 为 有 例子 .4=E=F=R, 
zy y) 王 xy+ 一 1); 如 果 Pr(T) 一 4 也 不 一 定 有 Pr.(6) = 4， 其 中 G 
是 了 的 每 一 连通 分 支 (因为 有 例子 4=E=F=R, f(x,y) = *y* 一 y). 
试 证 : 车 pr(7) 在 了 中 有 界 ， 则 对 了 的 每 一 连通 分 支 5, 有 pei(G) = 4 
(若是 PrKS) 在 4 中 的 到 点 * 先 证 存在 G 中 一 点 列 〈zo? 因 )， 使 1im 因 一 
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xo 且 在 了 中 limys 存在 ;然后 应 用 3),》 


5) 4 中 的 线路 ,闭路 , 同 伦 与 闭路 同 伦 * 都 如 9.5 节 那 样 定义 ,只 要 用 
代替 C， 假设 存在 的 一 连通 分 支 5， 便 pu《G) = 4; 车 > 是 4 中 一 定义 
于 工 = fs; 纪 二 上 的 线路 ， 试 证 : 存在 1 型 G 中 的 连续 映射 *， 使 对 每 个 
ED 有 pr (x(9) 一 7(:)，( 考 虑 这样 的 点 专 在 7 中 的 上 确 界 “， 它 使 存在 
[es#] 到 G 中 的 连续 映射 te。 有 pri(xa(D) 一 7(9) 对 “st 二 成立, 并 用 
4))， 这 个 胺 射 总 是 唯一 的 吗 ? (考虑 已 一 下 一 C， 4=C 一 {0}, 1(x,y) 
一 站 一 *.》 证 明 : 车 1 到 G 中 的 两 个 过 续 映 射 #，v 使 关系 式 pr:(#《)) 一 
pa(a()) 二 Y(t) 对 每 个 1&1 成 立 ， 并 且 对 +&7 的 一 个 慎 它 们 相等 ， 则 
# 二 v 《用 类 似 的 方法 )。 

d) 在 与 <) 同样 假设 下 , 设 % 是 1xJ 到 4 中 的 连续 映射 ;其 中 了 一 Te 
CR 又 设 v 是 了 到 6G 中 的 连续 映 射 ,满足 Pri(r()) 一 p(s5), 其 中 沁 ; 
并 且 对 #67, 设 呈 是 1 到 G 中 的 唯一 连续 腾 射 ， 满足 P(xs(2)) 一 99 
)， 其 中 +E1， 且 we(4) 一 wv(&)。 试 证 : 胺 射 (2,8) 一 ws) 在 IxJ 中 
连续 。( 给 定 5€J， 存 在 "> 0， 使 对 任意 +E1, 工 与 BxF 中 以 本 (及 为 
中 心 "为 半径 的 闭 球 的 交 凡 是 含 于 G 中 的 ， 并 使 ps 是 V, 到 E 中 以 7 人 
为 中 心 "为 半径 的 闭 球 上 的 同 旺 。 落 工 一 tw(1), 设 M 是 内 Df (x 7 
(DIXzray)) 对 所 有 与 工 的 距离 + 的 (x，y)E 6 所 取 的 上 确 界 。 再 设 sa>0 
满足 se<r/4 与 aM<r/4. 证 明 :车 8 是 使 关系 式 ]# 一 寻宝 5 著 含 p(x 
站 一 p(t5 首 <8 对 +E7 成 立 的 正 数 , 则 关系 式 1 一 5E<5 列 含 jxs(2) 
一 四 (51<rA4 对 rE 成立 ;为 证 这 一 点 ， 可 考虑 使 上 述 不 等 式 成 立 的 :ET 
的 上 确 界 , 并 用 (10,2.1).) 

<)》 由 9) 推出 ,车 定义 在 一 [<。 8] 中 的 闭路 是 闭路 同 伦 于 4 中 一 点 
的 , 则 使 *Ez 时 成 立 pr(x(9) = YCz) 的 1 到 6 中 的 任 一 连续 映射 * 满足 
w(8) 一 x(a). 特别 地 ,车 4 是 单 连通 的 ( 即 若 4 中 任 一 闭路 同 伦 于 4 中 一 点 )、 
则 pr 是 6 到 4 上 的 同 胚 ， 即 存在 4 到 F 中 的 唯一 连续 可 微 甩 射 8， 使 在 4 
中 成 立 f(x,8《*x)) = 0， 其 中 (x,g(*)) 属 于 6 至 少 对 一 个 x*E 4 成 立 ( 参 
省 16.28.7)。 

7) 用 问题 6 的 记号 , 试 证 : 在 下 面 每 一 种 情形 下 , 条件 Prt(c) 一 4 对 
了 工 的 每 个 连通 分 支 C 都 满 尼 : 

1° xs y) 一 由 07) 一 (x，Y)， 且 存在 数 R> 0* >0， 4>0 与 4 中 一 
正 连 续 浮 数 *-H(*)。 使 对 | 惠 >R 有 和 人? 放 关 吕 灶 与 号 (x 1 
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2° F -= C，z 是 C 上 的 向量 空 间 ，fx，y) 一 改 一 a(x)， 这 里 8 在 4 
中 解析 并 且 g(z) 关 0。《〈 这 最 后 的 条 件 已 经 保证 了 pr (T) = 4; 注意 ， 从 
Kx5y) 二 fxsy") 可 知 ， 一 交 是 3 的 倍数 ;因此 对 任意 *€ 4 存在 4 中 以 
* 为 中 心 的 开 球 0, 使 得 对 pzr'(Z) nr 的 任 一 连通 分 支 ypo 是 7 到 口上 的 
同 胚 ; 若 = 是 pri(G) 的 触 点 ,G 必 与 这 些 吕 中 之 一 有 一 公共 点 ,因此 包含 了) 

8) a) 若 f 是 C* 中 的 复 信 整 函数 ， 使 对 每 个 xE Cr, 有 1(*)0， 试 
证 : 存在 C* 中 一 个 复 值 整 函数 gy 使 f(*) 一 en 《用 问题 7). 

b) 设 了 是 C 中 的 任 一 复 值 整 函数 , 且 不 恒 等 于 0; 并 有 一 个 有 限 或 无 穷 
复数 序列 (os)?a>>1， 满 足 jm| 和 aosi|，Kao) 一 0。 且 对 每 个 使 Ke) 一 
的 ee C，m 一 “ 的 区 标 ”的 数目 等 于 阶 oe; 力 ; 当 序 列 (sr) 是 无 穷 时 ， 
lim lm| = +eo (9.1.5)。 试 证 : (用 9.12 节 问题 ! 的 记号 ) 存在 一 整 函 数 


2， 使 
xD=eceo 条 z 人， = ) 《Weierstrass 分 解 ) 


昌 设 1(s) 一 如 ber 是 C 中 复 值 台 函数 ,使 得 对 任意 EC 有 fz) 并 


5 假设 存在 数 4 > 0， 使 得 对 任意 ”之 1 有 15"| 和 41m1， 证 肖 , 必 有 
1(z) = ne*， 其 中 4 与 c 是 常数 《用 4a) 和 9.11 节 的 问题 2)。 

9) 设 4 与 8 是 0 在 一 Cr 中 的 两 个 开 邻 域 , 4 是 连通 的 ;又 设 〈*>7) 
一 (zy y) 是 4X8B 到 名 (EF; E) 中 的 解析 映射 (与 具有 复元 案 ex? 矩阵 
的 空间 等 同 ). 

2)》 设 存在 4 到 中 的 解析 有 映射 序列 (mw)、 使 在 4 中 有 mz) 一 0 与 
n(x) 一 (zyta-i(z)) zzz1， 再 设 对 4 的 每 个 紧 子 集 上 ，m 在 上 上 的 限 
制 形成 多 gCL) 的 相对 紧 于 和 集 . 试 证 ; 序列 (xs) 在 4 的 任 一 紧 子 集中 一 致 收 
效 于 4 到 8 中 的 一 解析 有 映射 ,在 4 中 满足 v(x) 一 (zxx)) 5 并 且 " 是 
满足 该 方程 的 唯一 映射 (用 (10.2.1) 与 (9.13.2)). 

b) 设 在 5 中 ，4 与 B 蚌 以 0 为 中 心 。 与 5 为 半径 的 开 球 。 又 设 ? 是 
foy af x [0, 5[ 到 只 中 的 连续 映射 。 使 ?pC 售 ， 9) 在 [0， 红 中 对 每 个 
多 E [0 是 增加 的 :并且 1z(z??)1 2(|lzi pt 在 4xB 中 成 立 。 再 设 存在 
[0, af[ 到 [0,5[ 中 的 连续 映射 9, 使 8(#) 一 p(#，9())§ 在 0sal 中 成 立 . 
试 证 :在 这 些 假设 下 ， 存 在 4 到 5 中 的 蛤 一 解析 映射 使 在 4 中 有 "(*) 
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一 Ex v(x)) x 上 且 加 (zl 上 y《 用 a)5 关于 = 用 归纳 法 证 明 映射 
的 存在 性 )。 

<) 假设 4 与 5 如 b) 那样 定义 ; 设 %(?) 是 和 Cx, 有 对 和 <a， 
i < 所 取 的 下 确 界 , 其 中 ?>0， 且 (0) 一 (0 二 )。 又 设 0)>0, 旦 
函数 9 一 974%(?9)》 在 某 个 区 间 [9 ?Ef 中 递增 ,其 中 0<r<5， YJ$(Y 一) 所 
4。 试 证 : 存在 以 0 为 中 心 7/$(7 一 ) 为 半径 的 开 球 ? 到 中 的 叭 一 解析 映 
射 % 使 在 已 中 威 立 vx) 一 区 xz ex)) 

10)》 设 请 是 两 个 复 值 解析 函数 :它们 定义 在 以 (0，0) 为 中 心 、s， 为 
半径 的 闭 多 圆柱 PCC* 的 邻 域 由 设 M (相应 地 , N) 是 |Kx, ?)| 对 1*| 一 4 
与 | ?1 xs2 所 取 的 上 确 界 《相应 地 ，|e(x, y)| 对 |*|<e 与 1y| = 所 取 
的 上 确 界 )。 则 存在 两 个 唯一 确定 的 函数 (sf)，v(s, ,在 |:| <o/M 与 
中 <6yN 中 解析 ,并 使 (K(79。，"(f59)E P 对 由 前 面 不 等 式 定义 的 多 圆柱 
2 中 的 《5 #) 成 立 * 且 在 2 中 有 

1 一 sus rs A)) = 0 与 (及 一 下 Cr ,rs 及 ) 一 0 
此 外 ， 设 


1 :人 
全 (zyys0 1) 一 i 1 
这 


且 设 MK yy 1 !) 是 Px2 中 的 任意 解析 函数 : 试 证 ; 


He 1)» vs 1 124) em 
Eeeprroo rile 


对 〈oDE9 成 立 ,这 里 ems 是 函数 
1 [sey36 CICx9y)) "Gel y))] 


mi Groy™ 
在 * 一 ?~ 0 的 值 ,并 且 右 边 的 级 数 在 9 中 收敛 ;注意 ， 若 4 依赖 于 :与 1 
则 co。 亦 然 ，〔'Tagrange 反 演 公式 "， 首先 应 用 Reuche 定理 (9.17.3) 于 
zx 一 sj(x， 7); 视 它 为 + 的 函数 ;由 (10.2.4) , 它 定义 一 个 解析 函数 wis y), 满 
是 ws5,8) 一 :fw(s9y)3y) 二 03 其 次 , 类似 地 应 用 Rouché 定理 于 ， 一 地 
《we(esy)5?)。 视 它 为 ? 的 函数 。 最 后 , 设 7， 5 是 C 内 的 回 略 9- 一 ec 9 一 
5e'9(0 必 9 所 2x)。 考 典 累 次 积分 


[ol Hxs yo ra dr 
es — wt 
一 方面 ,重复 使 用 残 数 定理 (9.16.1) 求 上 述 积分 信 ; 另 一 方面 , 光 肪 (1 一 和 )” 
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《1 一 纺 ” 的 寡 级 数 展 式 ， 其 中 用 sf(x， y)/x 代替 二 而 用 埃 (xs 7)/y 代替 
7). 
推广 到 任意 个 复 变数 的 情形 。 从 对 一 个 变量 的 反 演 公式 ,推导 公式 


su)) = 0) + DE pei(WONKO))), 
这 盟 (人 ) 一 AwO) =0 县 | <a/Vy 而 MM = op le)b 56 对 [sl < 


是 解析 的 . 

11》 用 (10.2.1) 的 记号 ,我 们 只 假定 在 点 (xs,y。) 对 第 二 个 变量 是 强 
可 微 的 (8.9 节 ; 问 题 7)， 天 xo， yo) 一 0， 且 Df(xos ys》 是 F 到 G 的 线性 同 
胚 。 证 明 ; 存在 m 在 五 中 的 开 邻 域 0。 和 zu 到 下 的 连续 映射 w， 使 得 
的 ) 一 yo (xa(#)) 4 与 Hz, ux)) 一 0 对 任意 x EUV。 成 立 ， 另 外 ,如 
果 f 在 点 (*%,%%) 对 两 个 变量 是 强 可 微 的 , 草 “在 点 x。 是 强 可 微 的 。 


3 秩 定理 


设 E，F 分 别 为 ” 与 mw 维 的 两 个 有 限 维 向 量 空间 ，4 是 的 
并 子 集 ，f 是 4 到 中 的 连续 可 微 映射 ， 线 性 鼎 射 JCx) 在 点 
x*€ 4 的 秩 是 下 述 数 p 中 的 最 大 者 在 了 f(x) 关于 E 与 F 的 两 个 
基 的 矩阵 中 ,至 少 有 一 个 p 阶 子 式 不 为 0(4.7.3). . 因 这 些 子 式 是 
* 的 连续 函数 , 故 若 Cxo) 的 秩 是 ps 则 存在 如 的 一 邻 域 , 在 其 中 
了 (x) 的 秩 至 少 是 p, 但 在 该 邻 域 中 的 每 个 点 x 志 “6 处 , 却 可 以 大 
于 例如 映射 《x,y) 一 《好 一 jxy) 在 点 (0,0) 就 是 如 此 . 
《10.3.1》《 秩 定理 ) 设 Z 是 # 维 空间 ，F 是 力 维 空间 ，4 是 点 
4€ 的 邻 域 , 是 4 到 卫 中 的 连续 可 微 映射 (相应 地 ,是 4 次 连续 
可 微 映射 ,无限 次 可 微 映 射 ， 解 析 映 射 ) 使 在 4 中 fx) 的 秩 是 常 
数 p。 则 存在 ; 

1” 4 的 一 开 令 域 UC4 与 到 K* 中 单位 球 1: zf 之 1 
(1 所 i 所 4w) 上 的 同 旺 ,上 且 * 及 其 送 均 是 连续 可 微 的 (相应 地 ， 
4 次 连续 可 微 的 ,无 限 次 可 微 的 ,解析 的 ); 

2 2 一 藉 a) 的 一 开 邻 域 D>1(V) 与 Kk” 中 单位 球 1": 
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TD < 之 1 (1 i Sm) 到 了 上 的 同 凸 *， 且 ”及 其 逆 均 是 连续 可 
微 的 (相应 地 , 4 次 连续 可 微 的 ,无 限 次 可 微 的 ,解析 的 ); 

一 一 使 f= vefoou, 其 中 为 是 1? 到 17 的 映射 (xs) 一 
Crs rpy0 0). 

我 们 只 对 过 续 可 微 映射 情形 证 明 ， 在 其 他 情形 证 明 的 相应 变 
形 是 明显 的 。 

用 映射 x* 一 藉 e 十 xz) 一 5 代替 ,我 们 可 以 假设 < 一 总 一 0。 
设 M 蚌 线性 映射 JC0) 的 核 , 它 是 互 的 (= 一 p) 维 子 空间 , 又 设 N 
是 M 在 了 中 的 人 bp 维 ) 余 集 ; 我 们 取 * 个 向 量 的 组 《ciaicn 作为 
王 的 一 个 基 而 使 c1，"…- ,co 构成 N 的 基 ，cpt1，"……，54 构成 M 的 


革 , 并 把 任意 的 ze 5 所 为 * 一 如 maci， 其 中 /是 线性 型 
若 cs…，e， 是 Kr 的 典范 基 , 我 们 用 x 一 G(s) 表示 到 由 


cx 之 p) 生 成 的 K" 的 子 空间 K"-* 上 的 线性 觅 射 +> >) pi(*) ei 


jp+1 


设 P 是 E (与) 关于 线 姓 映射 (0) 的 象 ; 它 是 的 p 维 子 
空间 ,以 元 4 二 0). cl1 专 i&p) 为 它 的 基 ; 我 们 取 F 的 一 个 
基 (di)icm， 使 P 的 上 述 基 是 其 首 P 个 元 ,并 且 对 任意 ye F, 记 


2 一 Cy) di。 其 中 而 是 线性 型 ， 用 》 一 召 (?)》 表示 了 到 由 


ex《i 过) 生成 的 K" 的 子 空间 K? 上 的 线性 脆 射 》 一 Doe 


现在 我 们 考 卉 4 到 K* 上 的 映射 x~>g(*) 一 —H(1(#))+ G(s), 
它 是 连续 可 微 的 ， 此 外 ， 由 (8.1.3) 与 (8.2.1)， 对 任意 seE ,有 
g (9) 二 HCf x) 十 GCs), 因此 对 1<&i 所 #8《(0)'c=ei《 即 
g(0) 用 关于 基 (ci) 与 (e) 的 单位 矩阵 来 表示 )。 由 《10.2.5) 可 
得 : 存在 0 的 开 邻 域 UoC4, 使 8 在 Uo 上 的 限制 是 UV 到 9 在 
K" 中 一 开 邻 域 上 的 同 是 , 并 且 逆 同 胚 g-! 在 g(Uo)》 中 连续 可 微 ， 
设 + > 0 是 使 球 [zil 二 r(1 才 i <4#) 含 于 gCU0) 中 的 正 数 ,而 
器 是 该 球 关 于 & 在 U。 上 的 限制 的 逆 象 , 它 是 0 的 一 开 邻 域 ; 我 们 


了 IT。 


的 映射 “将 是 映射 下士 gCx) 在 U 上 的 限制 . 


至 此 我 们 尚未 用 到 假设 条 件 了 (x) 的 秩 在 4 中 为 常数 ， 这 条 
件 表明 EE 关于 了 f(x) 的 象 P: 对 任意 x& 4 是 8 维 的 . 现在 便 可 假 
设 Uo 已 取得 充分 小 ， 使 对 xe Uo。，g'(x) 是 到 K" 上 的 双 线性 
映射 (8.3.2); 因 对 se N 我 们 有 8 一 有 (Go 0， 改 放 9 
在 N 上 的 限制 必定 是 该 维 空间 到 Pe 上 的 双 上 映射 ， 且 互 在 马上 
的 限制 是 P. 到 K* 上 的 双 映 射 。 用 工 ; 记 K? 到 P: 上 的 双 上 映射, 它 
是 上 述 映 射 的 道 ;于 是 可 得 f(x) 一 LsoHof (wx). 

设 EE 二 K?, Ei = Kr"?， 现在 K" 可 看 作 积 EB, X E; 我 们 
将 证 明 1* 到 中 的 映射 《zz2) 一 其 za 2) 一 us1s2%2)) 不 
依赖 于 #2， 即 在 1" 中 有 Das 22) 一 0《8.6.1)， 由 定义 ， 可 写 
出 


1 — (LA (0)), 二 co 


因此 由 《8.9.2)， 
CO = Dih (LT HCC)), T Ge) AFG) 


+ Di (FA)), 上 上 co】 6) 
对 任意 上 E 成 立 ， 从 而 得 
C103.11) Dh (TAO)), + G6) Gb) = seH(F (0), 


其 中 Ss 一 re 一 Dh (HCC)), 十 G()) 是 慌 一 到 P 


中 的 线性 映射 我 们 证 明 对 任意 *e Us。 有 5; 二 0. 事实 上 , 若 
zxE NN， 由 定义 有 GC) 一 0， 因此 据 (10.3.1.1)，Se 瑟 (Fa 芒 一 
0， 但 对 *e Uo, 4 一 BOD 2) 一 gw)'+ 是 到 吾 中 的 双 
映射 ， 这 就 证 明了 5: 一 0。 从 (10.3.1.1) 便 得 到 对 和 任意 :6 E， 


pi (HC), 士 64))- G0D) 一 0; 但 6 映 E 到 瑟 上 ,因此 
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由 定义 ,Es 到 中 的 线 姓 陕 射 D (二 He) 十 G(z) 对 任意 


ze Do 痢 为 0 这样 ,由 x* 一 ( 荆 HC)), 土 G4D)) 是 V6 到 包 


含 1 的 一 开 集 上 的 同 止 ， 便 得 关系 式 DD 下 (m9) 一 0 在 刀 中 
成 立 

现在 可 用 失 ) 代替 Ja:a7， 并 把 九 看 作 二 到 中 的 和 
续 可 微 卫 射 ;于 是 对 *e 0, 有 f(x) 一 外 (十 ACG)))， 换 句 话 


说 ,对 ye KU) 有 y 一 不 (二 HG )， 这 就 证 明了 y 一 士 HCy) 


是 KU) 到 PCE, 上 的 同 胚 ,并 且 ma 一 大 za) 是 赣 局 是 . 

现 把 K" 看 作 积 E, X E3, 其 中 EF; 一 K"?.。 设 T 是 E3 到 
P 了 在 PF 中 的 补 集 9《 由 dp4s，"…,4dw 生成 ) 上 的 双 映 射 , 它 把 KK" 
的 典型 基 贞 射 到 dr ar， 对 zu€ 1?，z3€ 1"”*， 我 们 定义 
vz 9) 一 (21) 十 了 (23); 显然 由 (8.9.1)，v 是 一 连续 可 微 肌 
射 。 由 定义 、 我 们 有 HCvCws #3)) 一 HCf(z1)) 一 rs3 因此 关 
系 式 Ka %3) 一 oz zs) 蕴含 2 一 和 于 是 归结 为 T(z3) 一 
TCs)， 从 而 得 出 中 一 si 因此 ”是 单 射 的 上面 所 证 的 关系 式 
5: 一 0 表明 ,对 任意 6 天， 有 扩 %) 一 + 工 :， 其 中 * 是 口中 使 
f(x) 一 大) 的 任意 点 ; 于 是 ,v 在 《x4，z3) 的 导数 是 线性 映射 
《as 3) 六 Le 十 了 (3X 由 (8.9.1) 与 (8.1.3)), 但 因 玉 于 Ps 上 的 
限制 是 单 射 的 , P: 是 8 在 F 中 的 补 集 , 因 此 vs) 是 KK 到 下 
上 的 线性 局 胚 .于 是 ,由 (109.2.5), 对 任意 点 (zyxs)6 1*, 存在 该 点 
在 "中 的 开 邻 域 廊 ， 使 *? 于 W 的 限制 是 W 到 的 开 子 集 v (W》 
上 的 阅 卡 。 著 再 设 * 是 单 射 的， 则 它 是 1” 到 开 子 集 VV 一 v(1”) 
上 的 同 胚 ， 其 赣 在 了 中 是 连续 可 微 的 ， 最 后 ， 从 定义 便 得 关系 式 
了 一 vofoou, - 
《10.3.2) 若 了 Ca) 的 秩 等 于 = 《分别 地 ,mw), 则 (10.3.1) 的 结论 当 
p 一 #《 相 应 地 ，p 一 wm》 是 成 立 的 . 
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事实 上 ,在 本 节 开 始 我 们 已 看 到 , 存在 “ 的 一 个 邻 域 , 在 其 中 
f(x) 的 秩 之 2 《相应 地 ， 之 刀 )， 又 因 它 至 多 等 于 infkm,#)《 附 
录 4.187; 故 它 等 于 (相应 地 ，mz)， 


向 题 

1) 设 EF 是 两 个 Banach 空间 , 4 是 点 to EE 的 开 邻 域 ， /是 4 到 下 
中 的 连续 可 微 映 射 . 

a) 设 f(xo) 是 E 到 它 在 F 中 的 象 集 上 的 线性 同 凸 ; 试 证， 存在 *。 的 令 
域 Uc4, 使 7 是 5 到 KU) 上 的 同 胚 ( 用 10.1 节 的 问题 3). 

b) 设 f(xo) 是 满 射 的 ， 并 且 存 在 数 "> 0， 具 有 如 下 性 质 ; 如 果 N 是 
f (xo) 的 核 ; 则 对 任意 5 BE 有 及) 和 ein 十 l 《12,16.12)。 
试 证 ， 存 在 * 的 邻 域 YC4, 使 V) 是 忒 zo)》 在 下 中 的 邻 域 (用 10.1 这 
的 问题 8)。 

2 设 4 是 C 的 开 子 集 , 是 4 到 Cc 中 的 解析 映射 。 试 证 : 落 # 是 单身 
的 , 则 对 每 个 =E 4，f(*) 天 0。 逆 命题 是 否 成 立 ? 当 C 换 成 时 ,结论 还 对 
ba 

3) 9) 设 4 是 C 的 单 连通 开 子 集 , 且 不 同 于 C, 又 设 *, 5 是 Pr 人 4) 中 两 
个 不 同 的 点 (第 九 章 附 录 问 题 仿 、 试 证 : 存在 4 中 的 复 信 解析 函数 4 满足 
hs) 一 (z 一 0)/(z 一 6) 《10.2 节 , 问题 7); 是 4 到 人 的 一 单 闫 通 开 
子 党 3 上 的 解析 同 哑 (问题 2 与 (10.3.1)); 进 而 ，8n( 一 8) = 9， 因此 存在 
中 的 点 它们 在 3 之 外 . 

b) 由 a) 推 淹 : 存在 4 到 C 的 一 单 闪 通 开 子 集 上 的 解析 辣 胚 ,而 该 子 人 
含 于 图 盘 :lz] <1 中 ， 并 包含 0， 

4) 2) 设 4 是 上 C 的 含 于 单位 国 盘 了: 1z1 <1 中 并 包含 0 的 单 连通 开 子 
集 并 设 吾 是 4 中 所 有 这 样 复 值 解 折 函数 的 集 * 其 中 & 是 4 到 加 中 的 单身 
映射 且 在 4 中 1s《z)| <1，&《0) = 0， 而 a"(0》 是 一 正 实数 ， 对 4 的 每 
个 紧 子 集 ， 世 中 的 谓 数 在 上 的 限制 的 集 HL 在 多 c(L) 中 是 相对 紧 的 
(9.13.2)。 试 证 : 实数 &(D) 《对 g& 妨 ) 的 集 是 有 界 的 (参看 (9.13.1) 的 
证 明 ); 设 是 该 集 的 上 确 界 ， 证明: 存在 函数 & 《如 , 使 区 (0) 4 (用 
9.17 节 间 题 5 的 结果 )。 

b) 设 gE 旭 满足 eV 且 ED 一 2 (人 ,如 时 以 8.(2) 一 
(ze9) 定义 的 和 代替 es, 可 以 假设 ,对 8 的 适当 选择 * 是 大 于 0 的 实数 , 试 
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证 : 存在 一 个 在 4 中 解析 的 函数 4, 满足 
(hs)) = (¢ — gs))/1 ~— cal#)), 
且 60) = W “>0 ( 象 问题 3a) 同样 论证 ); 并 证 明 : 由 
Hz) = (Ve BA — Ves)) 
定义 的 函数 gs 属于 H, 且 gi(0)>8C0). 

5) 由 a) 与 b) 推出 ; a) 中 定义 的 函数 @ 是 4 到 鼠 上 的 同 胚 ; 由 问题 
3b); 这 表明 : 对 C 的 任 一 单 连 通 开 子 集 吕 ( 蜡 于 C)， 存在 D 到 上 的 解析 
同 脖 (“Riemann 保 角 映射 定理 ”)。 

5) a) 设 /是 单位 回 盘 UV:1z] <1 中 的 复 值 解析 表 数 ,满足 风 0) = 1, 并 
在 品 中 有 | 玫 *)| <M; 试 证 对 |z|<1/M, 有 11(z) 一 11<MIz|，( 应 用 
Schwarz 引 理 (9.5 节 ,问题 7 于 函数 ez) = MK) 一 D/O 一 5))。 

b) 设 了 是 5 中 的 复 值 解析 函数 ,满足 六 0) 一 0,。1《0) 一 !， 并 在 上 中 
有 {f(z)| gM; 试 证 ， 对 [sz|<1JM,， 有 |Kz) 一 <1<MIs|*/2 (应 用 a) 
于 六 

5) 试 证 : 在 b 的 假设 下 , 7 在 圆 盘 民 0; 17 对 ) 上 的 限制 是 该 圆 盘 到 包 
含 罗盘 到 0;1/2M) 的 一 开 子 集 上 的 解 折 同 耳 (应 用 Rouché 定理 (9,17.3)， 
并 用 6b) 的 结果 ). 

49) 对 任 客 筑 数 a€ D， 设 “*(>) = (= 一 a)/(zz 一 1); 对 忌 中 任意 解析 
复 值 函 数 , 试 证 , 若 g(s) = fn(z))，、 风 对 任意 z<€E5, 有 |e《s)|(1 一 |z1*) 

一 | 人 DMI 一 | 


*) 试 证 ， 存在 一 实数 6 > 于 V 了 (“Bloch 常数 只 有 下 述 纤 质 : 对 任 


章 在 已 中 解析 的 复 值 函数 j, 且 满 足 #(0) = 1， 都 在 在 m6E VU, 使 得 荐 x。 一 
Kzo)。 那么 以 *% 为 中 心 5 为 半径 的 开 图 盘 3 含 于 fCU) 中 ， 并 且 存 在 一 函 
数 8 它 在 8 中 解析 且 对 任意 z€ B 成 立 (BJCD 与 Kglz)) = x。( 首 先 
考虑 在 避 的 邻 城 内 解析 的 情形 ， 并 对 x 取 一 点 ;使 |7(z)|(1 一 |<|*) 在 
访 点 连 到 其 最 大 值 ;然后 用 d)， 把 问题 化 为 m = 0 的 情形 ， 并 应 用 <) 的 结 
果 于 形 如 a + 所 Rs) 的 函数 ,其 中 。 与 是 适当 的 复数 ， 在 一 般 情形 下 , 考 
卡 函 数 1(1 一 8)z)/(1 一 6), 而 s>0 是 任意 小 的 )。 

5) a) 设 吕 是 所 有 这 样 的 复 信 函数 7 的 集 : f 在 单位 是 部 0: |z| <1 
中 和 解析， 且 7(V)》 不 包含 点 0 与 1 ， 对 生意 函数 16 牟 ， 试 证 。 存在 中 叭 


一 的 解析 函数 g, 使 在 U 中 有 expC2rig(s)) = f(z)， 且 一 评 < ee(0)<< 于 
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(10.2 节 ,问题 ?); g(V) 不 包含 任意 正 , 负 整 数 ， 进 而 (相同 的 参考 )， 存 在 
忌 中 解析 通 数 4。 满足 

8(s)AC8(2) — 1) = (CL + BY/ — HD) Ys 
0) 不 包含 点 0,1yc 二 (V+ VR 一 1)* 中 的 任 一 个 ,也 不 包含 信 一 ( 和 Vw 
一 V5 一 1)* (4 为 之 1 的 整数 )。 最 后 ， 在 在 口中 解析 函数 y， 满 足 
exp(9(z)) 一 下 z)3 g(U0) 不 包含 logey 十 2kriz loger 十 2hri 中 的 任 一 
点 (为 正 或 负 整 数 ，* 关 1I)， 又 证 明 : ”没有 半径 >4 的 贺 盘 能 含 在 p(U》 
中 ;用 问题 ss)， 从 这 结果 推出 

lps 一 11 

对 |*| <1 成 立 ( 对 适当 选取 的 常数 <， 考 虑 函数 二 cp(z 二 《1 一 |)5) 
并 推 证 : 存在 函数 F(w,v), 在 (C 一 {0,1}) x [0;:1[ 中 有 限 并 连续 , 使 对 
任意 je 顺 与 任意 jz| 去 r<1， 成 立 log |1(z)] 和 FO(0),7), 

b) 设 f€ 3 满足 |fC0)| <1/2 或 0) 一 1 <112。 给 定 np 0 所 
”<1， 试 证 ; 或 者 对 |:|<r 有 |1(z)|5/2， 或 者 存在 一 点 *, 使 z| <* 
且 1x){ 守 112，1Kx) 一 1| 安 112 与 |1/Kz)|>172， 应 用 a) 的 结果 于 函 
数 X(sz 一 *)/(zs 一 1)), 推 出 : 存在 函数 Fwsz)， 在 [0, +oo[x[0，1[ 中 
连续 并 有 限 ， 使 对 每 个 函数 fE 顺 ，、 关 系 式 |1(0)|&: 与 |:|* 北 含 
2 和 FGssr》 《Schonky” 定 理 )。 

7) 设 4 是 的 连通 开 子 集 , 《Is) 是 集 顺 中 的 函数 序列 (问题 5)， 试 
证 ; 对 4 的 任 一 个 紧 子 集 工 存在 一 子 序 列 《j,)， 使 得 或 者 于 序列 在 中 
一 致 收敛 或 者 序列 《1/ 各 ) 在 工 中 一 致 收敛 于 0、( 用 schortky 定理 ,证 明 
使 in In(z)) 一 0 的 点 x 4 形成 4 的 既 开 又 闭 的 子 集 ， 因 此 或 等 于 
心 或 为 空 集 ;在 第 二 种 情况 下 ,利用 工 的 紧 性 * 证 明 存 在 (#) 的 子 序列 ， 在 
工 的 一 紧 郎 域 中 有 界 , 并 应 用 (9.13.1); 在 第 一 种 情况 下 ,类 似 地 把 (9.13.1) 
应 用 于 序列 (1/1))。 

3) a) 设 f 为 复 从 函数 ,在 开 集 TV; 0<1z 一 “<r 中 解析 , 并 设 < 是 7 
的 本 性 奇 点 (9.15)。 试 证 C 一 1(V) 是 空 集 或 者 缩 为 一 个 点 (“Picard” 定 
理 . 设 ww 是 由 r/2<|s 一 2| <* 定义 的 ?的 开 于 集 , 并 在 所 中 考虑 解析 函数 
族 如 (z) 一 A(z/2"); 车 在 C 一 1(V》 中 至 少 存在 二 个 不 同 的 点 ， 应 用 问题 
7 于 序列 (有)，、 并 用 (3.15.2) 导 出 与 9.15 节 问 题 2 的 矛盾 ). 

b) 从 a) 推导 出 : 着 f 是 C 中 一 整 函数 , 且 不 为 常数 , 则 C 一 se(C) 或 
者 是 空 集 , 或 者 缩 为 一 点 (在 C 一 {0} 中 考虑 2(1/#))。 
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9) 4) 斌 证 : 存在 C' 中 的 整数 X(zy)， 请 尽 等 式 

Haxs4y) 一 4(zsy)》 一 —5CH2x, —27)) + 2(KK2r， —27)), 
并 使 在 了 于 (9， 0) 点 的 Taylor 展 式 中 <<! 的 阶 的 项 是 + y(10.1 市 。 同 
题 1 

b) 设 gz 一 ze 一 20， 且 ry) 一休 ; 斌 证 :JC25, 一 2 
二 1x) 且 Jey) 一 一 4 在 C 中 成 立 。( 把 f(z) 与 8Czay) 表示 为 
(zz 一 3) 与 8(2x 一 2y))。 又 证 明 : C: 到 自身 的 解 白 鼎 射 4: (sy 2 一 
01x, 4)，gCx，9)) 是 单身 的 (如 果 它 不 是 ， 贡 由 前 面 的 表示 式 它 在 (0;0) 的 
名 域内 就 不 是 单 射 的 .) 

人 ) 试 下 :存在 (1,1) 的 舍 城 ， 它 不 含 于 ntC*) 中 。 (注意 到 ; 存在 9 
0<s<1， 与 关系 式 | 区 2r， 一 27) 一 !| 系 |8(2*， 一 27) 一 1|<<e; 效仿 
(es 一 1 &e 与 (xoy) 一 18 从 而 得 到 ,关系 式 zyy) 一 1| ss 
与 lg(m 咏 一 11<e 北 含 |Ko 0) -<s 与 |g(0 0) 一 11<e。 得 到 
矛盾)( 寡 着 问题 8b) .》 (Patou-Bicberbach 的 例子 )， 


4 微分 方程 


设 卫 是 Banach 空间 , 了 是 域 太 中 的 一 开 集 。 互 是 互 的 一 凸 开 
子 集 ( 即 连接 互 的 任意 两 点 的 线段 仍 含 于 已 中 )，f 是 7 X 如 到 如 
中 的 连续 可 徽 上 映射。 一 开 球 JCI 狸 卫 中 的 可 微 映 射 * 称 为 微分 
方程 


{10.4.1) # "fs, x) 
的 解 , 若 对 饪 意 :e 了, 我 们 有 
(10.4.2) (2) = Kisal)). 


从 《10.4.2) 立 即 得 到 , * 在 了 中 人 连续 可 微 《 因 此 ， 若 玉 一 C， 则 由 
《9.10.1) 知 其 解析 )。 

(10,4.3) 在 以 为 中 心 的 球 7C7 中 ,为 使 了 到 五 中 的 映射 * 是 
(10.4.1) 的 解 ， 并 满足 Ka) 一 ae 瓦 ， 充 要 条 件 是 : 若 玉 一 灵 
《相应 地 ，K 一 C)， 则 * 在 7 了 中 连续 (相应 地 ,解析 ), 且 有 


《10.4.47 MD 一 如 十 人 fs, uls))ds 
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(这 里 ,着 K 一 C， 积 分 是 沿线 性 线路 一生 十 站: 一 各)，0 二 
< 1 取 的 )， 

这 从 原 函 数 的 定义 可 得 到 。 因 为 ( 当 一 C) 若 f 连续 可 微 
而 * 解 析 , 则 :一 ss uls)) 也 是 解析 的 (9.10.1). 
《10.4.5) 《Cauchy 存在 定理 ) 车 f 在 1 XH 中 连续 可 微 ， 则 
对 任意 me 1 与 we 妇 ， 次 在 以 4 为 中 心 的 开 球 Je 7， 使 在 J 
申 方程 (10.4.1) 有 且 仅 有 一 个 解 4 满 是 4) 一 sw 

我 们 先 证 一 引 再: 
《10.4.5.1) 设 4 是 紧 距离 空间 ，PF 是 距离 空间 , 5 是 的 紧 子 集 ， 
:是 4 X F 到 距离 空间 中 的 内 续 陕 射 ， 贡 在 中 存在 的 一 
名城, 使 MK4 x 中 在 中 有 界 . 
为 渗 疆 , 效 对 于 任 部 +e 4 与 ze 8， 在 4 中 存在 以 :为 
申 心 的 球 mr 而 在 了 中 在 在 以 = 为 中 心 的 于 Dor。 使 g(t%s X 
Ds) 是 有 界 的 。 对 任意 ze 8。 可 用 有 限 个 球 ws 覆盖 4， 设 
V ,是 最 小 半径 的 球 U4s， 于 是 g(4 X Zr) 是 有 办 的 (3.4.) ,再 
用 有 限 多 个 球 ,要 盖 B; 则 V; 的 并 V 湾 中 我 们 的 要 求 (3.4.4). 
2) 首先 设 一 玉 ， 令 也 是 含 于 工 中 并 以 为 中 心 < 为 半 
色 的 紧 球 ， 由 (10.4.5.1)， 在 在 合 于 玉 中 并 以 和 为 中 心 5 为 半径 
的 开 球 B, 使 M 一 gop aCe Dl 与 一 aps De Ol 
是 有 限 数 ， 对 < s， 设 刻 是 以 加 为 中 心 > 为 半径 的 闭 球 ，P。 
是 到 下 中 的 连续 隐身 ?的 空间 对 于 范 狼 yl 一 ,pp ID 
而 言 ， 它 是 一 个 Banach 空间 (7.2.1), 设 是 FP, 中 的 开 球 、 其 
中 心 为 加 ( 恒 等 于 常 且 射 4-* za) 半径 为 &。 对 任意 ye V, 映 
射 4 一 aa 十 Gy(GD) 必 在 三 中 有 定义 且 连 续 。 这 是 因为 由 定 
义 ,对 每 个 ye V, 有 Jy 人) B; 设 gCy) 是 这 个 映射 ; 于 是 & 是 
六 到 Fr 中 的 里 射 。 我 们 将 证 明 , 对 足够 小 的 re 满足 (10.12) 的 
条 件 ;于 是 应 用 谈 定 理 与 (10.43), 可 取 J 一 而 使 本 定理 得 证 。 

现在 ,对 V, 中 任 赛 讽 点 yy， 由 (8.5. 人 ,对 每 个 ze ys 我 们 
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有 1 
UG) ~ Fy SR lly) — yO 
ky — polls 
此 ,对 任意 t€ J,， 由 (8.7.7) 有 


| Gs #0 =, Da < rly — ol, 


故 jgCy) 一 gO 所 krlys 一 入 |， 另 一 方面 ,对 任 一 个 ye V,， 
GyG0) 放 等 M 对 每 个 se J 成立, 于 是 由 (8.7,7), 有 
| ssa <xr， 
因而 llg(xo 一 zl 所 M+， 于 是 我 们 看 到 ， 为 了 能 应 用 (10,1.2)、 
应 当 有 Rr 之 1 与 Mr 之 6 (1 一 kr), 并 自 当 + 之 B/CM + 6) 
时 ,两 个 不 等 式 都 能 满足 . 
b) 再 设 及 一 CC; Jo Jr，B，M 与 定义 如 上 , 且 设 F, 是 Jr 
到 EE 中 ， 并 在 J, 内 连续 ,上 内 解析 的 映射 ”的 空间 ， 由 于 (7.2.1) 
与 (9.12.1), 可 知 关于 范 数 lyll sep 上 yCD， 它 也 是 Banach 空 


间 ， 对 ye VV 映 冉 4 一 和 十 KssyC 人 ))as 也 属于 ,因为 它 


在 训 中 是 解析 的 (这 由 于 s 一 fs,yCs)) 是 (9.7.3)); 而 它 在 J 中 
的 连续 性 立即 可 从 (8.11,1) 得 到 ， 这 样 我 们 就 定义 了 7, 到 F, 中 
的 映射 8, 并 且 * 证 明 的 末尾 则 毋须 改变 ， 

《10.4.6) 附注 .〈10.4.5) 的 证 明 指 出 , 当 天 一 尺 并 且 f 只 满足 
下 述 较 器 假 设 时 、 定 理 结论 仍然 正确 a) 对 工 到 互 中 的 每 个 连续 
映射 :> wz) 而 言 ，: 一世 tw(9) 是 了 中 的 正则 函数 (7.6); b) 
对 和 任意 点 《ex*)e 7 X 吾 ， 在 工 中 存在 一 个 以 : 为 中 心 的 球 /并 
且 在 五 中 存在 一 个 以 * 为 中 心 的 球 下 ,使 了 在 J x 8 中 有 界 , 同 
时 还 存在 常数 尺 之 0 (依赖 于 J 与 B), 使 对 seJ 与 B 中 的 y， 
y 有 

ls ~— fs yo < Rhys — yall, 
这 样 的 函数 了 称 为 在 1 X 豆 中 是 局 部 Lipschitz 的 ; 而 方程 
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《10.4.2) 则 了 解 为 仅 在 了 的 至 多 为 可 数 子 集 的 余 集 上 成 立 。 最 后 
这 附注 也 能 使 我 们 用 民 中 的 任何 类 型 的 区 间 代 奉 开 区 闻 了 与 J. 


5. 微分 方程 解 的 比较 


我 们 称 开 球 JC7 到 互 中 的 可 徽 喘 射 * 是 方程 (10,4.1) 的 具 
有 副 近 度 的 近 做 解 , 若 对 任意 ie J,， 有 
lz 人 co — Ku < e, 
《10.5.1) 设 在 了 X 玉 中 ,上 Dx; 所 车 ww, wv 是 (10.4.1) 
的 在 以 和 为 中 心 的 开 球 中 分 别 具 有 如 近 度 s,，s; 的 两 个 近似 解 ， 
则 对 任意 +€ J， 有 


(105.1.1) lil) 一 vO & lato) 一 we 全 
+ (ote) el 
1 + 62 


《对 外 一 0， 则 用 | 一 |) 代 直 《eri 一 了 /和 全 ， 令 1 一 十 
5，|a| 一 1,，# 裕 0， 就 可 立即 化 为 K 一 RRR, wm 一 0 与 1: 关 0 
的 情形 ; 于 是 若 记 w(5) 一 w(t0 十 a8), vi($) = v(x 十 喇 )， 册 
旭 与 刀 就 是 x* 一 af(1o 十 只 ,x) 的 近似 解 ， 从 而 得 到 我 们 的 论 
断 ， 从 在 区 间 0 :所 :中 的 关系 式 有 (9 一 所 6 
出 (8.7.7) 我 们 推出 


lz — «0) — [fsa ))asl < sn 
且 美 似 地 有 


hel) — 0) — fas ail < ea, 
从 天 
liek — oA ako) ~ oO + Hf GCss4)) 


— fs,v5))) a + Ce + ea)s. 
由 关于 Dz 的 假设 与 (8.5.4),《3.7,7), 这 式 子 给 出 
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O05.12) wl) < 0) + (8+ De + KE wd, 

其 中 wl) = u(r) 一 xD 处， 于 是 ,定理 (10.5.1) 戌 为 下 述 引 理 的 
《10.5.1.3》(〔Gronwall 引 理 》 在 区 间 10, c] 中 , 若 9 与 中 是 两 个 非 
负 正则 函数 , 则 对 [0,c] 上 满足 

《10514) wh) < wl) + aw) 

的 任意 正则 函数 w > 0, 我 们 有 


Q0515) wi So + he (Fs) 


在 10,c] 中 成 立 ， 记 3(D 一 0) ws)sr; ?是 连续 的 ， 且 从 


《10.5.1.4) 得 到 :在 [0,c] 的 一 可 数 子 集 的 余 集 中 ,由 (8.7) 有 
《10.5.1.6) 》 CD — $07) < pW Gn. 


记 xD = Dexp (一 上 6C94s); 关系 式 (10.5.1.6) 等 价 于 


#0 < pop( -| 0). 
由 (8.5.3) 并 利用 x(0) 一 0 这 一 事实 ,我 们 得 到 ,对 te [0c]， 
a < woo (一 os) Jo 
从 而 由 定义 知 


yD < J edo ep( ea )ar 


于 是 (10.5.1.5) 从 关系 式 w(z) 过 p() 十 yl) 得 到 . 
(10.5.2) 设 f 在 1 XH 中 连续 可 微 ， 若 u,v 是 (10.4.1) 的 两 个 
解 ,它们 定义 在 以 加 为 中 心 的 开 球 中 ,并 满足 xz 一 v(m), 则 在 
7 中 w=v, 

只 贫 证 明 *# 与 + 在 合 于 了 中 并 以 为 中 心 的 每 个 紧 球 工 中 相 
等 就 够 了 ， 如 炽 我 们 知道 D;f 在 某 个 集 工 X 中 有 界 , 其 中 将 是 
包含 KE) 与 以 工 ) 的 的 开 子 集 ， 这 可 由 对 w 与 + 应 用 (10.5.1) 
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得 到 . 但 上 述 集 工 x 鼠 的 存在 性 立即 可 以 (10.4.5.1) 得 出 ， 
《10.5.3》 设 是 有 限 维 的 ,并 设 在 7X 日 中 解析 ， 则 《10.4.1) 
的 任意 解 在 开 球 JCI 中 是 解析 的 。 

车 及 = C， 则 结论 可 直接 由 定义 得 出 ， 落 尺 一 R， 并 设 
已 = Rm 于 是 对 任意 点 《to, x0) € 7 X 如， 存在 以 4 为 中 心 的 球 
FoCC 与 以 zw 为 中 心 的 球 PCC”, 使 oN ROI 与 PNR"CH， 
以 及 存在 Lo。 Xx P 到 C” 中 的 解析 映射 g， 使 8 在 (Lo R) X 
《PN Rm) 上 的 限制 与 了 相等 (9.4.5)， 又 由 (10.4.5)》, 存在 C 中 以 
加 为 中 心 的 开 球 CLo, 使 微分 方程 z 一 g(1，z) 有 了 唯一 解 v, 它 
在 点 加 取 全 为 xo, 且 在 工 中 wv 是 解析 的 .利用 关系 式 ve) 二 g(:， 
z(D)， 以 及 ? 与 v 的 定义， 并 关于 * 用 归纳 法 , 立即 得 出 :所 有 
导数 vs) 属于 R”; 因 此 由 (9.3.5.1), 对 s€ 工 作 R，v(#) 属于 
及 "这 就 证 明了 ”在 LN 尼 上 的 限制 * 是 (10.4.1) 的 一 个 解 ( 参 
看 (8.4), 附 注 ), 并 满足 x(10) 一 xo。， 但 是 由 (10.5.2), 方程 (10.4.1》 
的 在 以 和 为 中 心 的 球 时 中 满足 w(i) 一 x0 的 任 一 稻 ws; 在 工人 对 
中 与 #* 是 相等 的 ,因此 企 如 点 是 解析 的 ,证 完 . 
《10.5.4) 附注 . 当天 一 尽 时 ，(10.5.1) 的 证 明 指 出 ， 当 了 在 
TX 五 中 满足 带 有 常数 大 之 0 的 Lipschitz 条 件 时 , 亦 即 满足 
(10.4.6) 的 条 件 a), 并 且 对 任意 ze 7 及 五 中 的 xz, ms 有 (ex 
一 Kt za) 委 于 有 一 zl， 不 等 式 (10.5.1.1) 仍 然 正确 ;于 是 了 可 
取 为 包含 加 且 以 斩 为 始点 (或 终点 ) 的 区 闻 ，* 与 "在 7 中 是 正则 
孟 数 的 原 函 数 ,由 仅 假设 关系 式 上 C2) 一 KssCOD) 所 6 ll 
一 f(z,v(D 六 所 e 在 7 的 诗 多 可 数 一 子 集 的 余 集 上 成 立 . 
(10.5.5》 设 天 一 C 时 ,在 7 XH 中 是 连续 可 微 的 ,而 玉 二 民 
时 , 它 在 工 x 于 中 是 局 部 Lipschirz 的 。 又 设 v 是 (10.4.1) 的 解 ， 
它 定义 在 开 球 7; 上 1 一 | + 中 ;而 JC1 vCJDCH, 并 有 :> 
f(t,v《 站 ) 在 了 内 是 有 界 的 。 则 存在 含 于 了 中 的 球 了 :| 一 ol 二 
+ 《fr 之 +)、 与 (10.4.1) 的 一 个 解 , 它 定义 于 了 中 ， 而 在 了 中 与 。 
相等 

a) 天 一 R， 由 假设 ,对 t€ J, 我 们 有 lz,v 仆 首 和 MM, 因 
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此 ,在 7 的 至 多 一 可 数 子 集 的 余 集 上 、 成 立 st 上 < M. 由 中 
值 定理 (8.5.2), 这 表明 对 了 中 的 ， * 有 |lz(o) 一 xD < MI 一 中 ， 
由 Cauchy 收敛 准则 C3.14.6) 我 们 得 到 ， 极限 vio 一 +) 十) 与 
s(n 十 +) 一 ) 存在 且 属于 vC7)CH， 再 由 (10.4.6), 存在 :一 
Kz,x) 的 解 w 《相应 地 、 ws)， 它 定义 在 含 于 了 内 的 以 和 十 > 〈 相 
应 地 ,一 +) 为 中 心 的 开 球 U 中 (相应 地 ,Us 中) 且 在 该 点 取 值 
为 ，(( 和 + 7) 一》( 相 应 地 ，v 《Ci 一?) 十》 从 (10.5.4) 又 得 
到 , w,《 相 应 地 , w2) 在 UN 中 (相应 地 ，U2 几 中) 与 。 相 等 ， 
于 是 在 此 情形 下 (10.5.5) 得 证 (注意 。 不 必 检验 v (连续 延 拓 ) 与 
ws ty 在 点 加 一 + 与 加 十 + 的 左 \ 右 导数 的 存在 性 .) 

b) K 一 C， 对 任 一 复数 58,1?| 一 1, 令 上 一 orirs 0 并 
县 ve(s) = volz + $5， 于 是 如 a) 同样 的 论证 可 得 ，zr(r 一 ) 存 
在 有 属于 地; 因而 存在 一 Ki xz》 的 解 ws 它 定义 在 含 于 了 内 
并 以 w+&r 为 中 心 的 开 球 Te 中 , 且 满足 wr(a 十 tr) 一 xx(r 一 )-。 
从 (10.5.4) 得 知 wr 与 "在 JnP 与 以 二 br 为 端点 的 线段 
的 交集 中 是 相等 的 ;因为 这 些 函 数 在 7m Fe 中 解析 ,由 《9.4.4), 它 
们 在 7n yx 中 相等 ， 现 在 ,可 用 有 限 多 个 球 Za(1 < <m) 覆 
盖 紧 集 |: 一 | 二 7; 车 Von Ve 关中 则 函数 wrs 与 wey 在 
Vn Vt， 中 相等 ， 因 为 二 者 在 非 空 开 集 JN Vy, ye 中 与 " 相 
等 ,我 们 仅 需 应 用 (9.4.2),( 为 证 上 述 交集 是 非 空 的 ， 注 意 到 假设 
条 件 区 含 了 +r|5; 一 5| 之 p, 十 pj， 这 里 pi pi 是 Ps 与 Jo 的 半 
径 ;因此 存在 2e ]0,1[, 使 41&y 一 | < pi 与 +(1 一 D5 一 
5 < p， 成 立 ， 从 而 得 出 点 mt+r(G1 一切 总 + 访 ) 属于 
INVan Vo). 因此 = f(1, x) 有 一 个 解 , 它 在 了 中 等 于 ov, 在 
每 个 Vi, 中 等 于 we,， 且 存在 以 为 中 心 半径 > * 并 含 于 这 些 
集 的 并 中 的 开 球 (3.17.11), 证 完 . 
010.5.5.1) 由 (10.55) 得 到 , 若 ro 是 满足 JCI 与 z(])CH 的 所 有 
数 7 的 上 确 界 ， 则 或 ro 二 +oo 或 当 J 是 开 球 上 一 wi 之 no 时 
关系 巴 @L 与 v (J0FH 之 一 成 立 . 
(10.5.6) 设 f,g 是 1 X H 到 中 的 两 个 连续 可 微 映射 ,并 设 在 
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了 X 吾 中 ，|Kpz) 一 g(tsx 用 所 a 与 Dag(2x 川 魏 丰 成 立 . 设 
《fo x0) 是 了 X 昌 中 的 点 ，p，8 为 二 正 数 ,而 p(5) 一 et 十 


(a 二 6) 全 一 上 对 $ 守 0 威 立 , 再 设 " 是 x 一 g(1，*) 的 具有 


允 近 度 的 近似 解 , 它 定 义 在 合 于 了 的 开 球 J: li 一 ml <& 中 ， 
并 使 xio) 一 xo， 且 对 任意 46 J 以 w(z) 为 中 心 p(|: 一 |) 为 
半径 的 闭 球 含 于 五 中 。 则 对 任意 满足 用 一 soll 所 的 ?6 召 * 存 
在 * 一 11,x) 的 唯一 解 w。 定义 在 了 中 ,而 取 值 于 互 内 ， 且 满足 
v(z0) 二 y 进而 ,对 ee 1， 有 C2) 一 vO p(t 一 wl》. 
设 4 吓 这 样 的 数 + 的 集 0 <<+ 志 5, 并 存在 x 二 1,x) 的 
解 w* 取 值 于 吾 内 而 定义 在 球 J,: | 一 ol 之 + 中 ,满足 v1) 一 
y， 由 Caochy 存在 定理 (10.4.5)，4 非 空 .并 且 在 / 中 我 们 有 
Ce) 一 gbts oO 中 < ae。 换 名 话说，z 是 x 一 gt zx) 具有 通 
近 度 % 的 近似 解 ， 再 出 (10.5.1.1) 得 知 在 J 中 #2) 一 v.61 委 
P(t 一 11)。 营 r，r' 在 4 中 ,并 有 <” 则 由 《10.52) 与 
〈10.5.4)，zr 与 vv 在 中 相等 。 
设 c 是 4 的 上 确 界 ;我 们 应 证 < 一 5。 如 车 不 然 ; 则 在 J 中 存 
”在 x 二 ,x) 的 唯一 解 v, 在 每 个 + < < 的 球 几 中 ， 它 等 于 zr， 
取 值 于 及 内 且 在 J 中 满足 jG) 一 vO p(t 一 ww》 
在 J 中 我 们 有 JlgC1,vCO) 和 < JeCesywC2D) 有 + RoC 一!l)， 
因 : 一 g(1, ul#)) 在 J 中 连续 ， 故 它 在 这 个 紧 球 中 有 界 ; 由 此 
得 :一 gl1,vC)) 在 J。 中 有 界 ， 另 一 方面 , "(7.) 的 任何 聚 点 
序列 (v(ts)》 的 极限 ,其中 ta€ J 县 加 趋 于 和 二 c 测 性 
1; 由 连续 性 我们 有 js 一 wCw 十 必 ) 首 乞 pg(e151)， 因 此 由 假设 
#& 昌 ,于 是 我 们 可 应 用 (10.5.5) 而 获得 x = 1 (t,x) 的 一 个 解 , 它 
定义 在 球 疡 中 (” > c) 且 在 点 取 值 y, 这 与 < 的 定义 相 矛 慎 ， 
若 天 一 民 ， 我 们 在 (10.5.6) 的 叙述 中 用 包含 点 的 开 区 间 
]e, d[ 代替 7 
(10.5.6.1) 再 注意 ,车 居 一 民 , 我 们 可 以 该 宽 (10.5.6) 中 对 与 
E 的 假设 , 仅 设 & 关于 常数 和 是 Lipschitz 的 ,而 1 在 了 XxX 中 是 
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从 漠 到 四 兵 


局 部 Lipschitz 和 的， 
问 题 


1) 设 失 :,*) 是 定义 在 有 内 的 集 |:|<a，|x1 所 中 的 实 值 连续 了 
数 , 使 当 x>0 时 (t,x)<0, 而 当 妇 <0 时 区 bx)>0。 试 证 > 一 0 是 微 
分 方程 ”一 jt, *) 的 唯一 和解 ， 它 定义 在 0 的 邻 域 中 并 满足 *《0) 一 0 (用 
反应 法 :并 在 包含 0 的 紧 区 员 中 ,考虑 那些 使 解 达 到 它 的 极 大 或 极 小 值 的 点 ). 
2) 设 H(t,x) 是 定义 在 民 中 的 实 值 连续 函数 ,并 有 下 列表 示 ; 


一 2 当 ze 
Xe x) -| 当 lz| ce, 
3 当 xz 
又 设 (%) 是 由 (9) 一， (9 一 人 Too wo)aw (o>1) 定义 的 东 数 
序列 。 试 证 ; 序列 《ys( 直 ) 对 任意 :ze0 是 不 收敛 的 。 尽 管 微分 方程 = ~ 
Kasx) 有 哈 一 解 , 满 足 x(0) 一 0 《问题 1)。 
3》 对 任 一 对 实数 «<0, 8>0, 到 如 下 秆 : 当 :<a 时 ,等 于 一 (+ 一 a)?， 
当 et < 8 时 ， 等 于 0。 当 :>8 时 ,等 于 (t 一 p) 的 函数 是 答 分 方程 
** 一 21s| 的 解 ,满足 x(0) 一 0. 
设 是 定义 在 紧 区 间 [4， 5] 内 的 任 一 连 绪 函数 ,并 归纳 地 定义 we( 人 一 
2 lm O16 其中 ve [4s 5] 且 >0， 试 证 着 + 是 [os 刀 中 使 
加 (人) 一 0 在 [s+] 内 成 立 的 最 大 数 , 则 序列 (ww) 在 [ss 6] 中 一 致 收 俩 于 
微分 方程 ”一 ?lx| 的 如 下 解 。 当 o<rer 时 等 于 0, 而 当 Y<r<b 时 
等 于 (一 六。 《首先 务 不 


f 当 :< 
ao( 仆 一 
REC) raes 


的 情形 ,其 次 注意 到 , 如 果 必 要 的 话 。 用 # 代替 m， 并 可 设 mm 在 fa, 引 ] 中 递 
增 ; 考 察 对 任意 8> 0, 在 在 两 个 数 区 >0, 《>0, 使 在 [s,8] 中 有 
下 eof — YY — EIEN ER — 7 + 8) 
这 里 当 :<0 寺 w(z) = 0 而 当 t 守 0 时 ,vo(2) 一 号 )。 
4) 使 用 10.4 节 的 那些 记号 , 设 K 一 RR。f 在 1x 太 中 连续 并 有 和 界 , 令 
M = ,up sl *) 咱 。 叉 设 0 是 五 中 的 点 ，5 是 以 x 为 中 心 > 为 半径 并 


tr EIx) 
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含 于 天 的 开 球 . 

a) 再 假设 f 在 7xs 中 一 致 还 续 (车 E 是 有 限 维 的 并 且 1 含 于 紧 区 间 
和 中 而 使 了 在 7x 中 连续 , 则 这 条 件 自 动 满足 )。 试 证 ， 对 任意 s>0 与 
任意 售 于 了 并 满足 4<r/(M + 2) 的 紧 区 间 ;1 十 氏 〔〈 相 应 地 ,{fo 一 
入 ma])。 在 该 区 间 中 存在 ” = 帮 5*) 的 具有 遍 近 度 。 的 近似 解 ， 当 上 一 往 
时 取 值 *。。( 假 设 5>0 使 关系 式 |4 一 15， 肝 , 一 < 蕴含 用 (as 
三 ) 一 玫 4s 澡 用 5; 考虑 区 间 [so + 下 的 一 个 子 分 市 ,使 小 区 间 的 长 度 
至 多 等 于 int(5， 5/W)， 并 从 为 开始 ,在 每 个 小 区 间 上 确定 近世 解 ) 

58) 设 E 是 有 限 维 的 5 且 1 二 ]5 一 4 加 十 q[。 试 证 ， 存 在 ** = ft, *) 
的 解 ， 它 定义 在 区 间 [ts4 + *] 中 (相应 地 ，[% 一 <,z] 中 ), 这 里 < = 
infkasr/M), 取 值 于 5 内 , 且 当 :一 时 等 于 zo。(“Peano 定理 ”， 对 每 个 me 


设 是 具有 通 近 度 !/n 的 近似 解 ,定义 在 情 = [ss 加 +。 一 二] 中 , 它 的 存 


在 性 已 由 4) 给 出 注意 对 每 个 m， 青 数 w。 (对 " 兰 m) 在 Ja 上 的 限制 形成 
几 范 空间 多 a(Jm) 中 的 相对 紧 子 集 (7 .57), 并 如 (9.13.2) 的 证 明 ，、 用 “对 角 
线 法 ”; 最 后 利用 (10.4.3) 与 (8.7.8),) 

5) 设 f 是 Bamach 空间 (co) (5.3 节 ， 问题 5) 到 自身 的 映射 ， 使 当 


z 一 (mm) 时 ，H(z) 一 (x), 其 中 加 一 Lao + 二 上。 试 证 在 (co) 中 


ntl 


连续 但 微分 方程 > = 忒 *) 不 存在 这 样 的 解 :定义 在 尺 内 0 点 的 邻 域 中 ， 
取 值 于 (co) 内 , 且 当 :一 0 时 等 于 0.( 如 果 有 这 样 的 解 a()=(wo()), 可 
直接 积分 计算 每 个 me(z)》 的 值 ， 并 且 证 明 当 :0 时 序列 (mm 《7))sso 不 趋 
于 0.) 

6) a) 使 用 10.4 节 的 那些 记号 , 设 当天 二 C 时 # 在 7x 召 中 解析 ， 而 
当下 =R 时 ,1 在 1xK 中 是 局 部 Lipschitz 的 。 设 五 是 含 于 了 工 并 以 为 
中 心 < 为 半径 的 开 球 ，5 是 含 于 如 而 芒 z 为 中 心 ” 为 半径 的 开 球 。 又 设 
sz)》 是 定义 在 [0ye[ x [0,r[ CR* 中 的 连续 函数 > 满足 4 z) 关 90。 并 对 
任意 1€ [0?“[， 函 数 一 4(z:z) 在 [0,:[ 中 递增 ， 最 后 想 设 ，1° 在 lo xs 
中 有 (x9 和 (lt 一 ol， lx 一 x*ol); 2” 存在 一 区 间 lo <“]，=x<e， 与 
一 函数 9, 它 是 [0,«] 上 正则 函数 w 的 原画 数 ,并 满 下 (0) 一 0pCJe [0 
7[， 而 (> 六 p(s))s 在 [0;e] 中 除去 * 值 的 至 多 一 可 数 集 外 都 成 立 . 
试 延 : 存在 ”一 f(t,x) 这 拌 的 解 #: 定义 在 区 六 为 中 心 « 为 半径 的 开 球 
了 中 * 取 值 于 5 内 且 满足 #C4) = xo; 进而 ,在 了 中 ,sD 一 xob<g(lr 一 
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1),.( 利 用 (10.5.5) 去 证 明 : 存在 一 个 含 于 中 并 以 三 为 中 心 的 最 大 开 球 ， 
条 在 其 中 z = f(t, *) 有 这 样 的 解 。: 取 值 二 $s 内， 满足 (1) 一 xl 和 
《lt 一 4!) 宇内 威 立 ,进而 ,这 样 的 解 是 哗 一 的 ; 然后 利用 中 什 定 吾 , 借 
助 于 反 证 法 以 证 明 Jc 4.) 

b) 设 如 = E， 并 设 存 站 一 函数 Asz)> 0， 在 [0, + cof 中 有 定义 ， 连 


续 且 淫 增 ,还 满足 有 “5 一 + oo， 而 在 xE 中 有 iC)<AIzD。 


试 证 ， x = (4,*) 的 每 个 定义 于 4 邻 城内 的 解 ， 在 1 中 是 有 定义 的 (利用 
2)). 

中) 其 Gix) 上 <M 在 1xs 中 成 立 , 则 存在 x* 一 f(t,*) 的 这 样 的 解 
#; 定义 在 以 为 中 心 、inf(e,r/M)》 为 半径 的 球 7 中 , 取 什 于 5s 内， 且 满足 
#6) 一 am ( 取 hss) = MM)。 

设 K=E =C, 且 “>r/M， 试 证 ,除非 1 是 常数 ,存在 一 开 球 了 7， 
在 其 中 * 可 延 拓 为 * 一 1(t, x) 的 取 值 于 5 内 的 解 。 《注意 ， 由 于 最 大 值 原 
理 (9.5.9), 对 16J， 人 xf9[<M; 对 任意 满足 |51 = 1 的 6， 考 虚 函数 
9) 一 (十 6); 如 《10.5.5) 中 的 论证 , 证 明 (10.5.5) 的 概 设 满足 )， 对 
了 的 半径 , 想 取 成 仅 依赖 于 。 ” 与 而 不 依 环 于 f 本 身 的 数 是 不 可 能 的 ,如 
例子 ,ftsx) 一 《(1 十 zx)/2) (9.5 节 ?问题 8) 而 和 一 mo 一 0 4 一 + 一 
一 上 所 示 (>>1 为 任意 的 整数 ). 

7) 设 1 是 本 中 开 多 贺 柱 P; |t 一 纪 | <s，|z 一 xo| < 内 的 实 值 有 界 
连续 孙 数 ， 并 和 且 设 好 一 cp, (fC) ls 又 设 > = infCa,6/1M), 了 = Jo 一 
所 十 7[。 再 设 5 是 ” 一 大 pz)》 的 所 有 这 样 解 # 的 集 : 定义 在 7 中, 取 值 
于 开 区 间 jz 一 如 ww 十 外 内 , 且 在 1 = 时 等 于 x*o; 集 名 非 空 ( 同 题 4b》)。 
对 每 个 41， 令 et， 各) 一 iar()，w( to 向) 一 sap rb 中; 试 证 ”与 
ww 属于 加 (7,5 节 , 问 题 11); oe《 相 应 地 , zw) 称 为 = 二 (ft, *) 在 7 中 对 应 于 
点 (tazo) 的 最 小 解 (相应 地 ,最 大 解 ) - 

对 每 个 rE7 令吉 一 vty4osx0)， 试 证 , 若 +> 加 ， 则 在 形 如 [rr 十 
训 的 区 闻 中 ，v(i,f,§) 一 v(tosxo)， 测 车 TY<%。， 册 在 形 如 1z 一 和 可 的 
区 间 中 ，v(2,7,) 一 vlz, 和 和) 《其 中 4> 0)， 并 论证 : 存在 含 于 ]x 一 a， 
如 十 of 且 包 含 加 的 最 大 天 区 闻 jz.[， 使 <(2t。 z) 可 被 延 拓 为 这 样 的 
连续 函数 2: 定义 在 ]*， 5[ 中 , 取 值 于 jx。 一 5， xz 十 开 内 ， 且 对 每 个 
56 ]4[， 车 :> 在 形 如 [t+ 二 外 的 区 间 中 gs) 一 Ar zy g( 人 )), 着 
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4<5， 在 形 如 一 各 二 的 区 间 中 8g(?) = vs 4 g(t)) (其 中 #>0),( 和 如 
果 g 是 的 9 6 xs) 在 区 间 #4, 6[ 中 另 一 个 这 样 的 延 白 ,证明 与 & 在 
ja 5[ 与 ]:, 4 的 交集 中 相等 、 这 可 民 助 于 考虑 在 交集 中 使 8 与 & 于 
[ss[ 内 (相应 地 ,于 ]s;%] 内 ) 相 等 的 那些 点 ;的 上 确 界 (相应 地 ,下 确 界 ) 而 
得 出 .) 进 而 ,或 是 = 46 一 。《 相 应 地 ,一 44 二 oe) 或 是 8 十 ) 一 加 十 
《相应 地 ，gC& 一 ) 一 xo 圭 5)。 
8) 设 KLss1) 是 定义 在 0&1 &s 护 1 上 的 非 负 数值 连续 函数 ， 令 
Kls, £) = Ks, 人， 


而 对 > 1， 归 钠 地 定义 
les 0) = Ks seed 
可 若 ]K(s, DL <M， 斌 证 


ls Ol et CeO 


并 推 证 : 对 于 0<:<:<1， 级 数 


Ht) = Bl olss ts) 


一 至 收效 ， 
5) 设 xz)》 是 fo, 1] 上 的 非 负 正则 函数 ， 试 证 在 [0,1] 上 存在 一 正则 
函数 九 =)。 满足 
ws) Hs) + fo Key sul 


并 推 证 : 对 于 0<:&1, 有 
A KA) + aaa 


9) 设 w 是 定义 于 开 区 池 ?CR 的 实 函数 ， 且 它 是 规则 函数 w 的 原 函 
数 ,而 w 的 不 连续 点 在 中 是 孤立 点 并 对 每 个 这 样 的 点 + 都 有 w(t 填 ) 之 wr 
(: 一 ); 又 设 E 是 w 的 不 连续 点 的 集 , 二 阶 导 数 w” 在 工 一 性 中 存在 ， 并 在 
1 一 瑟 中 有 w(x*)>w(x). 

2) 试 证 ,车 。，5 是 ! 中 满足 w(a) 一 w《5) 一 0 的 两 个 点 :网 对 "<r<5 
有 w(x)<0( 用 反 证 法 )， 对 7 中 任意 三 点 *,<x*<*,， 推 证 
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wi) < Eh rs 2) + ws) #1) 
(和 可》 " 


《考虑 差 w(z) 一 x(*)， 这 里 # 是 方程 w(x) 一 u(x) 一 0 的 解 ， 它 们 使 w 
在 点 ”与 汪 取 相同 的 值 )， 

8) 设 1 一 妨 试 证 , 当 x+oo 时 ,函数 w(x)e* 有 30 的 极限 ;而 当 
?一 9 时, 消 数 w(x2e” 有 非 负 的 极限 。 


6. 线性 微分 方程 


存在 定理 (10.4.5) 能 在 特殊 捕 形 下 被 改进 为 : 
(10.6.1) 设 ICK 是 以 6 为 中 心 ? 为 半径 的 开 球 ， 车 k= RR， 
设 f 在 1X 玉 中 连续 ;而 若 天 一 C: 设 f 在 1X 中 解析 ,县 
对 中 的 xz, zs 与 1€ 1 有 KbzD 一 1 xz) SC 00): 
lz 一 zl 这 里 一 (8) 是 [0, +{ 中 的 正则 函数 。 则 对 每 个 
xo€ FE， 存 在 (10.4.1) 的 唯一 解 #, 定义 在 工 中 并 满足 a#(#) 一 xo。 

考虑 到 (10.5.4) 我 们 仅 需 证 明 , 若 。 是 这 样 数 9 的 上 确 界 :0 过 
9 世 +， 并 在 上: 一 |<<p 中 存在 (10.4.1) 的 解 , 它 在 如 处 取 值 为 
xo 则 = 一 +。 如若 不 然 ; 则 由 (10.5.4), 存 在 (10.4.1) 的 解 v, 定 义 
在 J 上 一 和 oi 所 c。 中 ,县 v(w) = xo， 我 们 将 证 明 , (10.5.5) 的 
条 件 被 满足 ;于 是 应 用 (10.5.5) 而 导出 矛盾 , 央 而 证 完 。 

二 为 这 里 日 一 巨 ， 条 件 "(J)C 妃 豚 其 容易 验证 ， 关 此 只 须 
检验 1-> ft,v(2D》 在 了 中 是 有 界 的 ， 于 是 ,在 紧 区 间 [0, <] 中 ， 
不是 有 界 的 ,并 且 紧 集 了 中 的 连续 函数 1 一 (1, zol 也 如 此 ; 因 
市 存在 两 个 数 mw 汪 0,，% 之 0, 使 (tO 和 wx + 对 
tJ 与 x€ EE 成 立 ， 这 敬 含 了 人生 me 二 天 对 2 了 
成 立 ; 若 我 们 记 w($) 一 jz(a 二 个 川 ， 其 中 12| = 1， 则 中 值 


定理 指出 w(8)<<Hadj -+he+w 全 w(5)22， 这 样 我 们 便 能 应 用 引 


理 (10.5.13), 从 而 得 出 ,在 了 中 有 f(D 和 ae™w 2 (a 为 
常数)， 因 此 ”在 了 中 有 界 ， 改 有 es (omjoCoi + 亦 
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(10.6.1.1) 再 者 ， 当 KK 二 RR 时 ,的 连续 性 条 件 可 放宽 为 附注 
(10.4.6) 的 条 件 a). 

线性 微分 方程 是 指 方程 (10.4.1) 的 特殊 形式 : 
(10.62) x = ACx 十 2 (=f:, r))， 
其 中 4 是 了 到 Banach 空间 妈 (E; BE) 中 的 映射 ,而 纪 (B; E) 
是 二 到 自身 中 的 连续 线性 映射 空间 《5.7)，5 是 工 到 吾 中 的 上 映射。 
这 里 我 们 有 召 = 己 ， 并 由 (5.7.4), 对 任 管 te 了 与 五 中 的 加，x， 
有 


上 os — Fz) < EAN 一 2 
应 用 (10.6.1) 与 其 后 的 附注 ， 我 们 可 得 到 
《10.6.3) 设 TCK 是 以 如 为 中 心 的 开 球 . 着 必 二 民 , 设 4 与 5 
在 工 中 是 正则 的 ; 若 kK = C， 设 它们 在 了 中 解析 ， 则 对 每 个 
xo€ 已， 存在 (10.6.27 的 唯一 解 #, 定义 在 了 中 且 满 足 w(10) = xo。 
注意 ,着 5 二 0， 县 xo 一 0,，(10.6.2) 的 解 * 等 于 0. 
从 (C10.6.3), 我 们 容易 推出 显然 是 更 为 一 般 的 结果 : 
《10.6.4) 如 (10.6.3) 间 样 的 假设 ,出 对 每 个 :< 了 与 xo€ E, 存 在 
957 移 只 名 ws 定义 于 中 且 满 中 w(s) 一 xo. 
+ 一 ie 代替 +, 我们 可 假设 w= 二 9, 设 了 是 以 7 为 半径 的 


球 ; 则 映射 :一 户 了 二 是 了 到 自身 上 的 解析 癌 胚 。 瞻 * 到 0. 
事实 上 ,及 一 -一 ef 忆 二 ,对 * 与 * 回 池 
st 


如 一 天 5s 2 一 


满足 此 | ~ 1 的 数 5, 使 可 候 设 ;是正 实数 . 于 是 ,对 于 |:| < 7， 
绝对 值 |: 一 二 二 | 的 最 大 信 当 :为 非 正 实数 时 达到 ， 帮 有 


bald rr 


> 
mt] rr 十 中 


让 洋 关 系 式 + 一 个 去 二 三 得 到 ， 现 在 ,着 4 一 区 二 下 


2 rs r,s ts 
4 人 (= 已 < as- 人 并 (二, 则 妆 妈 可 
到 ,全 是 和 分 方 程 


330* 


一 ,因此 1#| < +， 寺 是 我 们 的 论断 


x = A r+ bl) 
的 唯一 解 ,定义 在 中 并 满足 v0) = am, 则 wD) 一 v (7 二 


一 rr 


是 (10.6.27) 的 唯一 解 ,定义 在 工 中 并 满足 wx(s) = xo. 

当天 一 KK 时 ，4 失 二 (ai()) 是 xn 矩阵 ,507) 一 
(8) 是 向 量 , 落 KK 一 RR，ai(2) 与 六 (9 在 7 中 是 正则 的 ， 
若 天 一 C， 它 们 在 工 中 是 解析 的 ; 又 若 x 一 《xz,)<rse。， 则 方程 
《10.6.27) 等 价 于 纯 量 线性 微分 方程 组 


(10.65) #1= Bas + bl (li 


? 阶 《2 > 1) ( 纯 量 ) 线 性 微分 方程 
(10.6.6) Dr’x — a DIr — ea) Dr aslt)r = be) 


等 价 于 (10.6.5) 型 的 特殊 组 ;只 须 对 2 忆 p 志 #4， 令 4 二 x，xp 一 
De ， 于 是 (10.6.6) 等 价 于 
Cos [be 1 SR 1 


za zat roi + alt 十 BC。 


7. 解 对 参数 的 依 束 性 


《10.7.1) 设 瑟 是 玉 上 的 Banach 空间 ,了 是 居 的 开 子 集 , 晶 是 5 的 
开 子 朱 ,P 是 距离 空间 , 1 是 了 XH xP 了 到 E 中 的 映射 . 并 设 : 1° 
对 任意 zEP，(4, x) 一 (1,x, xz) 是 1 X 及 到 E 中 的 连续 可 
微 了 映射 ; 2° f 与 Dy 在 7X HXP 中 连续 ， 则 对 任意 点 《10, xos 
z0) ETX 右 XP， 存 在 以 如 为 中 心 的 开 球 JCI 与 以 有 为 中 心 
的 开 球 了 TCP， 使 对 每 个 zs€ 了 , 方程 x* 二 ft,x,z) 在 了 中 有 
且 仅 有 一 个 解 :> u(t, sz)， 满 足 u《10, xs) 二 xo， 并且 映 射 (1,z) 
一 xz(ts) 在 J XT 了 中 有 界 而 且 连 续 . 

证 明 非 常 类 似 于 (10.4.5). 设 J 是 以 十 为 中 心 “为 半径 并 含 
于 了 中 的 紧 球 ， 由 《10.4.5.1), 存 在 以 xo 为 事 心 5 为 半径 并 食 于 二 
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中 的 开 球 B, 与 以 xo 为 中 心 的 P 中 的 开 球 了 , 使 上 1,x, zj 万 
M 与 DsFisx;z 首 忌 克 在 J。X BX 中 成 立 . 对 于 <e， 
设 外 是 以 加 为 中 心 7 为 半径 的 闭 球 . 若 天 = 民 , 我们 定义 F, 是 
J X 了 到 召 中 的 有 界 连 续 贾 射 y 的 空间 , 它 是 一 个 Banach 空间 。 
著 天 一 C， 我 们 定义 F, 是 J, x 了 到 E 中 的 映射 ”的 空间 ,其 
中 >》 在 了 ,中 有 界 并 连续 , 旦 使 对 任意 zE T，t 王 y(t,z) 在 上 中 
解析 ;由 《9.12.1), 它 也 是 一 个 Banach 空间 ， 于 是 , 《10.4.5) 的 证 
明 中 剩 下 部 分 不 须 改 变 . 

对 线性 微分 方程 , 有 一 个 较 好 的 结果 ( 仍 用 10.6 中 的 记号 ): 
《10.72) 设 TCK 是 以 加 为 中 心 的 开 球 ; 并 设 4 与 5 在 1XxP 
中 连续 。 且 着 一 C， 使 对 每 个 xEP， i 一 A4(1,z) 与 1 玉 
5b(z，z》 在 I 中 解析 ， 对 于 任意 x EEE, 设 1 一 w(t,x) 是 x 一 
AQ1s sx 十 Bt x) 的 解 ,定义 在 I 中 并 满足 wx(ms z) 一 xo; 则 
# 在 了 XP 中 是 连续 的 . 

设 zoE P， 并 考虑 以 io 为 中 心 + 为 半径 的 任意 紧 球 JC1; 只 
要 证 明 * 在 每 一 点 (+,xo) 连续 就 够 了 ,其 中 :< J。 因 为 -> a(t， 
zo) 在 了 中 连续 , 政 它 在 该 紧 集 上 有 界 , 设 在 J 中 ,laCiszo) 志 MM 
由 (10.4.5.1), 存 在 wo 在 P 中 的 一 邻 域 U, 使 对 EU 与 :e J, 有 
Te zj 和 任 给 6 > 0， 下 面 让 我 们 证 明 存 在 在 P 中 的 
邻 域 VCU, 使 J4(1,2) 一 A(z,zoOl<e 与 上 8(42)—b(t, ss 
对 于 *e 了 与 xzEY 成 立 ， 只 经 注意 , 对 任意 s& J， 存在 s 在 J 
中 的 邻 域 玉 ;与 wo 在 P 中 的 邻 域 VCU ,使 前 面 的 不 等 式 在 WW,X 
V ,中 成 立 ;于 是 用 有 限 个 邻 域 w; 来 覆盖 刀 且 对 于 F， 取 z 的 
交集 。 于 是 可 写 出 

u(t 2) — ult, 20) = ACss#) u(t, 2) — ult, 20)) 

+ CAl1s #2) — Ali, zo0)) -ult 20) + 51, 2) 
— b(t,20)» 
因此 ,对 sé 与 zeEV, 有 
和 les — wt, zo < klals, 2) 
— ws,20) + eM + 1). 
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令 + 一 和 十 站 ,其 中 1 一 1， 0 所 $$ 志 7 并 记 w(8) 一 lla(io 
十 烧 ，z) 一 wlio 十 站 xzo 川 ， 于 是 由 中 值 定理 ， 我 们 有 w(5) 所 


CM + Dr 十 不作 wl5)abs 其 中 9 忆 所 ， 再 利用 (105.13)， 
得 到 w(5) 所 slM + 1)rew 对 0 所 二 委 ， 成 立 ， 换 名 话说, 对 
于 se] 与 zEV, 有 lx 人 ts) 一 ztzol 所 elM 十 1)reoi 因 
e 是 任意 的 ,《10.7.2) 得 证 ( 因 : -> ixo) 在 了 中 连续 )。 
《10.7.3》 除 (10.7.1) 的 假设 之 外 ,再 设 P 是 Banach 空间 6 的 一 开 
子 集 ,， 且 1° 若 kK 一 R, 设 1 在 1 xXP 中 连续 可 微 ,2° 若 
天 一 C， 没 j 在 1 XHHXP 中 二 次 连续 可 微 ( 当 E 与 6 是 有 限 
维 时 ， 这 等 价 于 了 在 1 X 吾 XP 中 解析 (9.10.1)， 并 且 设 CT 
是 以 加 为 中 心 的 开 球 ，T CP 是 以 x 为 中 心 的 开 球 、 使 对 每 个 
ze 了 T， 存 在 x" 一 J,#，2) 的 一 个 解 > xfrys)《〔 由 (10.5.2) 它 
必定 是 唯一 的 为 定义 在 了 中， 满足 wii z) 一 x0， 县 在 了 X 了 中 
连续 且 有 界 (10.7.1). 则 (〈 =) 一 Mo s)》 在 了 X 工 中 连续 可 微 * 
进而 ,对 任意 zET，: 一 Dox(5z) 在 了 中 等 于 线性 敏 分 方程 
(10.7.3.1) UU’— A(:,2)°0 + Blt,#) 

的 解 0(:, 2)， 满足 UCjo, xz) 一 0, 这 里 4C2, z) 一 Dsf(t>u(i， 
2),2), TW 了 (toz) 一 Dif(#w(t, 3s), 2). 

河 题 在 了 X 了 中 是 局 部 的 ， 胃 而 我 们 固定 一 个 点 + 了 和 一 
个 点 x &€ TT 设 了 是 以 加 为 中 心 ? 为 半径 且 包含 * 的 开 球 ,满足 
工 忆 J。 我 们 首先 将 证 明 ，、 存 在 以 = 为 中 心 的 充分 小 球 和 6 > 0， 
使 得 对 s€ 具 与 五 中 的 zz 我 们 有 
(10.7.32》 uCss2) 一 ss < Che — 2a. 

为 此 。 考 虑 一 点 oc€ 五 ， 据 (10.4.5.1)， 存 在 以 x《g，z)》 为 中 心 的 
开 球 5; 和 以 = 为 中 心 的 开 球 TsCT, 使 D# 和 Dj 在 有 XSsx 
了。 有 界 , 设 

Dilss x sO SS ao, TD ms 2s) S bo. 
由 (8.5.2) 和 (8.9.1), 我 们 有 
10.7.3,3) fC #45 3) 一 fls 5x23 sa 让 & oollzs — al + il 一 2 
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对 “6 站 5 中 的 和; 妇 和 了 中 的 xz 成 立 ， 设 是 含 于 了 
中 的 以 为 中 心 的 球 ， 设 Ts 是 To 中 以 x 为 中 心 的 充分 小 的 球 ， 
使 得 对 于 se Fe 和 xz4€ Ts, 有 w(s，%1)€ So。 那么 :由 (10.5.1 得 
到 ， 对 于 s€ V。 与 Ts 中 的 及, z2, 我 们 有 
uCss 2) ~— bss sd < alle — #2l, 

其 中 cs 一 b.《e"' 一 1)/as、 为 得 到 (10.7.3.2), 现在 只 须 用 存 限 个 球 
Tu 禾 访 闭 , 使 Ti 等 于 Ta 的 交 ， 而 < 等 于 数 cw 中 最 大 者 即 可 . 

其 次 证 明 , 对 任意 。 > 0， 存 在 8 > 0， 便 得 对 每 个 wEP， 
满足 = 十 weET,，fwll 志 。 和 任意 s€ 我 们 有 
(C10.7.3.4) 有 Ke # ss 2 + w)s z+ w) —f (ss uls, 2), #)— 
Alss5) » Culssz + w) — uls, 2)) — Bs, 2) oil < ellwill, 
事实 上 ,利用 (8.6.2),《8.9.1)、 Dj 与 Dj 在 1 x 妇 XP 中 的 连续 
姓 以 及 关系 式 (10.7.3.2), 对 任意 "6 元 ， 存在 5 在 元 中 的 邻 玻 琴 
与 数 pkc) > 0， 使 关系 式 〈10.7.3.4) 对 5 三 。 与 人 lwll < oCo) 
成 立 ; 用 有 限 多 个 全 。, 六 六 对 后 ,只 须 取 使 (10.7.3.4) 成 立 的 po) 
中 最 小 的 p， 由 于 ws,zs》 的 定义 ,《10.7.3.4) 也 可 写 为 
{10.7.3.5) liDiulss z+ w) 一 Di 2) — ACs, #): (ulss z+ 
Ww) — ulss2)) 一 Bls,s) wl < slwll, 

另 一 方面 , (10.6.3) 保证 了 在 7X 工 中 满足 记述 条 件 的 U(z， 
?2) 的 存在 性 ( 当 天 一 C 时 , 即 函 数 Df 和 Dj 是 可 微 性 的 假设 ). 
令 
(10.7.3.6) vhss zy w) 一 rs ot w)— nus, 2s) — Us 8) ws 
这 个 函数 有 关于 * 的 导数 且 由 (10.7.3.10) , 它 等 于 

Dvlss zy Ww) Di 人 lioz + w) — Dinls,2) — Als,s) 

"(UCs,2)* w) 一 Be w. 
因此 关系 式 (10.7.3.5) 可 改写 为 
DvCssz 0) ~ ACssz) » vss zw) < ellwll, 

它 对 任意 “< 7 与 满足 x 十 we 了 及 jwl 志 。 的 任意 oz 成 立 。 
换 名 活 说 ，: > "sysyw) 是 线性 微分 方程 
《10.7.3.7) y= AGsz) yy 
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在 员 中 的 具 和 有 带 近 度 ellw|| 的 近似 解 ， 并且 由 定义 我 们 有 vo， 
xz) 一 0， 另 一 方面 ,前 面 给 出 的 7 的 定义 表明 , 如果“ 是 数 oo 
中 最 大 者 , 则 在 及 x 7 中 成 立 14(Cs,z 川 志 4， 故 从 (10.5.1) 得 
出 ( 因 0 是 (10.7.3.7) 的 解 》 
leCss zs wl < eol ls 

这 里 co 一 《e” 一 1)/e， 这 个 不 等 式 对 任意 "与 满足 xz 十 
多 ET 及 wl 所 p 的 任意 必 成 立 . 因 是 桂 章 的， 函数 导数 的 
定义 表明 z# 在 任意 点 (52z)<y7 X T 关于 = 是 可 微 的 , 旦 Dax (i， 
z) = UC,2). 

最 后 ,由 假设 与 (10,7.2) 得 到 , 品 在 JX 了 中 连续 ; 另 一 方面 
由 (10.7,1)，Diw(1,2) 一 fiw(t,z),z) 在 了 7 XT 中 连续 ， 因 此 ， 
由 (8.9.1), x 在 7 X 了 中 连续 可 微 ,(10.7.3) 得 证 。 

(10-7.4) 设 天 一 民 ， 且 设 f 在 上 X 刀 xP 中 是 请 次 连续 可 微 
的 (相应 地 ， 了 是 无 限 次 可 微 的 )、 则 使 用 (10.7.3) 的 记号 ，x 在 
7 了 XT 了 中 次 连续 可 微 (相应 地 ,无 限 次 可 微 》. 

若 p 一 1， 这 就 是 (10.7.3)， 对 用 归纳 法 ,假设 我 们 已 经 对 
他 一 1) 次 连续 可 第 映射 证 明了 所 需 的 结果 。 则 在 (10.7.3.1) 右 
边 , 4 与 B 是 了 XT 中 的 p 一 1 次 连续 可 微 映射 (由 (8.12.10)); 因 
此 ， 由 《10.7.3)( 应 用 于 UCz,z))，Dzw(tyx) 在 了 X 工 中 是 p 一 1 
次 连续 可 微 的 ( 当 了 已 被 容易 地 选 定 )、 另 一 方面 ， 由 归纳 法 假设 
与 (8.12.10)，PDrw(tsz) = fisu(1,z),z) 在 J XT 中 也 是 p 一 1 
次 连续 可 微 的 ;于 是 ,由 (8.9.1),《8.12.9) 与 (8.12.10), Du(z, x) 在 
了 X 了 中 yp 一 1 次 连续 可 答 ; 但 由 (8.12.5), 这 表明 # 在 7] XT 中 
次 连续 可 微 . 当 与 G 是 有 限 维 而 f 是 无 限 次 可 微 时 ,由 (3.17.10) 
得 知 ,在 前 面 的 论证 中 ,可 以 选择 与 # 无 关 的 了 ， 因 f 的 所 有 导数 
是 连续 的 ;因此 * 在 7 了 X 工 中 无 限 次 可 微 。 

注意 .在 (10.7.4) 中 , 可 用 包含 点 的 任 一 开 区 间 代 替 厂 , 而 
用 包含 p 且 满足 JC 的 开 区 间 代 替 人 
(10.7.5) 设 E 与 6 是 有 限 维 Banach 空间 ,了 在 1XHXrP 由 解 
析 .， 使 用 (10.7.3) 的 记号 ; 则 w 在 了 X 了 中 解析 . 
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沙 KK 二 C， 结论 可 直接 从 (10.7.1)，(10.7.3)、(9.10.1) 与 

(9.9.4) 得 出 。 车 天 一 RR， 我们 可 应 用 完全 类 似 于 (10.5.3) 的 论 
证 , 因而 将 它 略 去 . 
《10.7.6) 附注 . 对 前 面 的 定理 有 几 种 改进 与 变形 。 例如 ， 在 
《10.7.3) 中 , 当 KK = 二 民 时 ,为 保证 Du(:,z) 存在 ,并 不 需要 DD 
的 存在 性 : 我 们 只 需要 作为 《*,z) 的 函数 Daf 与 Di 的 连续 性 与 
它们 在 了 XxX 玉 XT 中 的 所 有 点 的 邻 域 上 的 有 界 性 ,以 及 下 述 事实 ， 
对 了 中 任意 连续 函数 ht 一 f(z, 8(),z) 在 了 中 是 正则 的 ， 且 对 
Di 与 Di 也 类 也 


问 题 


中 使 用 10.4 节 的 记号 ; 设 ! 是 天 中 以 可 为 中 心 , “为 半径 的 开 球 ,s 是 
下 中 网 为 中 心 ”为 半径 的 开 球 , C 是 茂 范 空间 ZEITX5) (7.2 节 )。 对 每 
个 M>0， 设 Gu 是 6 中 的 球 WM 设 工 是 6 这 样 的 于 集 , 它 由 1 x 5 
到 五 中 的 一 切 连续 Lipschitz 肌 射 组 成 (10.5.4); 对 每 个 MM>0， 没 yun 足以 
三 为 中 心 、inf(a,r/M》 为 半径 的 开 球 ; 对 每 个 函数 fe ZnGu， 方程 ”一 
H(i， *) 有 了 唯一 解 “一 VC 让、 取 估 于 5 内， 定义 在 Ju 中 且 满 足 wm 
(10.5 节 , 同 题 65))。 

3) 设 (f,) 是 属于 LNG 的 函数 序列 ,并 设 1, 在 7 x 5 中 一 致 收效 于 
函数 1; 试 证 ,在 空间 多 XJx) 中 , 函数 列 mm 二 U(j) 的 每 个 育 点 是 x* 一 
(1,*) 的 解 , 取信 于 5 内, 且 当 上 一 时 等 于 xo。( 用 (10.4.3) 与 (8.7.8))。 
给 出 一 例 , 使 序列 (mm) 在 (yw)》 中 没有 触 点 ，( 参 看 10.5 节 , 问 是 5)。 

b》 再 设 互 是 有 限 维 的 ;利用 4) 的 结果 。 试 给 出 Peano 定理 一 个 新 证 明 
《10.5 节 问 题 4b); 用 Ascoli 定理 (7 .5.7) 上 与 Weierstrass 通 近 定理 (7 .4.1)》. 

2) a) 在 怀 内 多 园 柱 P; ji 一 4 <ay |x 一 ;| <5 中 , 设 8 4 是 P 中 
满足 g(t/， *)<&t, x) 的 两 个 实 值 连 续 函 数 。 并 设 “《 相 应 地 , ") 是 * 一 
2(1*) 《相应 地 ， 一 多 t， *)) 的 解 , 定义 在 区 间 [ws ww + <[ 中 ， 取 值 于 
]* 一 和 十 红 内 ， 并 满足 Ka) 一 x。( 相 应 地 ，z(16) 一 xo); 试 证 对 
加 <1<n 十 6， 有 *()<v(z)。( 考 说 [54 + ef 中 这 样 的 点 :的 上 确 界 : 使 
得 4 <rfe) 对 wn<z<s 成 立 )。 

b》 设 8 在 P 中 是 连续 的 并 是 实 值 的 ， 又 设 * 是 x* 一 g(1, *) 的 相应 于 
《uxo) 的 最 大 解 (10,5 节 ，, 鸣 题 7); 还 设 “ 定义 在 (至 少 是 ) 区 间 [am 二 ec[ 
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中 , 取 值 于 jw 一 boxo + 红 内, 试 证 , 在 每 个 含 于 [om + <[ 的 紧 区 间 [5 
和 1] 中 ，x = or) + 8 的 最 大 解 与 最 小 解 有 定义 ;并 取 值 十 je 一 名 
阅 上 红 中 ,只 要 s>0 足够 小 ， 且 当 s 趋 于 0 时 它们 一 致 收 全 于 < (给 定 
so> 0。 存在 *> 使 所 有 方程 * 一 8(4x) + 35，0 必 5 必 6， 相应 于 (16xo) 
的 最 大 解 与 最 小 解 有 定义 并 对 re [as 4] 取 值 于 je 一 如 吉 + 刀 内 ; 注 
意 ,所 有 这 些 函 数 形成 [5， ] 中 的 等 订 进 续集 ， 应 用 。) 的 结果 ，Aseoli 定 
理 (7 .573(10.4.3) 与 (8.7.8)， 证 明 它们 在 [45 *] 中 一 致 收效 于 x。， 最 
后 ,证 明 具 有 所 述 性 质数 4 的 上 坊 界 必 等 <， 这 可 特别 地 利用 10.5 节 ， 问 
题 7 的 最 后 的 叙述 ) 

人 ) 在 多 国 柱 中, 设 与 4 是 两 个 实 值 连续 图 数 ,在 p 中 满足 a(1,*)< 
4o *)，。 设 [ns + <] 是 这 样 的 区 间 : 在 其 中 * 一 (bo =) 的 解 4 满足 
wo) = mo 并且 * 一 Mo) 的 相应 于 点 (as 加) 的 最 大 解 有 定义 并 取 
值 于 ]% 一 6 mo 十 红 内 试 证 , 对 wt + ce， 有 uk)&v(t)，( 应 用 
2) 与 b))， 

3) 4) 试 证 ,19.5 节 ,问题 6s) 的 结论 当 是 有 限 维 时 仍然 正确 ,并且 对 
公设 应 作 如 下 的 修正 :1° 设 /在 7 x 中 韦 续 ( 当 一 R)， 但 不 必 是 局 部 
Lipschitz 的 ; 2” 9 是 方程 = = sz》 在 Toy e] 中 丰 应 于 点 (0, 0) 的 最 
大 解 (10.5 节 ,问题 7)。 (利用 问题 la) 与 2b)》 的 结果 ， 并 应 用 10.5 池 , 间 是 
4b) 中 的 对 角 线 法 )、 

4b) 此 外 ,再 人 设 存在 实 信函 数 序列 (7,)w>ss 在 [0，«] 中 连续 , 取 值 于 
[0, 中 内 ,并 使 对 s>1， 有 fo) 一 上 5857 (6)) 6， 而 0<s<e， 营 
* 一 RR， 设 辕 在] 中 连续 ;着 六 = C。 设 为 在 了 中 解析 ,取信 于 5 内 。 并 在 
了 申 满足 js) 一 oo 和 <yo(|: 一 41)， 试 证 ， 存 在 / 到 3 中 的 歇 射 序列 
Co) 当天 一 尺 时 ,它们 连续 ; 而 当 天 一 C 时 ， 它 们 解 折 ， 且 对 每 个 
> 6) 一 和 二 Key 8))a8 lo 一 sm: 一 o) 在 
中 戌 立 。 当 玉 = C 时 ， 证 明 库 列 (%) 在 了 中 《在 了 的 十 个 紧 子 集中 一 致 
地 ) 收 全 于 一 Koz) 的 唯一 解 # (利用 (9.13.2) 与 (10.4.5) 的 证 明 ,) 上 
面 最 后 的 陈述 , 当 = R 而 且 不 设 / 是 局 部 Lipsehitz 的 ， 是 否 仍 热 上 确 ? 
(参看 10.5 节 ,问题 习 . 

4) a) 设 7 一 [au n + 人 [RR 并 设 w>0。 是 风 信 违 疆 郴 数 ， 定 义 在 
1 x 尽 中 ， 设 5 总 E 中 以 加 为 中 心 的 开 球 ， 而 1 是 7 x s 到 中 的 连 绪 映 


337 


射 ; 使 对 teE1，5E5,， E65， 有 
en) — Hs ola lls, — 4). 
再 设 w,v 是 * 一 4x) 的 两 个 解 ,定义 在 7 中 , 取 值 于 5 内 ,并 满足 C4) 
一 4) 二 各; 还 设 w 是 == (ts z) 的 相应 于 (pl 一 汪 埠 的 
最 大 解 (10.5 节 , 间 题 7) ;而 且 v 定 义 在 7 中 ; 试 证 ,在 ?中 有 |x(7) 一 DN< 
we(99.。《( 对 于 小 的 *> 0， 考 起 = 一 (oz + 8 的 相应 于 (io, | 一 所 从 
的 最大 解 w(:,8)， 定 义 在 【nsm 十 4] 中 ， 而 千 4<e 且 足够 小 时 (向 题 
2); 并 证 明 对 于 ms<esn + 4， 有 (1) 一 ow(t,8)， 用 反 证 法 ,考虑 
这 样 的 点 + 的 下 确 界 :上 (人 > w(1,5)， 共 中 32) = 9 一 v1)， 并 注 
意 对 >t 有 
CON = be hy 一 Ka 有 全 一 人 

b) 设 了 一 ]4 一 <， 6]， 并 设 当 用 代替 工时, 4) 的 假设 成 立 。 再 设 
ww 是 一 w(5z)》 的 相应 于 〈6s|lr, 一 夫 的 最 小 解 ， 定 义 在 了 中 ; 试 证 ， 
在 了 中 ，j(9) 一 wz(2) 上 >w(:) (同样 的 方法 )、 

5) a) 设 了 是 尽 中 的 开 区 间 ]0, af,w 是 1X[0，+ oo[ 中 的 连 绽 函 数 、 
使 o(o 术 >0，a(p 0) 一 0 对 * &€ 7 成 立 ; 可 以 利用 条 件 w(1， 一 #) 一 
wo(pz)， 对 z<0， 把 w 延 抒 到 L x 息 中 。 我 们 还 假设 , 车” 是 #* 一 (1， 
z) 的 解 , 定 义 在 开 区 间 ]0,s[ c 7 中 ,并 使 w 借 助 于 取 w(0) = 0 可 连续 地 
延 拓 到 半 开 区 间 [0, a[ 中 , 且 再 加 上 w(p)》 有 定义 且 等 于 0; 因而 w( 纺 一 0 
在 ]0,a[ 中 必须 恒 成 立 。 最 后 再 设 5 是 实 Banach 空间 下 中 以 mm 为 中 心 的 
开 球 , f 是 [0,e[ xs 到 严 中 的 连续 映射 ,使 对 0<:<e 与 5 中 的 wm，xa。 有 
WC) 一 光 oxa) 有 <e(se 一 用， 试 证 ,在 区 闻 [0x] 中 。“<e，* 一 
1(1,x》 至 多 有 一 个 解 w 满足 (0》 = *。，( 用 反 证 法 :若是 满足 x(0) = 
三 的 第 二 个 解 , 使 le(2) 一 x 中 | 在 ]9,«] 中 极 小 化 ,再 利用 问题 4b))。 

b) 设 8(:) 是 定义 于 ]0,a[ 的 有 加 ,连续 函数 。 且 9(9) 演 0. 试 证 ; 若 积 


分 上 2 人 2 是 收 介 的 出) 的 结果 可 应 用 于 eli) = 上 十 x; 着 反 


之 ,下 人 洲 二 = ++， 则 给 出 [0, of x 中 一 个 实 值 连 疆 了 数 /的 例子 


使 ia 一 区) < 二 2 jx 一 1， 月 方 程 一) 在 [bof 


中 有 无 穷 多 个 解 , 它 们 在 : 一 0 时 等 于 0.( 设 p00) (259); 
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定义 Hx*): 当 |z| 才 8g(1) 时 等 于 《1 + 9))x/r， 而 当 |z 关 2(9 时 与 
< 无关.) 

6) 设 了 是 丸 中 的 开 区 间 * 己 是 只 上 的 Banach 空间 E 中 的 开 子 集 .。 并 
设 癌 是 5 中 的 一 点 - 

a) 设 1 在 1 x 如 中 韦 续 ， 并 存在 ~ 数 *,，0<<1， 对 任意 的 t 半 1 与 
所 中 任意 的 x, x:， 有 


N50) -ozxalc 下 


于 一 各 | 
试 证 ,< 一共 1,*) 至 多 存在 一 个 解 ,在 “= nm 取 给 定 的 值 zo€ 好、 并 且 定 
义 在 4 的 一 邻 域 中 (问题 ss))、 但 车 再 设 *,* 是 * 一 1。*) 的 分 别 具 有 
远近 度 8,， es 的 两 个 近似 解 ， 在 含 于 7 中 以 4 为 中 心 的 开 球 7 内。 还 满足 
Wn) 一 oo) 一 ;， 则 对 任 47 有 
Bl 


te | 
1— “ 


le 一 “| 


eco 一 “oO < 


《用 与 (10.5.1) 中 相同 的 方法 )。 

5b) 设 了 一] 一 1 1f， 如 一 互 = R， 并 设 5 是 所 有 这 样 实 值 沙 数 1 的 
集 : 它们 在 7 x 如 中 连续 ,并 使 对 了 中 的 <0, 有 | 区 5 < 一 ,xO)[ 和 < 
[一 [1 则 x" = 一世 5x) 至 多 存在 一 个 解 ; 在 上 一 0 取 给 定 的 值 ,并 且 
定义 在 0 的 一 邻 域 中 (问题 sa))。 再 证 明 ， 不 存在 这 样 的 函数 p(t, 8)0: 
对 任意 方程 * 一 f(t,*)、1€ 3， 以 及 它 的 任意 一 对 具有 逼近 户 。 的 近似 解 
fa v)， 对 每 个 7 成立 关系 式 jx(2) 一 rp([rl,s)， 其 中 与 v 
定义 在 中 并 满足 a(0) = wv(0)。 (对 任意 a€ 10，1[， 设 f 连续 ， 且 当 
/a 一 有，0&i<e 时 ; 它 等 于 x/i; 当 缮 “yz 任意 时 , 也 等 于 x/4; 当 
!t 产 0， x 取 其 他 值 时 , f(t,x) 与 无关; 而且 对 :<0, 定 义 ft,x#) 二 f( 一 t,x) 
取 w 二 0; 并 设 当 | 中 和 时 ，v(1) = st, 而 对 其 他 :+ 值 , 取 v 为 x* = f(t， 
*) + 8 的 解 .) 

7) 使 用 10.4 节 的 那些 符号 ， 设 是 有 限 维 的 , f 在 7 x 五 中 连续 ; 设 
(10 To) 是 工 X 瑟 中 的 点 ， 了 是 含 于 ! 中 并 以 加 为 中 心 的 开 球 ,5 是 以 x。 为 
中 心 的 开 球 ,满足 $C， 设 1 在 了 X 3 中 有 界 并 满足 下 面 的 条 件 ; 

1° zx" 一 f1, *) 至 多 存在 一 个 解 ， 定 义 在 含 于 了 并 包含 丘 点 的 开 区 条 
中 , 当 + = 时 取 值 *o。 

2° 存在 7 到 5 中 的 连续 映射 序列 (ww)x>o， 对 “1 与 1:€J, 有 (人) 


+ 了 Koao tr) )en 
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3” 对 每 个 1€]， 当 s+00 时 ，wti 人 (0 一 mm( 收 俩 于 0 

试 证 ; 在 每 个 包含 i 的 紧 区 间 了 CJ 中 , 序列 《加 》 一 致 收 伊 于 * 一 
1(1,*) 的 解 、 而 它 在 + = 4 时 等 于 xm。 (注意 ,序列 (mm) 等 度 连 续 ; 用 
Ascoli 定理 (7 ,5.7) 以 及 (3.16.4) 与 (8.7.8).) 

8) 设 志 是 有 限 维 的 ,@ 与 了 满足 问题 5a) 的 条 件 ， 此 外 再 设 ， 对 于 每 个 
46 ]0,a[， 函 数 =~o(rz) 在 [0,+cof 中 递增 。 则 * 一 藉 5 z) 至 多 存 
在 一 个 解 ,定义 在 区 间 [0,a[ c[0,a[ 中 , 当 : = 0 时 取 值 x。 (问题 3))。 若 
月 附 帮 假设 在 开 区 间 了 = [0, <[c[o, of 中 ,存在 7 到 5 中 的 连续 映射 序 
列 (so)rwos 使 对 1 与 "EJ 有 

wo) = + fsstm Car. 

#) 对 每 个 EJ 设 ww 一 pi 一 后 (OD 上 1) 一 wpyeea() 与 
(9 = im(9)。 试 让 函数 xm 与 w 在 了 中 连续 ，( 忆 7.5 忆 问 题 11). 

b) 设 2 一 占 是 了 中 的 两 个 点 〈#>0) 试 证 ,对 每 个 5>0， 存 在 wy 
使 当 *>N 时 有 

6 — we — Dl oo + ar 

(于 中信 定理 (8.5.1) ,以 及 (7.5.5)). 

5) 从 bp) 推出, 对 *N， 有 

| za 一 zt 一 有 | |, (rom(s) + OAs. 

(依次 着 让 书 () 二 mn: 一 全 与 aa(9 沁 aa: 一 抱 的 情形 )。 因 此 ，1w() 一 
wi A)| < fs a(s ws) ds 《由 (8.7.8)). 


4) 推出 : 在 了 中 ，w(!:) 二 0 《加 问题 4b) 与 问题 53) 同样 地 论证 ), 并 
利用 问题 7， 证 明 序列 (4w) 在 上 中 一 致 收敛 于 * = 1(:,*) 的 解 ， 而 它 当 
# 一 0 时 取 值 xo. 

9) 使 用 10.4 节 中 那些 记号 , 设 E 是 有 限 维 的 , f 在 7 x 万 中 连续 并 有 
界 . 再 设 x' 一 1+,*) 至 多 存在 一 个 解 ， 定 义 在 任 一 包含 的 开 区 间 JcI 
中 , 且 当 += 4 时 等 于 x。€ 轨 ,此 外 再 假设 ,对 任意 整数 *>0， 存在 x 一 
t,x*) 的 具有 还 近 度 1/a 的 近似 解 ， 定 义 在 1 中 并 取信 于 五 内 , 且 满 足 
ta(a) 一 zo。 试 证 ,在 任 一 含 于 7 的 紧 区 间 内 ， 序 列 《一致 收 证 于 x 一 
f(s, *) 的 解 v。 它 取 值 于 五 内 并 洪 足 x(%) = x。( 用 问题 7 相同 的 论证 )。 
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3. 解 对 初始 条 件 的 依赖 性 


{10.8.1) 若 天 一 尺 ， 设 了 在 工 x 召 中 是 局 部 Lipschitz 的 
(10.5.4), 落 玉 一 C, 设 f 在 ZX 互 中 连续 可 微 ， 则 对 任意 点 〈“， 
5)E1X 日, 有 : 

a) 存在 以 。 为 中 心 的 开 球 JCI 与 以 5 为 中 心 的 开 球 
VCH, 使 对 每 个 点 (10, x0) 《了 XV,(10.4.1) 存 在 定义 于 了 中 , 取 
值 于 如 内 唯一 的 解 上 一 x(z, zy xzo)， 并 满足 #10s10320) 一 和。 

b) 映射 《ty10;x0) 一 u(t5t0,x0) 在 J X J XT 中 一 到 连续. 

c) 存在 以 5 为 中 心 的 开 球 历 CPV， 对 任意 点 #50,x0) EX 
了 x 多 ， 方 程 各 一 xitx)》 在 了 中 有 唯一 解 “一 xb tosx60)。 

a) 由 假设 ,存在 以 a 为 中 心 的 球 JoCI 与 以 为 中 心 ”为 半 
径 的 球 BoCH, 使 在 Xx Bo 中， 上 Gs x 半 <M， 上 且 对 ze 
与 Bo 中 的 x4，xv， 有 fi) 一 1s 21 lz 一 xl。 由 
《10.4.5)， 存 在 以 为 中 心 的 开 球 刀 Ch 与 《10.4.1) 的 唯一 解 5， 
它 定义 在 中 取 值 于 五 内 并 满足 vCa) 一 5。 我 们 将 看 到 ,以 
为 中 心 +/2 为 半径 的 开 球 了 与 以 “ 为 中 心 ? 为 半径 的 开 球 J， 满 
足 我 们 的 要 求 。 只 要 ? 足够 小 ， 应 用 (10.5.6) 于 一 8 一 0 的 情 
形 ;这 就 证 明了 (10.4.1) 存 在 唯一 的 解 ,定义 在 了 中 , 取 值 于 Bo 内， 
且 在 ze 了 处 等 于 wo€ 六 ， 如 巢 我 们 对 每 个 :te J， 有 
(10.8.1.1》 ve) 一 2 十 eCo) 一 xolle*o! < 必 y 的 话 。 但 由 中 
值 定理 ,对 每 个 ie 7， 我 们 有 

lr — MI — el Mops 
因为 由 假设 ilxo 一 名 专 r/2， 如 果 P 满足 


(10.8.1.2) Mp 十 (Mo 十 二 je rs 


则 不 等 式 (10.8.1.1) 将 满足 ,而 对 ? > 0 的 足够 小 的 值 ，(10.8.1.2) 
一 定 能 满足 ,因为 当 。 趋 于 0 时 ,《10;8.1.2) 左 边 趋 于 +/2. 
b》 由 中 和 全 定理 ,对 了 中 的 by, ts 所 与 六 中 的 mm; 我 们 有 
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10.8.1.3) lz 人 nymosxro)》 一 xpaytay xo) SM lt — al. 
由 (10.5.1), 对 了 中 竟 4, 与 V 中 的 za 有 
《10.8.1.4) alistosx) 一 wpzszal SS ct 各 一 二 
最 后 , 当 加 二 时 ,由 定义 《10.8.1.3) 成 为 
lalastasx0) — zo SM lao |» 
且 因 让 -> zw(t, xz0) 是 (10.4.1) 在 7 中 的 唯一 解 ， 在 4 点 等 
《ht2,x0)， 由 (10.5.1) 我 们 有 
(10,8.1.5) Naltsts ro) — usst2x0)) SS Me?)t — nl 
对 了 中 的 ay 所 与 my 成立, 三 个 不 等 式 (10.8.1.3),(10.8.1.4》 
与 (10.8.1.5) 证 明了 # 在 y x 7/ X7 中 是 一 致 连续 的 . 

c) 由 (10.8.1.3), 在 7X J X 了 中 我 们 有 jwe(eoasxo)y 一 zol 所 
Mli 一 | 所 2Mp。， 设 ?满足 (10.8.12) 与 附加 的 不 等 式 2Mp<< 
+/4; 珊 若 丈 是 以 上 为 中 心 >/4 为 半径 的 开 球 ， 对 J 中 的 t,w 与 
x06 腰 ， 有 s(t, to x0) EV。 设 对 4, 加, 加 这 样 的 值 ，* 一 w(t， 
0x0); 则 5 一 wls,t,x》 定 义 在 J 中 并 且 是 (10.4.1) 的 唯一 解 , 取 
什 于 如 内 并 在 * 点 取 初 值 x; 但 因 :> us,10,x*0) 具有 这 些 性 质 、 
因此 对 s€J]， 有 wCs, tx*) 一 wu(3,t0s x0); 符 别 地 sx@ 一 a(t0， 
xo) 一 tlt0stsx》。 现在 设 ?《 了 使 ult052;9) 二 x0; 则 了 一 Ms， 
fy) 是 (10.4.1) 的 解 , 定 义 在 了 中 , 当 s 一 如 了 时 取 值 xo: 因此 ,对 任 
窟 5€ 7 了，w《s,139) 一 (st0,x0)， 特 别 地 , 当 5 一 + 了 时， y 一 u(t， 
zszo) 一 *。 证 毕 。 

《10.8.2) 使 用 (10.8.1) 的 记号 , 设 1 在 7 Xx 五 中 是 次 连续 可 微 的 
《相应 地 ,、E 是 有 限 维 的 、 而 是 无 限 次 可 微 的 ; 互 是 有 限 维 的 而 
了 是 解析 的 )， 则 取 这 样 的 了 与 7 ,使 函数 (7 bo xo)>u(#，to, xo) 
在 JX 7 了 XV 中 是 ?次 连续 可 微 的 (相应 地 ,无 限 次 可 敏 的 ;解析 
的 ) 是 可 能 的 . 

事实 上 , 若 我 们 记 ”sfoxo) 一 Ki 十 ffosxo) 一 如， 则 > 
p(s,10,x0) 是 方程 


td 


2 二 fi 十 syx0 十 2) 
的 解 ,在 点 ;一 0 取 0 值 ;于 是 结果 由 (10.7.4) 与 (10.7.5) 得 出 . 
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对 线性 微分 方程 ,有 更 精确 的 结果 ,方程 
(10.8.3) 和 LoD -x 
称 为 相应 于 《10.6.27) 的 齐 次 线性 微分 方程 ;10.6.2) 在 工 中 的 任意 
两 个 解 的 差 虱 是 (10.8.3) 在 了 中 的 解 ， 而 (10.8.3) 在 了 中 的 解构 成 
I 到 EE 中 所 有 连续 映射 空间 (1》 的 向 量子 宏 间 多 ， 
(10.8.4) 对 每 个 (5,x0)， 设 2 一 w(1,5,x0) 是 (10.8.3) 定义 在 工 
中 并 满足 ws,s,x0) 一 x 的 唯一 解 . 

1° 对 每 个 tz€E 1， 了 贞 射 一 wx(torsxo) 是 互 到 自身 上 的 线性 
局 是 Cl,2) € (EE). 

2” 了 到 Banach 空间 双 (E) 中 的 映射 + 一 C1,s) 等 于 线 
性 齐 次 微分 方程 
(10.8.4.1) Uo ACoU 
的 解 , 当 + 一 时 , 它 等 于 1s《E 的 恒 问 映射 )， 

3” 对 了 中 任意 三 个 点 r,s, t, 有 
{10.8.4.2) C7) = Clrss)oCls,t) Cf) = (CGO, 

很 清楚 ，a(t，s, x4) 十 #(1，s， x2)《 相 应 地 ，2ulz，s, xo)) 是 
(10.8.3) 的 解 ， 当 + 一 :时 它 等 于 x 十 ww 《相应 地 ，24xo); 因此 
由 (10.6.4), 它 在 了 中 等 于 w(#, ss x 十 x4)( 相 应 地 , (2, 5 4r0))， 
这 就 证 明了 映射 zo 一 #Cts,x0)》 是 线性 的 ; 记 它 为 CC1,s) (我 们 
还 设 有 证 明 这 个 映射 在 E 中 是 连续 的 )。 

于 是 ， 人 (8) Xx 儿 (E) 到 经 (BE) 中 的 双 线 性 映射 (X,Y)-> 
XoY 是 连续 可 微 的 (8.1.4)$ 用 R(z) 记 双 (E) 到 自身 中 的 连续 
线 狂 映射 巴 一 4(Do1， 从 (5.7.5) 立 即 得 出 
RO 一 RD ~ 4G, 

此 , 当 K = 尼 时 ,车 :> ACz) 是 正则 的 , 则 +-> RG) 也 是 正则 
的 . 另 一 方面 , 若 :一 40 可 微 , 则 -> RG) 亦 然 ,并 且 它 在 点 
+ 的 导数 (等 同 于 5 (E) 中 的 一 元 素 (8.4)) 是 映射 > 4 人 (2)oU 
((8.1.3) 与 (8.2.1)); 因 此 车 1 一 4'(z) 连续 , 则 :一 RD 亦 然 ， 
于 是 可 得 出 ， 若 玉 一 C, 且 :一 4(D 在 7 中 解析 ，、 则 二 
R(z) 亦 然 (9.10.1)。 在 任何 情形 下 ， 我 们 都 可 应 用 (10.6.4) 于 方 
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程 (10.8.4.1); 设 Vz) 是 该 方程 当 + 一 :时 等 于 1: 的 解 。 对 任 
意 :6 1 我们 有 ((8.1.3) 与 (8.2.1)) 

D(VOD x0) 一 了 (Di 一 400 (PCD xo), 
进而 ,对 1 一 s， 有 VG) ,一 Js 0 一 各 因此 把 (10.6.4) 应 
用 于 (10.8.3) 得 到 : ”对 任意 we E，C(#,5) :xo 一 VO) xz， 因 
此 对 te I， 有 C(t,s) 一 VO)， 这 就 证 明了 Cliys)€ (8), 且 
1 Clz3s) 是 (10.8.4.1) 的 解 , 当 + 一， 时 它 等 于 有 

最 后 ,函数 :一 C(t,r) xo 是 (10.8.3) 的 解 ， 当 三 一 时, 它 
等 于 C(s，r) - xo; 因此 ,由 定义 ,对 任意 xoE E， 有 

Cs) xi 一 Co) * (Cssr) : #0) 

= (C5) CC)) xo, 
这 就 证 明了 (10.8.4.2) 的 第 一 个 关系 式 ; 因 C(*， t) 一 1s， 该 关系 
式 给 出 了 CC1,s)eC (ss) = Te。 这 表明 C(s,) 是 的 双 线 性 映 
射 ， 它 的 逆 贞 射 是 CC1,s)《 因 此 也 属于 经 (CE))， 因 此 (10.8.4) 
得 证 ， 

算 子 C(z,s) 称 为 (10.8.3)C 或 (10.6.2)) 在 了 中 的 预 解 式 . 
《10.8.5) TX 了 I 到 S20《E) 的 映射 (;,1) 一 C(s,t) 是 连续 的 。 
事实 上 ,我 们 可 以 写 出 CG 一 C50)o( C10))7!', 于 是 
结论 就 可 从 (10.8.4), 《5.7.5) 与 (8.3.2) 得 出 . 

Co 9 的 知识 可 以 给 出 (10.6.2) 的 在 1 二 取 值 4 的 明显 解 : 
《10.8.6) 函数 


sD) = C0) s+ {CCC1s0) Ba 


是 (10.6.2) 在 了 中 的 解 , 当 1 = w 时 , 它 等 于 xo《 若 天 一 人 ,积分 
则 沿 着 6 为 始点 + 为 终点 的 线段 计算 ). 
事实 上 , 由 (10.8.4.2), 并 用 (8.7.6), 可 写 岂 


了 (GOD Bas = co (| co) ser) 
因此 我 们 有 uC) 一 CC 人 ， >(9， 这 里 
sb) = so + CCC ©) » bes, 
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于 是 《C8.1.4) 与 (8.2.1)) 有 
uC) 一 Co si 十 CC CD。 
但 由 《10.8.4.1)，C Ga 10) 一 A CL, iw)， 男 一 方面 , 由 定义 
2(D 一 CCD， EC， 因此 ， 
wt) = ACE) + ur) 十 5D， 
再 因为 x(z) 二 xo， 证 毕 . 

当 EB 二 Kk" 时 , 方程 (10.62) 可 写成 标量 线性 微分 方程 组 
《10.6.5)， 预 解 式 Cls,t) 是 2 X 4 阶 可 北方 阵 (cals, 四 )， 它 的 
元 素 在 I Xx 工 中 连续 , 且 一 ci(1,s) 是 这 样 的 函数 , 当 KK 一 民 
时 , 它 在 中 是 一 正则 函数 的 原 函数 ,而 当 玉 一 C 时 ， 它 在 工 中 


问 


1) a) 在 线性 微分 方程 (10.5.2) 中 , 设 4 与 5 在 单 连 道 开 子 集 召 CC 内 
是 解析 函数 ， 试 证 , 对 任意 mE 皇 与 任意 xo6 E。(10.6.2) 存在 叭 一 的 解 
4， 定 义 在 互 中 并 满足 x(%) = sa。( 用 (9.6.3) 中 同类 型 的 论证 : 〈10-6.3) 
可 使 我 们 沿 着 万 内 一 折线 (5.1 节 , 问 题 4) 去 定义 (10.6.2) 的 解 ,并 引用 带 有 
局 部 唯一 性 的 《9.5.3) 的 论证 即 得 出 结果 )- 

b) 试 证 a) 的 结果 对 标量 微分 方程 > = 一 六 是 不 正确 的 : 给 出 任 一 
单 连 通 开 集 豆 CC， 并 给 任意 如 6E 瑟 ， 存 在 一 个 rc 5， 且 ms 拓 0， 而 使 该 
方程 没有 定义 在 态 中 并 满足 上 一 % 时 取 值 % 的 解 . 

2) 假设 7 是 包含 0 的 尺 的 一 紧 区 闻 , 右 是 E 中 由 0 为 中 心 的 球 , f 在 1 x 
HH 中 是 Lipschitz 的 ,我 们 用 记 Banach 空间 Zab 用 FE 记 ? 到 中 的 
和 连续 可 微 映 射 的 Banach 空间 , 范 数 为 


1 = sup [sDF + sup |# (Ca). 
ls = sup [sOF + sop CO 


设 g 为 FxI 到 F, 的 这 样 定义 的 鼎 射 ; 凤 对 任意 1€1， 
gi{n, §)(1) = # (1) — f(s, #(#)), 

a) 证 明 ，。F,xT 到 ExF。 中 的 映射 8; 《4,8#) 一 Xs(0)， 81(#, 吉 )) 在 点 
(0,0) 对 于 第 一 个 变量 是 强 可 微 的 (8.9 节 , 问 题 7) 并 且 (9,0) = (8,0)， 
还 有 Dig(0,0) 是 瑟 在 了 x 上 的 线性 同 耳 。 

b) 由 3) 与 10.2 节 问 题 11 推出 , 存在 区 间 ] 一 *ye[c! 和 互 中 0 的 令 
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域 7, 使 得 对 任意 mm6 7， 方 程 * = f(z z) 存在 一 个 解 :wl:，*o)， 定 义 
在 ] 一 “sef 中 。 且 注 电 0x》 一 ww? 另外 ，# 在 V 中 对 于 吉 是 Lipschitz 
的 。 


9. Frobenius 定理 


设 ,FF 是 K 上 的 两 个 Banach 空间 , 4 与 B 分 别 是 E 与 F 的 
开 子 集 ，U 是 4 XB 到 Banach 空间 乡 (E;F)《5.7) 中 的 映射 。《 
到 训 中 的 可 微 映 射 # 称 为 全 微分 方程 
(10.9.1) y= U(x,y) 

的 解 ,如 果 对 任意 *e 4， 我 们 有 
《10.9.2》 wx) 一 ECrsaCey) 

当 一 KK 时 ，s(E; F) 与 F 是 恒 同 的 (5.7.6)， 因 而 全 微分 
方程 成 为 常 微分 方程 (10.4.1)。 当 E 一 K” 是 有 限 维 时 ， 互 到 忆 
中 的 线性 映射 口 被 它 在 的 # 个 基 向 量 中 每 个 上 的 值 所 确定 ， 且 
由 定义 ,C10.9.2) 等 价 于 = 个 " 偏 微分 方程 "的 方程 组 : 

(10.9.3) Dy = fy) (SIEn). 

一 般 说 来 , 当 * > 1 时 ,即使 右边 的 fi 是 连续 可 微 函数 ,这样 
的 方程 组 也 将 无 解 。， 我 们 说 方程 (10.9.1) 在 4 x 8 中 是 完全 可 积 
的 , 若 对 每 个 点 (xo, ye) & 4X 召 ,存在 xo 在 4 中 的 一 开 令 域 ， 使 
《10.9,1) 有 唯一 解 ,定义 在 8 中 , 取 什 于 BB 内 ,并 满 x(xo) 二 yo。 

下 面 我 们 将 假设 忌 在 4X 吾 中 连续 可 微 ; 对 每 个 (*,y)< 4X 
B8，DiUCx,y)《 相 应 地 ，DaU(x,y)) 是 红 (B3S2(E3F)) 中 的 
元 (相应 地 ，s(F; 作 (E,F)) 中 的 元 )、 它 可 等 同 于 EXE 
到 五 中 的 连续 双 线性 映射 (ay 9) 一 (PiD(r,y) 4) 5 记 为 
(552) > DU(x,y) "(54s52)《 相 应 地 , 等 同 于 六 X 互 到 了 中 的 连 
绪 双 线性 映射 (+, 9 ~> (DiD0(x,y) 让，s, 记 为 (1,5) 一 DU(x， 
办 (4,9)) 《5.7.8); 进而 ， 由 (8.2.1) 与 (8.1.3)，E 到 中 的 线性 
映射 一 《DDCx，y) "和" 2， 对 每 个 4€ EE 而 言 ; 是 E 到 F 中 
的 竖 射 * 一 UCx,y) * 5 在 点 (*， 攻 的 导数 ;类 似 地 , F 到 下 中 的 
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线性 映射 :一 (DiU《z，y) ' 直 *s， 对 每 个 + 《 而 言 ,是 到 

的 映射 y 一 U(x; 在 点 《x;》) 的 导数 ， 

《10.9.4》 《Frobenius 定理 ) 车 玉 一 尺 , 设 UU 在 4 XB 中 是 连 绪 

可 微 的 ; 车 天 一 C， 设 它 是 二 次 连续 可 微 的 。 为 了 《10.9.1) 在 

A X 8 中 是 完全 可 积 的 ,其 充 要 条 件 为 对 每 个 x,7)E 4 X 8B, 关 

系 式 

(10.9.4.1) DiD(zy》 C52) + DUCxsy) : (Ursy) nop7 
一 DiD(z: G5) + DU (zy) CU sy) * 5, 5) 

对 任 一 对 (5, 2) 《EE XE 成 立 。 

a) 必要 性 设 * 是 (10.9.1) 的 解 ， 在 以 “% 为 中 心 的 开 球 
3 CC 4 中 ,并 满足 u(xo) 一 yo 则 从 (10.9.2) 与 假设 条 件 可 知 Cx) 
在 5 中 可 微 ;此 外 ,对 任意 m6 由 (8.12.1) 知 映射 x 一 w(x) “名 
在 点 aa 的 导数 是 4 一 w(xo) ， (as oa， 但 由 (10.9.2)， 该 导数 也 
是 (利用 《8.2,1), (8.1.3) 与 (8.9.1)) 

sDUCx0p0) * 4) s+ (DU (ro, yo) 
"ux0) 10) sa. 
再 利用 关系 式 (10.9.2)、 并 把 x 在 点 xo 的 第 二 个 导数 表示 为 对 称 
的 双 线 性 映射 (8.12.2), 我 们 便 在 点 (xo yo) 得 到 C10.9.4.1)， 但 由 
假设 ,该 点 可 在 4 X 8 中 任意 地 取 , 因 此 结果 得 证 、 

b》 充 分 狂 . 设 SC4 是 以 xo 为 中 心 & 为 半径 的 开 球 ， To B 
是 以 yo 为 中 心 8 为 半径 的 开 球 ,使 口 在 56。X To 中 有 界 , 令 U(x， 
人 二 术 、 对 每 个 向 最 ze 已 ， 我 们 考虑 ( 常 ) 微分 方程 (这 黑 
SE K) 

(10.9.4.2) w’ = U(xo 十 So) "2 = f(8,w,2), 

并 注意 , 若 x 在 z 的 邻 域 lx 一 zoll 二。 中 满足 (10.9.2), 则 8 一 
zzo 二 $2), lizl < p。 是 (10.9.4.2) 的 解 ,定义 在 天 中 的 球 后 | 一 1 
内 , 且 当 专 一 0 时 取 值 y，(w 的 唯一 性 由 (10.5.2) 已 经 证 明 )， 于 
是 ,(10.9.4.2) 的 右边 当 | 二 2, jz 一 中 < 8 与 jl </2 时 
是 连续 可 微 的 , 并 且 对 这 样 的 5,w, x 我们 有 (5; wz) 拟 
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Mizl， 应 用 (10.5.6) 于 了 与 g 一 0， 可 以 得 到 : 对 满足 zl 二 
8/2M 的 任意 xs《 EE,， 《10.9.4.2)》 有 唯一 解 ~> v(8,z)， 定 义 在 
1$! < 2 中 , 取 值 于 右 内 ,并 满足 "(0，z) 一 各。 我 们 将 证 明 ,函数 
# (x) 一 区 lx 一 z) 是 (10.9.1) 在 球 jz 一 all<p8/2M 中 的 
解 。 


现在 ,对 sh 过 8/2M 与 入 | < 2， 由 (10.7.3) 可 知 ,? 是 连 
续 可 微 的 ,并 且 , 对 |81 < 2， 上 一 Dv 《5,z) 是 由 性 微分 方程 
{10.9.4.3) V’ = D8, v8 #2)s 2)oV + DE, v8, 2), 7) 
的 解 , 当 二 一 0 时 取 值 为 0 .对 任意 se， 记 g(5) 一 Dzv($,3) 
5 由 (10.9.4.3) ,我 们 有 8'($) 一 Daf(8, ov(8, 8), 2#)- EC) + 
Daf(#,2(5,2),z)， 0， 并 由 上 了 的 定义 ,还 可 写 为 
8(§) = A(E) + (8(8), 2) 十 BCE) sr + ECS) (5 2), 
其 中 4A4(5) 一 DyU(xo 二 82,0(5, 2)), B(E) 一 U(xo + 8, v(§, 
#))，C(5) 一 DiU(xo 十 85，v($， 2))， 我 们 要 证 明 , g(8) 一 
5U(xe 二 szyz(5yz))》 -5%， 因 此 我 们 考虑 差 
BS) = gS) — SUCxo + S30(8, 2)) a 
= g(£) — §B(E) ss, 
利用 关系 式 Div(5,z) 一 U(xo 十 5z,v(5,2)) -2 一 BCz)* ,有 
HE) = ACE) - (8(E),2) 十 BCE) 十 上 CC) C512) 
一 BCGE) a— §C(E) (25) ~ $A(8) 
“(BCE) 2,5). 
但 特别 地 ,关系 式 (10.9.4.1) 给 出 
CE) 《so + ACEY (BC za) 一 CC Cn, z) 
+ ACE) (BGS 552). 


因此 
HE) — ACE) : (gl&) — $B(E): 5,2) 
— ACE) (h(E),2). 
且 让 0) = 0s 但 线性 微分 方程 "一 4(8) (rz) 当 上 一 0 时 
取 0 值 的 唯一 解 是 r(5) 一 0 (10.6.3)， 因 此 对 151<2， 有 
AS) 一 0， 这 就 证 明了 关系 式 
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Dv(s,3) nn U(xo + 52 二 3))》 人 

对 仔 意 ae 五 成 立即 Daz(5ss) 一 5D(m 十 Sesz(Sz))、 这 对 
1 <2 与 lz < 8/2M 成 立 ;特别 地 ,对 5 一 1, 且 令 x 一 x 
士 z， 我 们 得 到 ,对 lx 一 zof 之 8/2M, 有 w(x) 一 U(x, w(x))， 
《10.9.5) 车 一 民 , 设 U 在 4 X8 中 过 续 可 微 ; 车 六 一 C， 设 
它 二 次 过 续 可 敏 ， 并 满足 Frobenius 条 件 (10.9.4.1)。 则 对 每 个 点 
(a, 5b)& 4 X 8B， 存在 以 4 为 中 心 的 开 球 $ 己 4 与 以 5 为 中 心 的 
开 域 T 忆 8B， 具有 下 列 性 质 : 1? 对 任意 点 《xy yn) 《5 X 了 ， 
(10.9.1) 有 唯一 解 + 一 u(x,xo,yo)、 定 义 在 5 中 并 满足 以 ze xn， 
J0) 一 yo; 2” wu 在 5 xX 5 X 了 中 过 续 可 答 ， 若 再 设 E 与 F 是 有 限 
维 的 ,而 口 在 4 XB 中 次 过 续 可 微 (相应 地 ， 无 限 次 可 微 的 ， 解 
析 的 ), 则 * 是 ”次 连续 可 微 的 (相应 地 , 无 限 次 可 微 的 , 解析 的 )。 
最 后 ,存在 以 5 为 中 心 的 开 球 外 CT， 使 对 每 点 〈* xzoy Jy0) EE5 X 
SX 了 本 方程 yp 一 «(xo;x,y) 在 TT 中 有 礁 一 解 yy 一 ax， 
zos yo), 

设 SoC4 是 以 4 为 中 心 & 为 半径 的 开 球 ，ToCB 是 以 5 为 
中 心 上 了 为 半径 的 开 球 ,使 在 so X To 中 有 10Cx,y 川 寺村 汐 察 
党 微分 方程 
{10.9.5.1) w= U(xo t+ Sey w) -3 — HE wz oy0). 
如 《10.9.4) 证 明 那 样 , 我们 看 到 ,车 lzo 一 中 <ay8， lz < infCa/4， 
8612M)，、llye 一 纠 过 p， 则 上 述 方程 有 唯一 解 5 一 v(5,2 ,xosyo)， 
定义 在 |51 < 2 中 并 满足 svC0, zx, xo, yo) 一 0。 进 而 ,10.7.3) 表 
明 , 如 果 & 与 8 已 到 定 ,而 使 口 的 导数 在 5o X To 中 有 界 , 则 ”对 
二 >， tos yo 的 这 些 值 是 连续 可 微 的 。 于 是 (10.9.4) 表明 w(x,xos、 
Jo) 一 jo 十 wv(1, x 一 xo xp 0) 是 (10.9.1) 的 唯一 解 ， 定 义 在 5: 
jz 一 a 所 of/8 中 , 当 x 一 zo 时 取 值 yos 因此 ，(x,xosyo) >u(x， 
xoyy0) 在 3 X S X To 中 是 过 续 可 微 的 . 若 E 与 是 有 限 维 的 ,x 是 
? 次 过 续 可 微 (相应 地 ,无 限 次 可 微 ,解析 ) 的 证 明 ( 当 如 具有 相应 
的 性 质 时 )， 利 用 (10.7.4) 或 (10.7.5) 代 普 (10.7.3)， 同 法 可 得 ， 最 
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后 ,定理 最 后 的 论断 可 用 (10.8.1) 的 c) 相同 的 论证 得 到 . 
当 E 一 K” 时 , 完全 可 积 性 的 Frobenius 条 件 (10.9.4.1)、 对 
方程 组 (10.9.3) 而 言 ,等 价 于 关系 式 


9 
10.9.6 ~ 
《 ) a 


Cr 
ey By 
ry) 一 起 f(x x $) 十 
9 
CD 
6y 


(这 里 必须 记 住 ， 辫 Ji(xis xgs 9) 是 9(F; F) 的 元 素 ( 若 下 


是 有 限 维 的 , 则 是 一 矩阵 ), 而 f(x%4，… xy) 是 王 的 元 索 )。 
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第 十 一 章 初等 谱 论 


本 章 主题 的 选择 是 按照 下 列 两 点 考虑 的 。 1 它 是 现代 泛 函 
分 析 的 一 个 主要 分 支 一 一 谱 论 的 初步 ;2” 它 实际 上 将 利用 前 面 每 
一 章 的 概念 陈述 与 定理 证 明 ， 因 而 读者 能 确信 以 前 各 章 的 “抽象 
发 展 并 非 无 日 的 的 推广 . 

与 一 般 积分 论 紧 密 联 系 的 一 般 谱 论 ,超出 本 书 的 范围 之 外 ,并 
且 读 者 除了 谱 的 存在 性 证 明 《11.1.3) 与 算 子 的 伴随 的 一 些 初等 性 
质 以 外 ， 在 本 章 中 将 看 不 到 任何 结果 .我 们 集中 讨论 紧 线 狂 算 子 
理论 , 它 也 可 以 看 成 一 般 算 子 的 "轻微 "扰动 ,尽管 它 的 意义 与 第 十 
章 通 行 的 很 不 相同 ;这 里 所 说 的 “可 忽略 的 "是 有 限 维 子 空间 发 生 
的 东西 ,并 且 关 于 紧 算 子 的 主要 定理 (11.3.3) 的 实质 是 ， 当 把 这 样 
的 算 子 加 到 恒 等 算 子 上 去 时 得 到 的 仍 是 一 线性 同 凸 ， 只 要 限制 在 
适当 的 有 限 余 维 子 空间 内 . 

Hilbert 空间 中 紧 自 伴 算 子 的 特殊 意义 不 仅 在 于 它 的 谱 较 一 般 
紧 算 子 (11.5.7) 有 更 多 的 确切 讯息 ,而 且 还 在 于 它们 的 一 般 理 论 立 
即 能 应 用 于 有 Hermite 核 的 Fredholm 积 分 方程 (11.6), 特别 地 能 应 
用 于 Sturm-Liouville 古典 的 问题 ， 后 者 被 我 们 用 来 作为 泛 函 分 析 
方法 的 威力 的 一 个 特别 优美 的 说 明 (11.7)。 

关于 谱 论 的 更 多 讯息 与 关于 它 的 有 力 的 应 用 ， 我 们 着 重 推荐 
Courant-Hilbert 的 经 典 著 作 [10j， 一 般 谱 论 将 在 第 十 五 章 中 讨论 ， 
它 的 更 重要 的 应 用 在 第 二 十 一 章 ( 紧 群 的 表现 ) 与 第 二 十 二 章 ( 调 
和 分 析 ) 以 及 第 二 十 三 章 (线性 泛 函 方程 ) 中 ， 


1 连续 算 子 的 谱 


设 了 为 复 赋 范 空间 ， 到 自身 的 一 线性 映射 * 常 称 为 E 中 算 
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子 、 连续 算 子 的 集 双 (E: E)( 简 记 为 (FF)y 是 一 复述 范 空 
词 (5.7); 它 也 是 C 上 不 可 换代 数 ,“ 乘 积 ” 指 映射 《sw,v) -> uov ,也 
记 成 (u,v) 一 wv， 瑟 上 恒 等 映射 是 经 (BE)》 的 单位 元 ， 记 成 lz。 
映 对 (45) 一 #4 十 bv 与 (ao 一 xopr 在 SBE)X2(E) 中 
是 连续 的 。 

我 们 说 复数 是 连续 算 子 x 的 正则 值 ， 若 “一 《la 在 
经 (BE) 中 有 道 ve《 即 是 到 E 上 的 线性 同 脖 )。 非 正则 值 的 复数 
6 称 为 # 的 谱 值 上 且 # 的 谱 值 的 集 称 为 * 的 谱 Sp(w). 

若 $eEC 使 n 一 8 .1s 的 核 不 化 为 0, 则 5 是 «的 谱 什 这 
样 的 谱 值 称 为 的 加 有 值 ; # 一 +* lz 的 核 中 任何 向 量 x 关 0, 亦 
即 满足 u(x) = 5x， 称 为 * 的 和 相应 于 固有 值 的 固有 向 是; 这 些 
固有 向 量 与 0 构成 E 的 一 个 闭 向 量子 空间 ， 即 “一 上 ls 的 核 、 
称 为 «相应 于 固有 值 $ 的 固有 空间 ,并 记 为 BEC) 或 EC&;). 

当 E 是 有 限 (=) 维 时 ,初等 线性 代数 表明 , 算 子 # 的 任何 谱 值 
是 «的 固有 值 ; * 的 谱 至 多 是 ” 个 元 的 有 限 集 ,它们 是 * 的 + 次 转 
征 多 项 式 det(w 一 5 1) 的 根 《A4.6.9)。 但 若 瑟 是 无 限 维 时 ， 则 
有 非 固有 信 的 谱 值 . 

《1L1.1) 例 ， 设 也 是 无 穷 纺 可 分 揽 Hilber 空间 。(ss)。>: 是 五 中 
完全 标准 直 交 系 《6.6.1)。 对 E 中 每 个 向 量 x 一 ,5,9,《lixlP 二 
1) 令 ww) 一 客 ,toantt; 容易 验 明 , * 是 线性 的 且 有 Cx》 
一 [zj, 因此 , 由 (5.1.1) * 是 连续 的 . 并且 x(E) 是 互 中 直 交 于 4 
的 子 空间 , 因此 * 不 是 满 射 的 ， 这 表明 一 0 是 #* 的 谱 值 ; 但 
ax) 一 0 给 含 + 二 90， 因此 4 不 是 * 的 辐 有 值 . 
(11.1.2》 设 互 是 复 Banach 空间 ，“ 是 中 连续 算 子 ，# 的 正则 
元 EC 的 集 R, 是 CC 中 的 开 集 且 Rs 到 5 (E) 中 上 映射 人 > 人 w 一 
-ie 是 解析 的 . 

设 toE Rs， 并 令 am 一 (一 如 :ip 对 任何 EC, 可 以 

写 出 ,在 E 中 有 
unt*le=u— to ls— (Ct) ls 
= — ll — Co— 0), 
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但 据 (8.3.2.1), 对 于 | 一 如 | < von, 元 ls 一 (一 bw 在 22(B) 
中 有 逆 , 且 等 于 绝对 收敛 级 数 >， 《5 一 40)"w3 的 和 ;因此 对 于 的 


az0 


这 些 值 , "一 《le 在 红 (E) 中 可 逆 , 且 它 的 道 是 《lz 一 《5 一 
ivp) za， 可 写成 (一 二 10 一 2 作 一 和 "8 ， 这 级 数 


对 于 | 一 ol << | 一 是 绝对 收敛 的 ;证 完 . 
(11.1.3) 设 Z 是 复 Banach 空间 、E 中 任何 连续 算 子 #* 的 谱 是 
C 的 含 于 球 15| 和 jj 中 的 非 空 紧 于 集 . 

首先 注意 ， 对 名 芭 09， ww 一 .1 一 一 S (ls 一 5w)， 因 而 
据 (8.32.1) 对 于 18| >> jal, # 一 8" 1s 在 红 《E) 中 有 着。 此 


外 ;对 于 | 之 sj， 一 5 1)" 一 一 沁 如 "w", 这 里 级 数 


绝对 收 敏 , 且 lz 一 5 二 袜 Te 一 (Ci 一 


llD7'; 因此 当 15| 之 2llsll 时 有 IKz 一 二 ”16 到 Il 于 
是 , 若 有 Ru 一 C, (ax 一 &， lz 六 将 是 乾 函 数 (9.9.6)， 在 C 中 有 
和 界 ， 这 是 因为 它 在 紧 亿 181 所 2llsll 上 有 界 且 在 它 的 余 集 上 也 有 
界 ; 据 Liouville 定理 (9.11.1)》，(z 一 《 1) 应 为 常数 ， 因 此 它 
的 道 “一 《， ls 也 是 常数 , 这 是 矛盾 的 。 司 时 上 述 证 明 的 第 一 部 
分 表明 (一半 1s) 当 18| 之 jia 时 存在 且 解 析 , 因 而 * 的 谱 ， 
作为 C 中 闭 集 , 含 在 球 15| 二 Ilall 中 , 且 是 紧 集 。 

能 给 出 这 样 的 算 子 的 例 ， 它 的 谱 是 CC 的 任意 紧 子 集 ( 见 问题 
3). 


问 题 


1) 设 E 是 复 Banach 空间 , “是 《5) 的 元 ，Sp(*》 是 它 的 谱 。 
a) 试 证 , 共 复 数 5 涉足 ,对 于 每 一 个 整数 p> 1 | 证 > jl 则 6 是 w 的 


正则 信 ，( 利 用 11.1.3) ,从 级 数 py 56 "Pu? 的 收 敏 性 断定 级 数 bp $e 也 
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收 和 分 ,) 

b) 试 证, 数 olw) 一 intlhel ”等 于 含有 Sptw》 的 中 心 为 0 的 最 小 贺 
盘 的 直径 ,进而 证 明 序列 《Wr 和 ”) 有 极限 p(w)。 (利用 a)，9-1 节 问 题 1 
与 人 9.9.4).)( 对 于 p(t) 兰 uli 的 例 , 见 11.4 节 ; 问 题 4.) 

2) 设 ,，v 为 多 (E) 的 两 个 元 ， 这 亚 丰 是 复 Banach 空间 。 试 证 , 用 问 
题 1 的 记号 ，Sp(m)，Spfrwe) 两 首 与 C 一 {0} 的 交 是 相同 的 。( 注 总 ， 若 
8 是 多 (E) 的 两 个 区, 使 ls 一 fz 可 逆 且 各 # 一 (la 一 fe)* 则 lg+ 
8 好 是 lg 一 gt 的 道 .》 

3) 设 E 是 可 分 复 Hitbert 空间 ，(e)s>， 是 的 标准 直 交 基 . 设 足 C 
的 任 一 无 限 紧 子 集 ， 并 设 (pw) 是 5 的 可 数 子 集 , 在 中 稠密 (3.10.9)。 
试 证 ， 存 在 唯一 的 元 #€ 多 (8) 使 对 每 个 ?21 有 Ke) 一 pwer; 证 明 “ 
的 谱 等 于 5, 而 # 的 国有 信 是 p。。 落 8€5, 不 等 于 任何 wo 且 w 一 “一 
5 Tz。 试 证 ，w(E) 在 中 简 密 但 不 等 于 E。 (利用 (6.5.3) 证 明 第 一 部 
分 .) 

4) 试 证 定义 于 (11.1.1) 中 的 算 子 * 的 谱 是 C 中 的 贺 盘 |z|<1; * 无 
国有 值 . 若 区 一 “ 一 《1g， 试 证 对 于 181 <1, wt(E) 在 下 中 不 稠密 ,但 
对 于 15| = 1，we(8) 在 三 由 条 密 昌 与 有 不 同 ( 参 看 (6.5.3)). 

5) 设 E 是 复 Ranach 空间 ， Eo 是 互 的 稠密 子 空间 试 证 对 于 任何 元 素 
#€ 2(E。), # 的 谱 包 念 它 到 马上 的 唯一 连续 延 拓 了 的 谱 (5.5.4)。 给 出 这 些 
谱 不 相同 的 例 也 并 给 出 算 子 "《 终 (ze) 与 * 的 谱 值 8 的 例 ,使 得 着 娩 一 # 一 5 
ls 中 是 到 自身 上 的 双 映 射 《 在 问题 3 中 , 考虑 的 由 向 量 .的 (有 限 ) 线 
性 组 合 所 构成 的 子 空间 加)。 注 意 , 若 了 是 Banact 空间 , 则 E 到 自身 的 每 个 
连续 线性 双 射 是 一 个 同 奈 《12.16.8) ,那么 本 题 的 结论 是 不 可 能 的 。 

6) 设 E 是 复 可 分 Banach 空间 ，。(cr)wxo 是 E 的 Hilbert 基 ; 设 * 是 E 
上 的 连续 线性 算 子 ,满足 对 年 一 附 标 对 #，， 有 (w(x) |ex) 宕 0. 

a) 试 证 数 e(*)》 (问题 D) b)) 属于 Sp(w)。 (注意 ; 对 16|>p(w), 车 
发 二 《4 一 6，1E)"', 使 有 


Glee = — SD Cred ede", 
并 利用 9.15 有 的 间 题 7) b) 和 (12.16.4) 证 明 ,在 相反 的 情况 下 ; 槐 射 2 一 
号 对 2'<olw) 构成 … 个 有 界 集 .》 
b) 再 假设 对 某 到 数 w> 1， 存在 整数 t> 使 Ce(eola) 二 4>0。 
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试 证 P( 人 六 4 4 《注意 对 每 个 整数 m> 1 (ele0 演 4 )。 
中 设 p(w)>0，, 上 且 点 p(w) 是 函数 5 的 极点 , 试 证 存在 对 应 于 


pl4#) 的 # 的 国有 向 最 * 一 六 $c.， 使 对 每 个 有 已 >0。 ( 没 W 是 如 的 


极点 p(#) 的 价 , 且 设 

wn = ti (5 — ple Nw, 
由 假设 , 先 证 明 《ww (ew)}e4) 和 0 对 任意 和 与 wn 关 0 成 立 ， 再 利用 
sn — ou)wn, ) 

4) 对 每 一 对 附 标 如 人 设 (w(ca)je)>0 (由 b)， 这 著 含 p(w)>0)， 
再 设 p(w) 是 的 极点 ， 试 证 p(w) 是 x 的 单 极点 . (注意 , (4/45) vr 一 
避 ， 并 证 明 车 N> 1， 则 有 xf = 0; 这 对 每 个 人 萄 会 (ww(eo)]e) 一 0; 利 
用 关系 式 www = p(w)ww， 并 注意 车 对 一 个 附 标 z， 有 (ws(ea) lc = 0， 
则 wn(es) = 0.) 再 证 明 存在 相应 于 co(x) 的 * 的 固有 商量 z = 了 &wews 使 
对 每 个 "有 >0. 其 次 证 明 , 阁 » 二 也] es 是 相应 于 e(#) 的 % 的 伴随 吕 


的 周 有 值 《参看 11. 5)， 则 对 每 个 n 或者 六 0， 或 者 加 所 0. 《否则 利用 
从 pw) 一 上 D>) KWce1o) 导 出 的 每 个 |? 的 优 函 数 可 得 到 了 矛 慎 不等式 


可 lr] < 可 如 |z|)， 最 后 推 证 :要 应 于 e(*) 的 “的 所 有 固有 值 是 = 


与 弛 呈 的 乘积 (交换 4 与 只 )(Frobenius-perron 定理 )。 
2 紧 算 子 


设 E,F 是 两 个 ( 实 或 复 ) 赋 范 空间 ;我 们 说 E 到 中 的 线性 映 
射 是 紧 的 ， 若 对 EE 的 任何 有 寞 子 集 B，x(B) 是 刁 中 的 机 对 紧 
集 ， 一 个 等 价 条 任 是 ， 对 五 中 任何 有 界 序列 《x*)》， 都 存在 子 列 
《xak) 使 序列 《wu (xst)) 在 F 中 收敛 。 因 术 对 紧 集 在 & 中 有 界 
《3.17.1), 于 是 由 (5.5.1), 紧 映射 是 连续 的 。 

(11.2.1) 例 。 车 E 或 是 有 限 维 的 ; 则 EE 到 中 的 每 个 连续 线性 
映射 是 紧 的 ( 据 (5.5,1),《3.17.6),(3.20.16) 与 (3.17.9)》, 
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《11.2.2》 着 E 是 一 个 无 限 维 赋 范 线性 空间 , 则 EB 中 和 便 同 算 子 不 是 
紧 的 ( 据 F、Ricsz 定理 (3.9.4))。 

(112.3) 设 了 一 [cb 是 民 中 的 紧 区 间 , 己 一 客 c(1) 是 1 中 连 
续 复 函 数 的 Banach 空间 (72)，(s;t) 一 K(s,1) 是 1 X 1 上 连续 


复 函数 ， 对 任何 隐 数 也 , 据 (3.11.1) 映 射 + 一 | Ks1)fCs)ds 在 
了 上 连续; 用 0f 下 示 这 个 省 数 ， 于 是 E 到 自身 中 的 映射 > 0f 
是 线性 的 ;我 们 证 明 它 是 紧 的 . 

事实 上 ,车 g 二 Vf, 则 对 于 ae 1， +t《 71， 我 们 有 
C12.3.1) gH ~8 C0) = | KG) ~ KG)K Os. 


因 K 在 1 Xx 1 上 一 臻 连续 (3.16.5), 对 任何 6 > 0 有 5 之 0 使 由 关 
系 式 1# 一 1 所 5 芍 合 |KG,7) 一 KGs,t0)| 二 6 对 任何 :1 成 
立 ; 因 此 ,所 中 值 定理 ,对 任何 je E 
(11.2.3.2) |g(®) ~ gC0)| < sls — oN. 
这 证 明 。 互 中 任何 有 界 集 下 的 象 U《8) 在 工 的 每 个 点 1 是 等 度 连 
续 的 (7.5 入 另 一 方面 ,对 任何 26 7 类似 地 有 : 车 在 1x7 上 |K(s， 
站 1， 则 |gCOil 所 旭 让， 据 Ascoli 定理 (7.5,7), DB》 在 者 
是 相对 紧 的 
(11.2.4》 用 与 (11.2.3) 中 同样 的 记号 并 对 天 作 同样 的 假设 现在 
令 了 是 上 上 复 值 规划 函数 空间 ， 当 看 成 空间 狗 c(7) 的 子 空间 
时 , 它 也 是 Banach 空间 ;Uf 如 (11.2.3) 中 那样 对 任何 fe F 有 定义 ， 
且 不 等 式 (14.2.3.2) 仍 然 成 立 ，《11.2.3) 中 的 论述 证 明了 如 是 到 
EE 中 的 紧 映 射 。 
(112.5》 车 x,v 是 EB 到 FF 中 的 两 个 紧 映 射 ; 则 4 十 ”是 紧 的 . 

设 《xs) 是 互 中 有 界 列 ; 据 假设 , 有 (x。) 的 子 列 (区 ) 使 wz 
在 F 中 收 合 . 因 序列 (x%) 在 E 中 有 界 , 因 而 有 (x5) 的 子 列 《x%x), 使 
(x(x)) 在 F 中 收敛 于 是 据 (3.13.10) 与 (5.1.5), 序 列 《x《 属 ) 十 
欠 避 )) 在 下 中 收敛 ,证 完 . 
《11.2.6) 设 E,F, ,Fi 为 迪 东 空间，f 是 E, 到 的 连续 线性 
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了 


映射 ,8 是 了 到 F; 的 连续 线性 映射 ， 那 么 ， 对 五 到 了 的 任何 紧 观 
射 z， tw 一 gouof 是 E, 到 FF 的 紧 吴 射 ， 

因 若 B; 为 Ei 中 有 界 集 , 据 (5.5.1) 1B,) 是 EB 中 有 界 娄 ,气候 
设 a(fB1)) 是 中 相对 紧 集 ,因而 据 (3.17.9), gCu(1(B1))) 是 本 
中 的 相对 紧 集 ， 
(112.7) 车 * 是 到 中 的 紧 映 射 , 则 在 的 任何 向 量子 空间 
EE, 的 限制 是 E, 到 zCE 的 紧 映 射 
握 (11.2.6), 这 个 限制 是 5, 到 的 紧 映 射 ， 若 是 B, 的 有 
界 子 集 , 则 wuXB) 是 了 的 紧 子 集 ， 又 由 x (BJCxCED)。，x(B) 是 
区 吾 ) 中 相对 紧 集 . 
(11.2.8》 便 . 用 与 (11.2.3) 中 同样 的 记号 与 关于 玉 的 同样 假设 ， 
现在 令 C 是 集 Fe(1) 上 数 性 积 (fl8) 一 人 1 554 的 准 HL 


bert 空间 《6.5.1); 记 范 数 GD 一 及 以 区 别 于 范 数 | 一 
sup [f(D1, 且 仍 然 用 记号 已 表示 带 有 范 数 ij 的 空间 多 cl1); EE 


到 C 的 恒 等 呐 射 了 一 了 是 连续 的 ,因为 据 中 值 定理 有 起 反 C 一 
Wi 但 它 不 是 双 连 续 的 ， 且 G 也 不 是 Banach 空间 。 这 里 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 《6.2.1) 写成 


G1280 | ro aal < (F pra isopay. 


用 与 (11.2.3) 中 同样 记号 ,从 而 由 (11.2.3.1) 与 (11.2.8.1) 得 到 ， 
la 一 站 < 委 3 蕴含 
(11.2.8.2) 18(CD) —g CI Se Vb a bl, 
且 类 似 地 ,对 任何 iE 了 有 1gCD1 所 多 (5 一 9) 中 于 。 因此 , 扣 
与 (11.2.3) 同 检 的 论证 ，f -> Vf 是 G 到 三 的 紧 哆 射 ! 又 因 王 到 
的 恒 等 映 射 是 连续 的 ， 因 而 据 (11.2.6), 1 一 Vf 也 是 G 到 G 的 紧 
耻 射 。 
《11.2.9) 设 E, FF 是 两 个 Banach 空间 ,Eo《 相 应 地 ,Fo) 是 8( 相 
应 地 ,FF) 的 稠密 子 空间 , # 是 Eo 到 Po 的 紧 喘 射 ; 兰 是 它 的 自 五 到 
下 的 唯一 连续 延 拓 (5.3.4). 那么 , 试 E)C Fo, 县 大 到 Fo 的 紧 
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映射 。 

容易 看 是 , 中 中 任何 球 zj 委 > 含 于 Bo 中 任何 以 0 为 中 心 兴 
径 >+ 的 球 的 闭 包 中 (3.13.3)，、 因 此 EE 中 任何 三 界 集 含 于 Eo 中 某 
个 有 界 集 8 的 闭 包 中 .但 据 (3.11.4), 闪 B) 含 于 集 底 8) 二 «(8B) 
在 中 的 闭 包 中 ; (8》 是 F。 中 相对 紧 集 ， 亦 即 它 在 Fo 中 的 闭 
包 是 紧 的 ,因此 在 中 是 闭 的 ,从 测 等 于 它 在 F 中 的 闭 包 ， 这 就 证 
其 了 交 8) 含 于 Po 中 日 在 该 空间 中 是 相对 紧 的 ,证 完 . 
《11.2,10》 设 至 是 赋 范 空间 ， 正 是 Banach 空间 , (sw) 是 Se(E; 
F) 中 的 映射 序列 (5.7), 它 收敛 于 双 (BiP) 中 的 xs。 那么 , 若 每 
个 we 是 紧 的 , 则 * 是 紧 的 . 

设 8 是 EE 中 任何 有 界 子 集 ， 因 FF 是 完备 的 ， 我 们 所 要 证 的 只 
是 , «(BB) 是 准 紧 的 (3-17.5)。 现在 设 8 含 于 某 个 球 jzl < a 中 ; 
对 任何 s > 0, 有 wo, 使 > 之 如 时 蕴含 lz 一 zl < ae/2e, 因而 
《 据 《5.7.4))， 对 任何 ze Bl (x) 一 mm (xz 和 受 s/2. 但 因 
zi 了) 是 准 紧 的 ， 它 可 用 有 限 个 中 心 在 yj(1 所 站 所 m) 灶 乱 为 
sy/2 的 球 所 歼 盖 。 对 任何 xe B, 因而 有 一 个 7 使 aus,Cx) 一 yi 
径 e/2， 四 此 x(x) 一 y 下 二 6e， 并 且 中 心 为 y 兴 径 为 8 的 有 限 
个 球 履 盖 了 uC《8)， 证 完 . 

特别 地 , 据 (11.2.12 和 (11.2.10) 任 何 具有 有 限 铁 的 映射 序列 在 
太 (E;F) 中 的 极限 是 紧 的 ， 大 家 知道 , 这 样 的 例子 , 即 紧 线性 映 
射 并 不 是 有 限 秩 的 映射 序列 在 CE;F) 中 的 极限 ， 


问 题 


1) 设 E 是 有 限 维 向 音 突 间 ，4 是 E 的 有 界 开 子 集 ，F 是 Banach 空间 . 
试 证 ,对 任何 ?>1，Banach 空间 ZX(4) (8.12 节 , 间 题 8) 到 BC4) 
(对 于 ”一 1 后 者 应 代 之 以 BE(4)) 的 恒 等 映射 三 *# 是 紧 算 子 。 (利用 中 
值 定理 与 Ascoli 定理 .) 

2) 设 * 是 无 限 纹 Banach 空间 E 到 赋 范 空间 F 的 紧 映 射 ， 试 证 在 E 中 
存在 序列 (加) 使 对 每 个 。 有 有 中 一 1 且 limw(X,) 一 0.( 注 意 存 在 数 &>0 
与 中 序列 (%) 使 对 每 个 有 jwll = 1 与 对 关 # 有 nm 一 因 |> (5.9 


358 。 


节 , 癌 题 3, 与 (3.16.1))> 并 考虑 序列 (x((y5)).) 

证 明 若 球面 8: le 中 = 1 在 * 下 的 象 是 了 中 的 闲 集 : 则 它 包 会 0. 

3) 设 E 是 可 分 Hilbert 空间 ，(c) 是 下 的 直 交 其 。 凌 * 是 上 到 赋 范 空 
癌 三 的 紧 映 证 辣 州 Ca(er)) 趋 于 0. 《利用 反 证 法 , 计 证 明 序列 (a(<s)) 
在 中 不 可 能 让 仍 限 690.) 反 之 ; 敬 F 是 一 Banach 空间 且 通 项 为 (em) 上 
的 级 数 收敛 ， 证 明 ” 是 紧 的 (利用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 去 证 明 球 [zls1 
在 + 下 的 象 是 准 紧 的 )。 

4) 设 F 是 具有 下 询 性 质 的 赋 范 宏 闻 :存在 常数 <>0。 使 对 F 的 任何 
有 也 子 集 (4i)ciex， 与 任何 s> 0 帮 有 下 的 分 为 防 个 盾 子 空间 直接 和 的 分 
解 F = MH + N, 使 是 右 限 维 ,并 对 【<in 有 dsiyM)<e, 且 敬 对 和 任何 
EF x 一 区 r) 二 4(z)， 这 里 P(x)EN 且 g(x)EN, 则 lal 和， 
4(z>M)， 试 还 ,在 上 述 假设 下 , 赋 范 空间 忆 到 的 任何 紧 线性 映射 是 有 限 孔 
强 性 映射 序列 在 2(E;F) 中 的 极限 《利用 准 紧 空间 的 定义 )。 试 证 ， 和 任何 
Ilubert 空间 满足 上 述 条 件 并 且 空间 (Co 《5.3 节 , 问 题 5) 与 上 《5.7 节 ， 问 
题 1) 亦 然 - 

5) 设 1 二 [eo5] 是 号 让 的 紧 区 问 ，K(est) 是 5xT 上 复 值 函数 并 滥 足 
8.11 节 问题 4 的 伐 设 ， 试 证 , 若 忌 依 (11.2.3) 定义 ， 则 品 仍 是 E = cl!) 
到 白 己 的 紧 喘 射 。 


3. FE. Ricsz 理论 


我 们 将 多 次 用 到 下 列 引 理 : 

(11.34) 设 * 是 赋 范 空间 E 中 的 连续 算 子 , v1s 一 u; 工 ，M 是 
EE 的 两 个 闭 向 量子 空间 ,使 MCL, M 交工 且 v(L)CM。， 那么 
存在 一 点 aELNCM 使 ,lei < 1 且 使 对 任何 x€ M， lux《e) 一 
«(| 172. 

据 假 设 ， 有 be 工 使 既 M， 因此 dz，M) 一 wa>0。 设 
yEM 使 甩 一 川 委 2a， 并 取 4 二 《2 一 /2 一 州 ; 我 们 有 
Hel 二 1， 且 对 任何 z EM, a 一 z= (5 一 y 一 上 一 yz)/lp 一 
州 ; 但 因 yy 二 有一 ylzE M ,我 人 有 和 一 y 一 一 yzj 关 a， 
因此 对 任何 se M，lla ~ zl 尖 1/2.。 但 对 任何 x& M， 都 有 
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zt(9 一 ze 一 2 一 (二 oa) 一 (co))， 且 由 假设 ，r* + sv(a) 
一 zc)e M; 因此 得 所 需 结 论 . 
《11.32) 设 * 是 峰 范 空间 E 的 紧 算 子 ,并 令 v 一 lz 一 x 那么 : 

a) 核 《0) 是 有 限 维 的 ; 

?>》 象 zxE)》 在 互 中 是 闭 | 

c)》 v《(E) 在 E 中 有 有 限 余 维 ; 

吊车 一 (0) ={0}， 则 wz 是 5 到 v(E) 上 的 线性 同 胚 ( 参 
看 (11.3.4)). 

a) 对 任何 * EN 一 v《0), 有 w(x) 一 *， 因 此 球 B:; 和 xil 
壕 1( 在 N 中 ) 在 x 下 的 依 是 B 本 身 ; 由 假设 xB) 在 E 中 相对 紧 ， 
因此 在 NN 中 相对 紧 , 这 是 因为 N 在 中 闭 . 但 据 Ricsz 定理 (5.9.4) 
这 绅 合 是 有 限 维 的 。 

b) 设 ye v(E); 那么 有 五 中 序列 (4), 和 使 一 limv (zn) 
《3.13.13), 首 先 , 设 序列 (d(xs,N)) 无 界 ;那么 ,选取 一 子 序列 便 可 
假定 imd(zo， 和 N) 二 十 9。 令 mm 一 xa/d(xn， N); 我 们 立即 有 
dx) 一 1， 因而 有 EN 使 上 zs 一 志和 2 令 站 一 各 一 
zs， 并 注意 到 ， 据 定义 , 我 们 有 vss) 二 v(xs) 一 zs)/eCrwyN)， 
且 dswN) 一 1。 由 假设 , 立即 推出 lmvls) 一 0. 但 序列 (sn) 


在 E 中 有 界 ; 因 «是 紧 的 , 有 于 序列 (so) 使 (x(rot)) 收敛 于 一 点 
66 了 因 Jim(o 一 wo)) 一 0， 挛 有 msok 一 4， 因此 ,由 x> 
d(x,N)》 为 连续 的 ,有 ds,N) =1. 但 wa) 一 lim vm) 一 0， 
故 这 与 N 的 定义 相 了 矛盾. 

因 和 列 我 们 可 以 作 设 序列 〈e(x。N)) 以 M 一 1 为 界 ; 于 是 ， 
存在 序列 交合 z 一 次 EN 与 zs 所 M; 因 v(x) 一 2(xo)， 
放 可 以 假设 jx 所 M、 于 是 因 * 是 紧 的 , 则 有 子 序 列 (xu) 使 
(xz(rwD) 收敛 于 一 点 8E EE; 因 im 一 wz) 一 v(xox) 趋 于 y， 
则 《〈xw) 趋 于 5 十 y， 且 据 连 续 狂 有 cz 十 7) 一 ”这 证 明了 
?Ex(B)， 故 必 E) 是 闭 的 
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*) 我 们 说 CE) 在 E 中 有 无 限 余 维 , 指 的 是 ,有 琴 的 无 限 点 列 
《en) 使 oo 不 属于 由 v(E) 与 o4,…, an- 《对 每 个 #) 产生 的 子 空 
间 Vem 由 于 "也 》 是 闭 的 ,每 个 了 。 也 是 闭 的 (利用 (5.9.2))， 气 
《11.3-1) 由 归纳 法 可 以 定义 序列 (6,) 使 5,E V5sEV ny， 和 ,sl 
所 1 且 对 任何 所 4 一 1，jix(6,) 一 ulb,) 咱 宇 1/2。 这 蕴含 序 
列 《a(6,)) 无 触 点 ,与 # 的 紧 性 假设 相 矛 拓 . 

d) 为 证 明 当 7 (0) 二 {0} 时 wv 是 到 wv(E) 上 的 同 胜 ,内 
须 证 明 ， 对 任何 闭 集 4CCE，v(4》 在 中 为 闭 ( 因 于 在 wv《E) 中 
闭 X3.11.4)， 但 这 恰好 可 用 与 b) 中 同样 论述 来 证 明 ,只 要 把 EE 处 
处 换 成 4( 并 把 久 换 成 {0})。 

《11.3.3》 在 与 (11,3.2) 的 同样 假设 下 , 妇 纳 地 定义 N, = *!(0)， 
Ne = ND) 对 之 1 Fi vA(E), Fi = (FO) 对 > 1, 
那么 ， 

a) Ni 构成 有 限 维 子 空间 的 增 序列 ，F 构成 有 限 余 维 闭 子 空 
间 的 减 序列 . 

b》 存在 最 小 整数 ”使 对 不 之 ” 有 Ner 一 Na; 于 是 对 > 
有 Fkr 一 Fky， 且 巨 是 F。 与 RN 的 抽 扑 直 和 (5.4)， 且 ”在 PP。 上 
的 限制 是 F。 到 自身 上 的 线 竹 问 是 。 

a) 据 归纳 靶 定 义 w 二 v，w4 二 wo 上 则 可 断定 v= 1 一 
wk， 这 里 wu 是 紧 的 . 这 可 由 对 & 用 岂 纳 法 来 证 明 ， 因 为 v= 
(la 一) 一) 二 1 一 wi 一 十 tie#， 结 果 立 即 白 妇 
纳 法 假设 与 (11.2.6), (11.2.5) 得 到 , 于 是 据 定 义 Nk 一 AIK0) 县 
Fk 一 vx(E)， 我 们 的 论断 由 (11.3.2) 得 到 

b) 假定 对 每 个 *，Ni 天 Nt。 我 们 有 ， 对 不 1，w(CNeaD) 
CN; 据 (11.3.1), 则 有 五 的 无 限 点 列 (za) 使 对 《> 1，me Ne 
x 和 Ne zt 导 1 且 对 任何 j 之 交 ，(x8) 一 wx2) 守 172， 
这 薄 合 序列 《x《x,)) 无 触 点 ,与 * 是 紧 的 假设 相 矛盾 . 

类 似 地 , 设 对 每 个 《，Fits 关 Fk， 对 《2 1， 我 们 有 v(F) 
CFin; 据 (11.3.1), 将 有 的 无 限 点 列 《xe) 使 对 天 3 1 re FP 
x Fems zk| < 1， 且 对 任何 7 > jiu(zt) 一 ux) > 172， 
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这 又 得 出 矛盾 ,因此 有 最 小 整数 mw 闫 4 使 对 匀 裤 ， Pir 二 Ft. 

其 次 我 们 证 明 Ns 站 Fs。 一 10): 若 ye FN。， 则 有 xéEEE 
使 y= v(x)}， 另 一 方面 vby) 一 0; 但 这 蕴含 wa(x) 一 0， 因 
焉 x€E Nm= Ns, BL y= v(x) = 0. 

据 定义 ,我 们 有 FSF, 且 x( Fa) 二 Fa。; 我们 证 明 F， 一 
Fp 不然 的 话 , 将 有 mn; 令 z€E Fn-CCFs 且 zz Fn; 
V2) EE Fn 一 v(F。), 故 有 i&€ Fs 使 vz) 二 v0 亦 基 zs 一 
t€ NCNs; 但 因 x 一 +& F。， 我 们 断定 z 一 z, 从 而 原 假定 导致 
矛盾 . 

对 每 个 xe 互 有 w(x)€ Fs, 一 Fw， 且 因 据 m 的 定义 ， 
vo 了,) 一 F。 故 有 》6 PR 使 yz) 一 oo 人 7)， 因 此 > 一 ?EN 从 
而 E = Fs 十 N,。 后 面 的 和 是 直接 和 ， 因 为 PenN。 == {0}; F。 
是 闭 的 且 入 是 有 限 维 的 ,因而 (5.9.3) EE 是 F 与 N, 的 拓扑 直 和 ， 
最 后 ,v 在 F。 上 的 限制 是 满 射 的 且 它 的 核 是 FN NC Fu 站 ,一 
{0}， 因 此 也 是 单 射 的 。 据 (11.3.2.4)) 这 限制 是 F, 到 自身 上 的 局 
是 ,这 就 完成 了 证 明 . 

(11.3.4) 在 与 (11.3.2) 的 同样 假设 下 , 若 " 是 半 射 的 ( 亦 即 oK0) 
一 {0))， 则 。 是 满 射 的 ,因此 是 EE 到 自身 上 的 线性 同 旺 。 

因为 这 假定 蕴含 对 每 个 4，Me 一 10}, 因此 w 一 1 且 入 化 
为 0， 于 是 据 (11.3.3) F, 一 互 且 结 果 由 (11.3.3) 得 到 。 


问 题 

1) 设 B,F 是 两 个 Banach 空间 ，+ 是 E 到 的 连续 线性 鼎 射 ， 没 
蕊 BE) = F; 则 存 在 数 m > 0 使 对 任何 YE Ff， 有 x&E 满足 f(x) 一 y 且 
tlsm lyll2.16.12), 

2) 车 (yx) 是 了 中 的 点 列 * 收 敛 于 点 zy 试 证 ,存在 子 序列 (y.,) 与 E 中 点 
列 (za)， 收敛 于 一 点 “并 满足 对 每 个 &， 大 rt] = ys。《〈 取 (ys，) 使 通 项 为 
四 ss 一 yd 的 级 数 收敛 .》 

b) 设 * 为 下 到 下 的 紧 喘 射 , 并 令 "一 / 一 内 试 证 ，%23) 在 F 中 闲 并 
在 F 中 有 有 了 眼 余 维 ， (如果? = 'f 一 '% 是 ”的 转 置 映射 ， 则 所 是 忆 到 已 
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的 闭 子 空间 上 的 线性 同 胚 , 并 且 “是 严 到 瑟 中 的 紧 喘 射 ; 问题 2) 表明 
5) 在 Banach 突 闻 中 是 闲 的 ; hanach 的 一 定理 推出 ， 在 这 些 条 件 下 ，、 
x5E)》 在 F 中 是 闭 的 .) 

6) 归纳 地 定义 一 XE)， 对 >1，Fe4 = vf 站 (854))? 试 证 ， 有 整 
数 # 使 对 >w 有 Pr 一 下 (与 (11.3.3) 同样 方法 ). 

d) 取 巨 一 F 为 可 分 Hilbert 空间 ,并 设 《<.)r>， 是 EB 的 直 交 基 ， 定 义 
f 与 # 司 flex) 一 ec， nA flen) = 0 ne3; Wl(es) = cafry rn265 
u(61) = #(e3) = 0 He1) = 一 cy He) 一 exe) = e+ (ef5), 归纳 
地 定义 Ni 一 所 (0)， 对 kb， Ne 二 vfN4)); 试 证 Ns 全 不 相同 且 
是 有 限 维 的 . 

2) 设 8, 是 两 个 赋 范 空间 ， 7 是 已 到 上 的 闭 子 空间 1(£) 上 的 线 些 同 
有 旺 ，; “是 E 到 F 的 紧 映 射 ,并 令 v 二 f 一 #. . 

a) 试 证 "(0) 是 有 限 维 且 2) 在 F 中 闲 ; 此 外 , 若 (0) = {0}， 
v 是 E 到 sv(E) 上 的 线性 同 胚 . 《用 与 (11.3.2) 想 同 的 方法 .》 

b》 归纳 地 定义 w = v7(0)， 对 kPa 和 (JNA)); 试 证 有 
整数 ”使 对 AP>a 有 Nu 一 Ne 

5) 给 出 一 个 例子 ， 满 足 当 F, = v(E》 且 对 kK>1， Fan 一 区 三 (Fe))》 
了 时 , F4 全 不 相同 ( 取 五 一 F 为 可 分 Hibert 空间 ， 且 取 1 与 为 问题 14) 中 
所 指 映射 了 与 的 共 罗 (11.5))。 

3) 设 E 是 Banach 空间 ,#8 是 到 由 身 的 连续 线性 肌 射 ,满足 el<1723 
则 f= 1s 一 8 是 BE 到 自身 上 的 线性 同 耳 (8.3,2.1)。 设 = 是 互 中 紧 算 子 ， 
并 令 ”一 一 殷 则 (11.3.2) 与 (11.3.3) 中 的 结果 全 正确 .。 (首先 证 明 相 应 
于 《11.3.1) 的 结果 : 若 MCL,，Mz#L， 且 wv(L)cCM, 有 a&LNCM 使 
es 和 t+ 且 对 任何 zxEM 满足 fell<1, 有 Co) 一 wz)>(1 一 21elD/2.》 

4) 在 空间 E = 《5.7 节 问题 1; 保 持 该 问题 中 记号 ), 设 7 是 E 的 自 司 
构 使 eit) 一 ctta(A 尖 0 天 ce) 一 cos 当 和 1 时 , 1cstn) 二 cu-1s 并 设 # 
是 紧 映 射 使 对 = 关 1。Me) 一 0 且 01) 一 wo， 若 r 一 1 一 #， 且 Fx 与 
NA 如 (11.3.3) 中 那样 定义 , 试 证 对 每 个 Natt 才 N 且 fay 


4 紧 算 子 的 谱 


《11.4.1) 设 “ 是 复 赋 范 空 间 瑟 中 紧 算 子 ， 那 么 : 
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a) 4 的 谱 5 是 的 至 多 可 数 紧 子 集 , 除 0 可 能 例外 ， 它 的 每 
一 点 是 孤立 的 ; 若 王 四 无 限 维 , 则 0 展 于 3. 

b) 谱 中 每 个 数 1 0 是 * 的 冉 有 值 . 

ec)》 对 8 中 每 个 1 和 0， 有 互 的 唯一 分 解 为 两 子 空间 FU) 
NGCD) (也 记 成 F(2;w)，N (2;w)) 的 拓扑 直 和 ,使 得 : 

(i) F(2) 是 闭 的 、NGL) 是 有 限 维 的 ; 

Gi) uCFC0))CFO0), 和 且 #4 一 14° 1s 在 FC4) 上 的 限制 是 那 
个 空间 到 自身 .上 的 线性 下 征 ; 

《省 ) wnCN(2))CN(2) 生 窒 在 最 小 束 数 不 一 2), 称 为 1 的 
阶 (也 记 威 X24;w))， 使 《x 一 4. 1e)* 在 NC(X) 上 的 限制 是 6. 

4) # 相 应 于 固有 值 4 关 0 的 固有 空间 含 在 NCX) 中 (因此 为 
有 限 维 的 )。 

se) 车 1, 是 $ 的 两 不 同 点 , 异 于 0, 则 NCn)SCFC). 

从 若 E 是 Banach 空间 ， 则 在 C 一 3 上 定义 并 解析 的 函数 
一 (一 1) 在 5 的 每 一 点 4 天 0 用 4) 阶 极点 。 

设 1 关 0 是 任何 复数 ; 天 47'w 是 紧 的 ， 可 应 用 Ricsz 理论 
(11.3)， 据 (11.3.4)， 若 4 非 “ 的 因 有 值 , 则 lz 一 ?ww 是 8 到 自 
身上 的 线性 同 胚 ,自然 对 # 一 424. 1s 一 一 闪 1s 一 4-Iw) 同样 结论 
亦 成 立 ， 即 4 是 的 正则 值 ,b) 得 证 ， 上 反之 , 设 4 是 zx 的 国有 值 
则 其 有 性 质 《让 ，Gii)，(ii) 的 分 解 F(2) 十 NG)， 以 及 d) 由 
(11.3.3) 得 到 。 《ECX》 是 (11.3.3) 中 N, 的 核 ?)， 为 证 明 c)， 只 和 
证 明 F(4) 与 NGC2) 的 唯一 性 。 设 有 具 同 样 性 质 的 另 一 分 解 一 
下 十 NN',, 并 写 v 一 一 4. 1s， 那 么 ,任何 xeN 可 写成 z= 
上 十 xz， 这 里 ye F(1)，z€ N(2); 据 假 设 存在 4 之 0 使 oo) 一 
0， 因 此 w*(y) 一 0 因为 所 在 F(4) 上 的 限制 据 假设 是 同 目 , 故 
?一 0 县 x€ NC4)， 这 证 明了 N'CNC4)。 类 似 的 论述 可 证 明 
NODJCN， 其次, 若 r* 一 十 zeF， yeEF0) z€E N(1)， 则 
有 上 (sz) 一 vy)， 因 此 (FCFCG); 但 因 of(F) 一下， 这 
列 合 FCF(4)， 且 包含 式 F(4)CF 可 类 似 地 证 明 ， 

用 ww 由 分别 和 表示 # 在 FC2) 与 NC4) 上 的 限制 。 气 关 系 式 
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(一 42-1 一 0, (A.6.10 与 6.12) 可 得 ,存在 N(2) 的 基 使 o 一 2 
Iseo 的 矩阵 关于 这 个 基 是 三 角 阵 且 对 角 元 为 03 若 d==dimCNC2))， 
则 一 8， lx 的 行列 过 等 于 (4 一 <》， 这 证 明了 当 二 到 1 
时 思 一 寺 、lwam 可 逆 ， 另 一 方面 ， 让 我 们 证 明 和 一 六 lz 对 
足够 小 的 一 4 是 可 逆 的 : 写 aa 一 lw 一 如 十 (一 他 
lzD， 这 里 mm 一 和 一 2 lz 由 个 知 凡 可 北 ; 据 (5.7.4) 在 
F(1) 中 有 orCe1 委 由 oilxll， 它 也 可 写成 je 让 关 cllx||， 
ce 一 or 那么 车 ?2 取 0 有 具 ww 一 8 1 不 可 六， 由 b) (利用 
《11.2.7) 于 F(X4) 与 m )， 这 将 含 。 将 存在 F(4) 中 的 x 去 0 合 
mlz) = Lx， 因此 18 一 4 弘 [ 一 Cx 有关 clxl, 而 当 |8 一 
2| 过 < 时 ， 这 是 不 可 能 的 .这 表明 对 于 了 天 0, 天 4 与 | 一 
21 过 cu 一 5"ls 是 可 道 的 ( 因 它 在 FC2) 与 NC(2) 上 的 限制 也 是 这 
冬 )， 即 衬 不 在 S 中 ;因而 3 中 所 有 点 1 关 0 痢 是 孤立 的 ， 这 样 8 
至 多 可 数 . 同 祥 ,我 们 看 到 (用 五 代替 RU2))，x 的 异 于 等 的 正则 值 
的 集 是 开 的 . 由 b), 对 5 中 每 个 4 关 0, 有 互 中 的 > 天 0 使 u(x) 
三 4x， 因此 ， 据 (5.7.4), 4| 和 zl 委 tx 县 || < xls 
这 证 明了 5 是 紧 的 。 为 完成 a) 的 证 明 , 设 互 是 无 穷 维 的 ; 若 = 是 
王 到 自身 上 的 辐 是 ， 球 B: jlxi 科 工 的 象 x(B) 将 是 互 中 0 的 邻 
域 ,又 因 它 是 中 相对 紧 集 ,这 与 Riesz 定理 (5.9.4) 相 抵触 . 

若是 5 中 与 0，12 均 不 同 的 点 , 且 xc NC(p), 我 们 能 写 * 一 
十 s，》E P(A) zs€ NiD)， 由 上 已 知 w 一 x 一 #1s 在 N(4) 
上 的 限制 是 同 帐 ; 因 对 充分 大 的 和 , w(x) 一 0, 自 w*(y) € FC4)， 
wt(z) ENCX4)、 必 有 wky) 一 ws(z) 一 0， 这 证 明了 e)、 

若是 Banach 空间 ，(x 一 8. ip) 在 人 一 5 中 的 解析 性 
据 《11.1.2) 可 得 。 用 上 面 同 样 记号 ，2 不 在 w 的 谱 中 ,因此 ( 据 
(11.2.7)7 (oa 一 1xw)-! 在 4 的 茶 一 邻 域 中 是 解析 的 ; 特别 
地 ， 有 数 p>0 与 M>>0 使 对 xceF() 与 这 一 i 委 py 有 
Hat le)7Cz)H 和 M lc， 另 一 方面 ,我 们 可 写 妇 一 5 
lx 一 (人 一切 1so 十 ma 而 汪 一 吧 一 4 1xto* 且 我 们 知道 ， 
对 于 天 4 一 如 ，1yoy 可 逆 ; 青 者 ,可 以 写 
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4 
(4.11) 《aa 一 二 yw) = — BD) (10, 
be 


这 是 因为 化 二 0。 由 此 知 存在 数 MM' > 0 使 对 18 一 4| <<p， 
5 4 与 对 任何 we NG), [一 2 和 ws 一 6 ly) ;所 
M 赴 x。 因 任 何 x€ 8 可 以 写成 * 一 yy 十， yE F(1), x €N(1)， 
且 有 常数 a > 0 使 对 任意 z, ly 所 allxl 与 zs] 所 ellz1(3.9.3725 
因而 知 ; 对 | 一 外 所 p,，5 到 2 与 任何 xc 有 1 一 1*l(w 
一 1)(x)l| 所 a(M pt 十 M')xl， 换 名 话说 , 对 于 5 二 2 与 
(5—2 ps lot Cs mt 1 a(Mpr + M); 据 
《9.15.2)， 这 列 含 4 是 《4 一 8 1s)7! 的 阶 数 肥大 的 极点 .但 据 
定义 有 xEN(24) 使 上 (wx) 和 0， 因 此 一 人 (一 5 
1a)7(x)》 当 到 4 而 趋 于 7 时 无 界 ， 这 证 明了 4 是 天 阶 极点 ， 
《11.4.1) 得 证 . 

我 们 说 NGC?2) 的 维 数 是 # 的 固有 值 1 的 代数 重 数 , 而 说 固有 
空间 E(4) 的 维 数 是 它 的 几何 重 数 ; 它们 当日 仅 当 共 ) 一 1 时 相 
等 ; 当 E 是 Banach 空间 时 ,这 相当 于 说 4 是 (x 一 5 1s)7' 的 简 
单 极点 . 
《11.4.2) 设 E 是 Banach 空间 ，E。 是 EE 的 稠密 子 集 ，w 是 Es 中 
紧 算 子音 是 它 的 到 上 的 唯一 连续 延 拓 ， 则 * 与 六 的 谱 相 同 、 
且 对 * 的 每 一 固有 值 4 关 0，N (4, ww) 一 NG。 人 2)，E (4, ww)= 
BC 2) ROCA, #) 一 下 4， 的。 

据 (11.2.9) 我 们 知 族 六 是 紧 的 且 映 到 Eo 中 ; 车? 六 0 是 各 
的 一 个 固有 值 ,任何 相应 于 2 的 加 有 向 量 x 满足 x 二 4 多 (x) € Eo， 
因此 2 是 # 的 固有 值 且 EC%, CE(4, w); 它 的 逆 是 明显 的 ,对 
每 一 固有 值 2 天 0, 我 们 有 Sp(&) = SpCw) 且 EC(4,4) 一 BC 区 
CEo， 类 似 地 考虑 (4 一 4. lz)# 的 核 与 它 的 延 拓 (站 一 1，15)4 
的 核 便 可 看 出 它们 相等 ， 因 此 2, w) 一 4,8) 且 NG ro 一 
NG 2CEo. 
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问 题 


1)》 设 E 是 复 Banach 空间 ，* 是 中 的 紧 算 子 ;我 们 保持 《11.4.1) 的 记 
号 ,此 外 ,令吉 (成 如 .) 与 q1 一 Ts 一 扣 为 E 的 直 和 分 解 F(4) + NC 和) 中 
在 N(4) 与 F(4) 上 的 射影 。 

2) 试 下 对 每 个 &E 5pCw)、4 取 4， 一 p， 总 半 纯 函数 (n 一 6，1s)"! 在 
极点 4 的 残 数 (9.15.2)。 

b) 落 4,…s4， 是 谱 Sp(e)》 的 不 回 的 点 ， 证明 射影 如 (LSiSr)》 是 可 
次 的 ， 且 二， 二 和 是 二 在 子 空间 与 FL)N…n F(X%,) 的 直 和 分 解 
中 到 NC4) + …* + N(4,) 上 的 射影 。 

2) 设 E 是 无 限 维 复 Banach 空间 ，* 是 E 中 的 紧 算 巴 ，。(u)sw， 是 中 
紧 算 子 叙 列 它 收敛 于 Banach 空间 2(E) 的 #。 


4) 还 明 对 三 的 任何 有 界 子 集 B, 并 【wn(3) 在 E 中 是 入 对 紧 的 (证 明 


它 是 准 紧 的 )。 

5) 车 4EC 不 属于 Sp(4)。 证 明 有 中 心 在 4 的 开罗 盘 与 整数 % 使 
得 对 # 之 mm 交 SC4)NnD = 中 (利用 (8.3.2.1)) 且 对 5€ PB, (ns 一" 1a) 
一 致 收 人 于 《x 一 5 la 

) 设 (iu)》 为 复数 列 ， 使 对 每 个 ">，PuE sp(w); 这 样 的 序列 总 是 有 界 
的 .着 1 是 (pu) 的 航 点 ,证明 XE sp(w)。 (我 们 可 假设 4 = tim kuzo; 于 
是 有 me 使 js 有一 1 县 (xn) = 4mw; 再 利用 4),) 

上 ) 反之 。 设 1z0 属于 sp(e)。 试 证 ,对 集 个 a，( 至 少 ) 有 一 个 
hE sp(t》 使 4 一 inp。 (办 央 可 委 定 有 中 心 为 半径 为 + 的 开 回 盘 D， 
使 Dnsp(o) = {2} 且 Dnsp(m) = 《由 (u.) 选取 适当 的 也 序列 )。 于 
是 令 * 为 定义 在 [0;2r] 中 的 路 径 一 + Yet; 考虑 积分 上 (一 512)” 
全 一 24g 一 0 并 利用 b) 引出 下 盾 .) 

<) 设 1 关 0 属于 sp(y)， 并 令 书 为 中 心 是 1 半径 是 > 的 开 圆 盘 使 
nsp(a) = {四 ; 则 存在 m 使 当 wym 时 spl) 与 圆周 16 一 守 一 


的 交 是 室 的 (利用 引 )。 设 es …， pr 为 DNsp (mw) 的 点 ,并 号 如 = 思 ) 


二 
(p45 te)。 试 证 存在 91 使 对 于 “ 产 m%? 有 如 沽 叉 人 4)。《〈 利 用 与 d) 同 样 的 方 
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法 , 用 党 当 的 6 的 各 次 多 项 过 科 (mm 一 二" 1z) 一 .) 给 出 例子 使 对 每 个 
Rn > AS) 


龟 利用 6) 中 记号 , 令 P= 和 ie Pr 天 pn; 试 证 ,在 Banach 空间 


名 (8) 中 lim py 二 P 《利用 b) 与 内 题 D。 由 此 结果 导出 ， 存在 mw， 使 对 


2 为 FA 在 E 中 的 余 。( 设 * 南 
屁 妇 一 <1/2; 着 有 点 me PGINN, 使 反省 一。 则 关系 式 p(x) = 
0，a(r) 二 加 将 与 上 面 不 等 式 矛 盾 。 类 似 好 证明，N (为 4) 与 子 空间 
p54) enn FCpr3zn) 的 交 化 为 0.》 ， 

3) 设 x 为 无 限 维 复 Banach 空间 上 中 紧 算 子 , 并 设 5(8) 为 不 含 常 数 项 
的 多 项 站 ; 令 。 一 P(t)， 试 证 , 谱 sn(e) 与 数 集 P(X)(4e sp(w)) 伍 等 ; 进 
而 ,对 每 个 ke sp(o)，NCHj2) 为 于 空间 NM;z) 的 (直接 ) 和 ,使 PCA) 一 
有 KKp3o) 为 相应 子 室 间 (4} x) 的 交 , 《 设 ? 为 王 的 任何 闭 子 空 问 ,使 
(PP 并 令 wy 为 上 在 上 的 限制 ， 试 证 存在 与 "。 = 无 关 的 常数 ， 使 
PCy)y<ae 有 8 上 应 用 此 附注 与 11.1 节 的 问题 1。 取 了 为 形 刀 434) 
的 有 限 个 子 空间 的 适当 的 交 ,) 

4) 设 E 为 可 分 Hilbert 空间 。(c)m 为 下 的 直 交 大。 试 证 由 xc) 一 
cp/(r + 1) (ez0)》 定义 的 算 于 «是 紧 的 并 证 明 SpCx) 化 为 0 《更 确切 
地 说 ,* 没有 图 有 估 )。 

5) 设 x 为 复 Banaeh 空间 5 中 的 连续 算 子 。 * 的 Riesz 点 指 谱 sp() 
中 的 这 样 的 点 1。 使 得 : 1” 4 是 Sp(#) 中 孤立 点 ; 2* 是 闭 于 空间 F(4) 
与 有 限 维 子 空间 (2) 的 直 和 ,使 得 (R24))cF(4), x(N(2)) CN(2)， 
4 一 4。 1 在 FC(2) 上 的 限制 是 线 修 同 胰 并 且 “ 一 和 Is 在 NC4) 上 的 限 
制 是 冠 堆 的 . 

a) 着 4 与 p 是 sp(u) 中 两 个 Riesz 点 ; 试 证 N(p)cF(4) 且 F(4) 是 
N(R) 与 TDNFCk) 的 直 和 . 

b》Rietz 算 子 «定义 为 这 样 的 连续 算 子 ,使 谱 Sp(4) 中 一 切 去 0 的 点 神 
是 Nicsz 点 。 对 任何 s>0。 使 Ms 的 点 4 Sp(«) 的 集 吓 有 限 集 {1,， 
sh) 设 各 是 了 到 NCps) 上 的 射影 这 里 B= 和 N(p1) F800)(1<:<r) 


是 的 直 和 分 解 (1<i<r), 并 令 v 一 上 一 立 Wopi。 试 证 ，Sp(”) 含 于 加 
音 151<s， 因此 (11.1 家 , 同 题 DD) li ee。 
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<) 在 Banach 空间 (8) 中 ， 令 交 为 一 切 紧 算 子 的 闭 (11.2.10) 子 空 阅 ， 
试 证 ,为 使 “e208) 为 Riesz 算 子 ,必须 且 只 贫 Min (fs 站) ) 一 0 
(为 证 明 条 件 是 必要 的 。 利 用 b), 注意 om = 少 十 wm。 这 里 w， 是 有 限 秩 算 
子 , 因 市 是 紧 的 。 为 证 朋 条 件 是 学分 的 , 利用 11.3 节 问题 3 的 结果 , 它 可 依 
下 述 方式 解释 : 若 有 <1/2， 则 % 一 1 或 丰 局 sp(g + 4#) 或 着 + 的 
Riesz 点 )。 


5. Hilbert 空间 的 紧 算 子 


设 E 为 准 Hilbert 空间 , * 为 E 中 算 子 . 称 * 有 伴随 , 若 存 在 
五 中 算 子 wt*, 使 对 任何 点 偶 *, yt 有 
(11.5.1) Culz)|y) 一 《zarCy))。 
易 知 伴随 w* 是 唯一 的 ( 当 它 存 在 时 》, 且 ( 握 (6.1C7)))r* 存在 
并 等 于 x。 类 似 地 易 知 , 当 算 子 * 与 0 都 有 伴随 时 ， 则 十 v, zx 
与 wv 分 别 有 等 于 内 十 s*，Xu* 与 sv*w* 的 伴随 . 
(11.5.2) 车 * 连续 并 有 伴随 ， 则 w* 连续 且 在 (BE) 中 有 
jx*l = jiull， 若 是 Hilbert 空间 , 则 中 每 个 连续 算 子 都 有 伴随 . 

由 (11.5.1) 与 Cauchy-Schwarz 不 等 式 (6.2.4) 得 出 ， 对 任何 点 
偶 x*,y， . 

lj) < aCe yl < Mah lx ylls 

取 x 一 w*(y)， 得 到 ,对 任何 yE Ew*Cy) 省 过 ll- jy 上 这 证 
明了 w* 的 连续 作 与 不 等 式 ju*[ < llull; 相反 不 等 式 由 上 述 证 明 
中 交换 x 与 wx* 而 得 ， 若 E 为 Hilbert 空间 且 2# 连续, 则 对 任何 
yE ,线性 型 x 一 (u(x)1y) 是 连续 的 , 且 据 (6.3.2), 存 在 唯一 的 
向 量 w*《y) 使 (11.5.1) 成 立 ， 由 a*(y) 的 叭 一些， 我 们 断定 xx 是 
线性 的 ,从 而 x 的 伴随 亦 然 . 《11.5.22> 的 第 二 个 论断 不 能 推广 到 准 
Hilbert 空间 (问题 2). 

称 准 Hilbert 空间 E 中 算 子 * 为 自 伴 的 (或 Hermite 的 )， 若 
它 有 伴随 且 w* 一 #4; 于 是 映射 《zx, 9) 一 (xy) 一 (zk 
是 BE 上 Hermite 型 ; 自 伴 算 子 * 称 为 正 的 (相应 地 , 非 避 化 的 ), 若 
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相应 的 Hermite 型 是 正 的 (相应 地 , 非 退化 的 ); 这 桩 我 们 记 z 之 0. 
对 十 任何 有 伴随 的 算 子 we， 4 十 sr 与 ilw 一 上 *) 是 自 伴 算 子 。 
(11.5.3) (i) 着 准 Hilbert 空间 E 中 连续 算 子 * 有 伴随 ， 则 w*w 
与 sw* 是 自 伴 正 算 子 , 且 上 a*all 一 aw*l 一 lx 人 一 ex， 特别 ， 
落 * 自 伴 , 则 oj 一 ul. 

(ii) 着 P 是 五 在 完 冲 向 量子 空间 上 的 直 交 射影 (6.3), 则 P 
是 正 Hermite 算 子 . 反之 ,若是 Hilbert 空间 * 则 互 中 每 个 Her- 
mite 村 等 (也 就 是 P 一 P) 连续 算 子 P 是 在 闭 向 量子 空间 P(E》 
上 的 直 交 射影 (这 冬 的 算 子 称 为 在 红 (E) 中 的 直 交 射影 》。 

《i) wr*w 与 nu* 为 自 伴 的 事实 由 关系 式 (w*)* 一 “与 (xz 六 
一 vtw* 得 知 ， 再 者 ，(w*w(x)|x) 一 《u(x)|wu(x)) 守 0 对 任何 
*& 互 成 立 ; 且 类 似 的 可 证 明 ww* 是 正 的 。 进 而 ,后 面 的 关系 式 证 
明了 lxC2) 记 a*w(x) 中 -xl 《 据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ), 因 
此 ( 据 (5.7.4)) ejP 志 Jja* 圳 ， 昂 一 方面 , 据 (5.7.5) 与 《11.5.2)，、 
ja*all 过 jj? ul 一 wlP, 论 断 GD 得 证 . 

(ii) 车 PP 是 在 完备 子 空间 PF 上 的 直 交 射影 ， 则 对 xe EE， 
y&EE, 有 (Px*jy 一 P'y) 一 0， 因 此 (P: xly) 一 (P xlP， 
二 (xlP'y)， 故 P 是 Hermite 的 ， 且 因 (P .xlz) 一 (P- zxIP 

“x) 关 0， 所 以 它 是 正 的 反之， 设 E 是 Hilbert 空间 ， 且 已 一 
P 一 P*; 则 对 E 中 任何 x,y, 寡 (P:xly 一 Py 一 (xlP'y 一 
已 . 力 一 0 因 关系 式 y 一 Px 歼 合 P'y 一 了.x 一 Px 一 
y， PCLE) 是 1s 一 了 的 核 ， 因此 是 闭 向 量子 空间 ; 此 外 ,对 任意 
YEE, y 一 Py 与 每 个 P. x 直 交 ， 也 就 是 与 RE) 直 交 ,于 是 
(让 得 证 . 

《11.5.4) 车 E 为 Hilbert 空间 ， 互 中 任何 紧 算 子 的 伴随 是 紧 算 
子 ， . 

因 互 是 完备 的 ,只 要 证 明 球 B: 人 | < 1 的 象 *(B) 是 准 紧 
的 就 够 了 ， 令 一 w*(8B), 这 是 E 的 紧 子 空间 ,并 在 空间 wc(F) 
(7.2) 中 考虑 这 样 的 集 豆 , 它 由 到 中 线 丛 连 续 上 映射 x->(x|y》 
在 了 上 的 限制 所 组 成 ,这 里 ye 3; 我 们 要 证 明 , 吾 在 多 c(F) 中 是 
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相对 紧 的 ,其 实 , 据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 有 1(z 一 jy)1 志 |x 一 
*， 因 ly 上 所 1， 这 证 明石 是 等 度 连 续 的 ， 另 一 方面 ,了 含 在 球 
jj 志 jj 中 ,因此 对 任何 ye 8 与 任何 x+€ 有 |(zx|7D[ 专 上 iall; 
于 是 Axoli 定理 (7.5.7) 证 明了 我 们 的 论断 ， 因 此 ,对 任何 8 > 0， 
存在 8 中 有 限 个 点 yj(1 所 j 所 m) 使 对 任何 ye 3， 有 附 标 i 满 
是 |(x(x)1y 一 | 魏 s 时 任何 x€ B 成 立 。 但 所 (11.5.1) 后 面 
的 不 等 式 可 写 为 [Cx lw*(y) 一 ww(y)))| 所 8; 故 或 w* (Cy) 二 wa*(y;) 
或 wr(y) 闫 a*(y;)， 而 可 取 xz 一 zj/lzl， 这 里 > 一 只 (7 一 
uw*(y;); 因此 断定 | 人) 一 ar 站 县 s， 证 完 。 

注意 ， 当 五 不 完备 时 上 面 证 明 w* (8) 为 准 紧 的 证 法 仍然 有 
效 ;但 可 能 发 生 下 述 俏 况 :在 淮 Hilbert 空间 EE 中, 一 紧 算 子 有 一 
非 紧 的 伴随 . 

(11.5.5) 设 * 是 复 准 Hilbert 空间 E 中 的 紧 算 子 ,有 一 紧 的 伴随 
zx。， 则 : 

a) 谱 Sp(x*) 是 Sp(x)》 在 映射 喜 一 E 下 的 象 。 

b) 对 Sh(x)》 中 每 个 4 到 0， RC4;w) 一 CL;w*). 

中 着 v 一 # 一 4.1z， 则 XE) 是 小 《0) 一 E(2;w) 的 走 
交 余 (6.3), 并 且 固 有 空间 EC%;w) 与 EC1; w*) 的 维 数 相 同 。 

d) 于 空间 F(X; sr)》 是 N(4; w) 的 直 交 余 ; 且 N(4; #) 与 
NG w*) 的 维 数 相同 . 

我 们 有 oe 一 w* 一 ,1s, 因此 由 (11.5.1) 有 《v(x)1y)== 
(x1v*《y))， 从 而 关系 式 v(x) 一 0 获 含 * 与 子 空间 %*(E) 直 
交 ， 那 么 ,把 (11.4.1) 应 用 于 w*, 则 we*(E) 是 F(X;u*》 与 NGX;n*) 
的 子 空 间 o*(NCX;n*)) 的 拓扑 直 和 ， 并 从 线性 代数 得 知 v*CE》 
的 余 维 数 等 于 v* (0) 一 ECX;w*) 的 维 数 ;因此 有 dimEC4; 4) 亏 
dimE(T; w*), 但 2 一 《as 故 有 dmE(C23 #) 二 dimB(1; sy) 
进而 ，B(a; w) 的 直 交 余 包 含 内 (BE) 有 与 wx(E) 有 同样 的 余 
维 数 ,因此 两 者 相等 ,这 证 明了 c)， 这 也 证 明 , 对 * 的 任何 固有 信 
2 天 0, 7 是 w* 的 固有 值 , 且 因 共 逆 由 关系 式 x 一 (sy 六 得 到 ,我 
们 也 证 明了 za)。 
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风 样 论证 可 用 于 " 的 逐次 迭代 省 ， 因而 证 明了 在 v* 一 
(《z5)* 下 的 象 是 2* 的 核 的 直 交 余 ， 利 用 (11.3.2), 《11.4.1) 与 关系 
式 # 一 (sn*)*， 这 立即 证 明了 b) 与 4). 

定理 (11.4.1) 与 (11.5.5) 可 以 转换 成 方程 x(x) 一 4x 一》 的 
解 的 判别 法 - 

(11.5.6) 在 (11.5.5) 的 假设 下 : 

GD 若 2 不 在 * 的 谱 中 , 则 方程 xx] 一 lz 一 对 每 个 yE 瑟 
在 E 中 有 唯一 解 . 

(31) 车 4 关 0 在 x 的 谱 中 , 则 欲 使 方程 x(w) 一 1x 一 y 对 于 
y& 五 在 E 中 有 解 的 充 要 条 件 是 , y 与 方程 w*(x) 一 x 一 0 的 解 
直 交 。 

对 有 限 继 空间 ， 这 化 为 数值 线 性 方程 组 解 的 存在 性 的 经 典 判 
别 法 . 

《11.5.7) 设 #x 为 复 Hilbert 空间 互 中 紧 自 伴 算 子 ， 则 : 

a) 谱 Sp(x) 的 每 个 元 是 实 的 且 对 * 的 每 个 固有 值 1 关 0， 
直人 一 工 

b) 若 1,z 是 “的 两 个 不 同 固有 值 , 则 固有 空间 EC4) 与 E(x 


直 交 . 
c) 设 (p。) 是 正 的 固有 值 的 严格 递减 序列 (有限 或 无 限 )， 
(») 是 负 的 固有 值 的 严 客 递 增 序列 (有 限 误 无 限 )。 对 等 个 使 ax 
《相应 地 , ve) 有 定义 的 令 Fi《 相 应 地 ，F*) 是 ECpn) 十 *… 十 
ECp4-:)《 和 相应 地 ,Ew,) 十 … 十 至 (pk-D)》 的 直 交 余 ; 那么 mx 
《相应 地 , v4) 是 函数 x 一 (n(x)1x) 在 Fi 《相应 地 , Fx) 中 球面 
jz = 1 上 的 最 大 (和 粗 应 地 ,最 小 ) 值 ,并 且 球面 上 满足 《x(x)|*) 一 
A&《 相 应 地 ，Ca(*)1x) 一 v0) 的 点 属于 ECpx)( 和 应 地 ，ECvk))。 
进而 ,lal 一 suplpa， 一 ) 车 w 冯 0. 

d) 空间 EB 是 子 空间 E(xs)、，E《v。) 与 EC0) 一 so) 的 
Hilbert 和 (6.4). 

《可 能 发 生 , 或 po 或 v 不 出 现 , 但 由 c) 得 知 ， 没 有 非 等 的 固 
有 值 的 仅 有 情形 就 是 “一 0 情形 .) 
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对 «的 任何 同 有 值 4 六 0, 我 们 有 ,对 相应 于 7 的 一 个 固有 向 
是 zx， (e(z)1z) 一 Mzlz); 但 (nl) |) 一 (zlz0o) 一 CT 
对 任何 *6 至 是 实 的 ， 因 此 ,由 (x|x) 是 实 的 且 不 等 于 0, 则 1 是 
实 的 。 着 "一 “一 2， 1 。， 则 我 人 有 o* 一 "， 因 此 据 (11.5.5)， 
2(B) 是 E(4) 一 w(0) 的 直 交 余 ; 这 约会 。 在 *(BE) 上 的 限制 
是 单 射 的 ,因此 ,所定 义 ( 见 (11.3.3)) NG) 一 EC2)，PCD) 一 z(E) 
因而 (2) 一 1。 这 证 明了 a). 义 因 据 (11.4.1), 对 任何 如 有 什 
# 天 4 有 BC 一 NC4)CF(4)， 我 们 也 证 明了 5》. 

首先 我 们 证 明 c) 的 后 一 部 分 。 令 osup(m, 一 m)， 那 么 所 
QL12) 喘 射 4 一 (w 一 5 .1s)- 对 于 151 > p 是 解析 的 , 从 而 
立即 得 知 映射 一 (ls 一 Ser 对 于 18| < 1/e 是 解析 的 。 再 


在 , 对 于 0 的 充分 小 令 城 中 的 罕 级 数 3 rw" 在 cx (B) 中 收 


化 于 《le 一 84)-A8.3.2.1); 据 (9.9.4) 此 罕 级 数 对 满足 1E| < 1/p 
的 每 个 8 收敛 ， 此 外, 对 每 个 满足 6 < < 1/p 的 +, 荐 人 表示 
[Iz 一 5 在 [5| 一 ”上 的 最 大 值 ,由 Canchy 不 等 式 (9.9.5》 
得 出 el 和 < Mfr" Mp， 特别， 若 利用 (11.5.3)， 则 得 对 每 个 
7 全 1，ijiul”< Mp”; 取 2 次 根 并 令 4 一 二 oo, 据 (4.3) 得 
all < 。。 另 一 方面 , 据 (11.1.3) 我 们 有 p < sj， 因此 liull 一 p. 

现在 用 (p,) 记 * 的 固有 值 的 绝对 值 的 严格 递减 序列 ， 于 是 
Pp, 一 p 一 sup(pus 一 2); 并 令 Gs 等 于 使 11 一 ou 的 (4) 的 和 ( 当 
然 这 种 固有 值 1 或 仪 有 一 个 或 两 个 )， 其 次 令 F, 是 Gi + -… 十 
Gs 的 直 交 余 ; 据 4 有 x《F,)CF,， 我 们 证 明 ，x 在 F。 上 的 限 
制 ve 满足 jeoj < pss 否则, 据 上 面 刚刚 看 到 的 (并 据 (11.2.7)》 
在 FF 中 将 有 固有 向 量 * 使 w(x) 二 2x 且 |2| 关 ps， 这 与 Ps 
的 定义 相 矛 盾 。 对 每 个 x€ Fu y€ Fsn 与 z€G， 写 + 一 y 十 
zz; 握 Cauchy-Schwarz 不 等 式 
有 一 usnll * HylP + Cab 1a) < CnC) 1x) < lanl 四 

+ Cu(2) 12). 

设 ps 二 ps 一 一 Vhs 因而 写 z 于 52 2 BCp), zs € E92); 
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这 得 出 (sz)1z) 一 onCls 旺 一 荐 el 办 ， 册 时 桶 一 录 相 十 lz 择 十 
las 站， 利用 上 面 丰 等 式 与 不 等 式 jwoa|ll < os， 我 们 立即 看 出 ,在 
,中 球面 lz 上 一 1 上 ，(u(x) 1x) 的 最 大 信 是 ps 且 仅 在 E (jn》 
中 的 点 达到 ， 最 小 什 基 一 ps 且 仅 在 EC) 中 的 点 达到 . 着 域 
没有 使 ps 一 一 vx 或 没有 4 使 ps 一 p4， 则 结果 是 类 似 的 且 
更 简单 些 ， 最 后 。 藻 我们 注意 ， 当 ps 二 ps 且 是 满足 po 二 
一 pk。 的 不 的 最 大 值 ，E 一 Fw 十 E(w) 十 -… 十 已 (xD)， 并 且 类 
似 的 , 当 内 一 一 ps 且 7 为 满足 p< 内 的 的 最 大 值 ，F% 一 
Fn 十 (pa) 十 … 十 E(p,)， 几乎 不 变 的 论证 即 得 <) 的 证 明 . 
现在 令 F。 是 由 一 切 F。 的 交 所 成 的 闲 子 空间 ; 气 定 义 ， 
(Fo)CF。， 且 # 在 Fs 上 的 限制 不 能 有 非 0 的 加 有 什 ; 据 c) 这 
昔 仿 在 Fe 中 w(x) 一 0， 此 外 ， 若 向 量 xe 瑟 与 F< 直 交 有 与 一 
切 BCut) 与 互 (yx) 直 交 ， 据 定义 它 与 一 切 G, 直 交 ,因此 属于 Fe， 
且 与 Fe 直 交 。 它 是 0， 这 证 明 ( 据 (6.3.1)) 了 ， 子 空间 BCp)， 
BCoA) 与 Fs 的 代数 和 在 EE 中 称 密 ;因此 , 据 (6.4.2), 上 是 这 些 子 空 
间 的 Hilber 和 ， 因 而 任何 ze 可 以 唯一 地 写成 “一 Dexh 十 
Ze + xo， 这 里 鸡 , 戏 与 闸 分 别 是 z 在 ECpx),，B (vi) 与 FP 
上 的 直 交 射影 ， 当 附 标 集 是 无限 集 时 ， 这 个 和 是 中 收敛 级 数 (> 
的 典 则 分 解 ); 我 们 断定 u(x) 一 Zkuaxk 士民 ipt， 且 由 表示 的 
唯一 性 , 可知 s(x) 一 0 萄 含 *e Fe; 换 甸 话说 ，F。 一 《0)， 
这 证 明了 (11.5.7). 
《11.5.8) 附 注 . 设 Eo 是 准 Hilbert 空间 , 它 是 Hilbert 空间 旦 的 稠密 
子 空间 (可 以 证 明 ,对 任何 准 Hilbert 空间 Eo, 者 有 一 Hilbert 空间 
互 具 有 此 竹 质 r9; 在 (6.6.2) 中 我 们 已 证 明了 当 Eo 为 可 分 空间 时 定 
理 的 特殊 情形 ). 设 * 是 E。 中 紧 自 伴 算 子 ;那么 定理 (11.5.7) 的 a)， 
b) 与 0) 的 结果 不 用 改变 ,对 * 都 成 立 .因为 由 恒 等 延 拓 原 则 得 知 ， 
# 到 巨 的 唯一 连续 延 拓 立 是 自 伴 的 , 且 容 易 验 明 | 一 lull; 于 是 
由 (11.4.2) 即 得 我 们 的 论断 ， 关 于 (11.5.7) 的 部 分 d), 很 清楚 * 的 
核 是 Bo 与 和 的 核 的 交 。 从 而 是 zs 的 垂直 于 一 切 固 有 空间 (4)， 
和 关 0 的 向 量 的 子 空间 . 但 若 考 虑 元 x& Bo 的 典 则 分 解 * 一 
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rh 二 ex 十 x0， 有 边 的 和 与 元 zo 未必 属 于 Bo( 问 题 14)、 
(11.5.9) 着 半 一 三 tt 十 症 tt 十 za 一 和 十 全 0 十 各 
是 互 的 丽 个 向 量 的 典 则 分 解 , 则 


Cu 1y) = PanaCah 7) + DD (TD ， 


右边 级 数 绝对 收敛 (6.4》， 这 公式 立即 表明 , 自 伴 算 子 * 是 正 的 当 
且 仅 当 没有 负 的 固有 值 难 ,并 玻 明 它 是 非 退 化 的 当 且 仅 当 xKK0) 一 
10}. 若 * 是 非 退 化 的 , 且 车 在 每 个 固有 空间 了 2)(2 天 0) 中 , 取 
一 直 交 基 8B, (由 有 限 个 向 量 组 成 )， 则 B; 的 并 是 可 数 集 ， 它 构成 
豆 中 完全 直 交 系 (6.5)。 
(11.5.10) 在 (11.5.8) 的 假设 下 ,应 注意 ,下 述 情况 是 完全 可 能 的 : 
Eo 中 自 伴 紧 算 子 是 非 退 化 的 ， 而 它 在 上 上 的 连续 延 拓 是 退化 的 
〈 换 句 话 说, x 的 核 在 名 的 核 中 未 必 笛 密 ); 这 即使 当 * 是 正 自 伴 算 
于 时 也 有 可 能 . 

对 Hilbert 空间 已 中 紧 自 伴 算 子 ，(11.5.7) 给 出 五 中 方程 
u(x) 一 4x 一 y 的 解 的 公式 : 
(115.11) 设 y 一 了 yi 十 本 ty# 十 yo 是 ?在 E 中 的 典 则 分 解 。 
那么 : 

a) 车 4 天 0 不 在 Sp(w) 中 ,方程 w(x) 一 4x 二 y 的 唯一 解 
x 由 它 的 典 则 分 解 
(L5111) > 一 六 -1 中 十 > Lj, 


[i > i 2 


给 出 。 

b) 若 4 是 固有 值 由 ( 相 应 地 , v4) 中 之 一 ,那么 , 为 了 方程 
zz) 一 4x 一 yy 有 人 解 ， 必 须 且 只 须 头 一 0《 和 应 地 , y* 二 0)， 解 
由 公式 (11.5.11.1) 给 出 ， 其 中 相应 于 px( 相 应 地 ，vk》 的 项 应 以 
ECpx)《 相 应 地 ，ECvx)) 的 任 一 元 代替 . 

<)》 为 使 方程 a (x) 一 》 有 解 ， 必 须 且 只 须 yp 一 0 是 级 数 
互 KL/eDjp 生 与 壮 区 17 芭 )j 和 收敛 ; 解 由 
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L5112) > 一 下 工 玉 十 避 交 十 
EE EA 
给 则 ,加 是 wK《0) 中 任 一 元 . 
结果 a) 与 b) 立刻 由 (11.5.7) 与 (11.5.6) 得 到 ， 所 述 公式 利用 
上 典 则 分 解 的 唯一 性 得 到 ， 同样 论证 证 明 , 若 n(x) 一 y 有 解 ,它们 
必然 由 (11.5.11.2) 给 出 , 因 济 得 知 条 件 的 必要 性 ; 且 若 这 些 条 件 满 
是 , 册 (11.5.112) 右 边 是 五 的 一 个 元 ( 据 (6.4)) 它 满足 w(x) 一 


问 题 


DD 设 5 是 定义 在 的 区 间 [0,1] 上 一 切 无 窃 次 可 微 复 信 孙 数 * 的 向 量 

空间 ,使 得 (0) 一 x(1)(8.12 节 ); 据 Hermite 式 

Gel) = | al Ta 
使 王 成 为 准 Hilbert 空间 。 设 “是 三 到 自身 中 的 线性 职 射 ,满足 w(z) 一 := 
试 证 ”是 自 伴 的 但 在 王 中 不 连续 。( 劣 十 序 列 《xsxa(7) = (siamrtja.) 

2) 设 下 为 可 分 Hilbert 容 间 。(eo)(=3e1) 是 下 的 一 直 交 基 ， + 是 F 中 
聚 算 子 , 满 足 ze) 一 (< + 04)/r (11.2 节 ,问题 3)， 设 5 一 wR), 并 设 4 
是 + 在 上 的 限制 ， 它 注 足 KE)cB， 试 证 在 准 Hilbert 空间 EE 中， “是 匹 
伴随 的 取 算 于 ， 

3) a) 设 E 是 复 Hilbert 空间 , f 是 EXE 上 连续 Hermite 型 ; 试 证 有 
常数 <。 使 fxs ?| < ele jl (参看 (5.5. 巧 )， 并 证 明 存在 下 中 唯一 连 
续 Hermite 算 子 0, 使 人 zy) 一 (Ux|y)。 

b) 设 E 是 可 分 的 ,并 设 (cw)sw, 是 E 的 直 交 基 ; 没 V 是 E 中 思绪 线性 算 


子 ， 定义 如 下 Va = 可 o/s， pe = 0 1>1， 并 令 思 一 V0*, 设 所 是 


5 的 子 空间 ,由 《6%) 的 (有 限 ) 线 性 组 合 组 成 , 并 设 1 足 映射 (zy7) 一 (cy 
在 厨 Xx 上 的 限制 , 试 证 1 是 馈 xE。 上 的 连续 Hermite 型 ,但 沁 包 中 线 
人 性 算 子 己 使 在 EoxE， 中 有 fx*sy) = (Ux|y)。 

5) 着 # 送 问题 1 中 定义 的 算 子 : 试 证 Hermite 型 《x，y) 一 (n(x)ly) 在 
ExE 中 不 连续 。 

4) 设 了 是 复 Hilbert 空间 ，# 是 E 中 Hermite 算 子 .证 明 # 必 
《假定 祖 到 , 证 明 能 够 由 归纳 法 定义 出 三 中 的 序列 (es) 使 对 每 个 ma |x, 
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以 及 标准 直 交 序列 (co) 使 得 :1° x 与 x(e1)，*…s tn(en.1) 直 交 ; 2° 若 和 是 
xs) 在 与 co …， mm 直 交 的 子 空间 Pa 十 的 直 交 射影 ， 则 ipo| 关 2 且 


dys 227 


(加 ye) [a) :2 一 /inl 久 司 考虑 中 的 起 * 一 


可 +/w 并 由 证 明 对 每 个 *，|(nC*)|ew)| 守 x 引出 矛盾 ;为 此 。 把 > 分 解 为 


属于 加 二 区 站 和 用 人 恒等式 


pe St 
(a(7)1z) = 《y |x(z))( 沿 动 驼峰 法 )，) 参 看 站 题 3) 与 (12.16,7)。 

5) 设 了 是 复 准 Hilper 空间 ; 省 U,V 是 E 中 两 个 Hermite 算 子 ， 且 
如 一 V 是 正 的 , 即 若 对 任何 *E E， 有 《DBx|z) 关 (xz)。 记 成 U27. 

a) 设 E 是 Hilbert 空间 ,和 且 有 笋 mw>0, 使 gm。，1。 试 证 , 0 是 E 到 
明寺 上 的 线性 同 胜 。 (首先 注意 ,对 任何 + Ez, fxh 关 wx， 因此 (问题 和 
鼠 是 五 到 三 的 一 周子 空间 好 二 的 线性 同 是 ;其 次 注意 * 若 点 x*€ 与 直 交 ， 
则 * = 0.) 

b)》 设 F 是 间 题 1 中 定义 的 准 Hilbert 空间 E 的 子 空间 ， 由 一 切 复 系数 
多 项 式 ( 在 点 0 与 1, 为 零 ) 在 [0,1] 上 的 限制 所 组 成 。 设 品 是 这 样 的 算 子 ,使 
等 个 多 项 式 x 6 对 应 于 多 项 式 《1 十 人 jx( 才 。 试 证 VU 是 5 中 满足 U3 1 
的 连续 Hermite 算 子 ,但 ULF) 在 下 中 再 密 且 异 于 F. 

6 4) 车 避 是 复 准 Hilhert 空间 E 中 正 Hermite 算 于 , 试 证 ,对 任何 
x€E, 


tox CUs| x) Ux U0) 
(考虑 下 Hennite 型 《x,y)(0x|y) 并 应 用 (6.2.1)》。 
h) 再 设 是 连续 的 (参看 问题 3c) 与 4)。 
负 a) 导出 
lax Ho (22x)9 
No = ,su CVxlx), 

7) 设 F, G 是 两 个 可 分 复 Hilbert 宏 间 ,(es)( 相 应 顽 ， (5,)) 《221) 尾 下 
【相应 赴 ，G ) 的 标准 直 交 基 , 工 是 下 与 G 的 Hibert 和 (6.4)。 设 ”是 工 中 连 
续 算 子 , 由 5(zo) 一 0。 v6,) 一 orf/r 定 义 :并 令 E=v(G) 十 内 (SG))， 设 “ 
古 ” 在 世上 的 限制 .证明 = 是 紧 的 并 有 一 伴随 s* ,但 w* 是 非 紧 的 .《 注 意 x( 6) 
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在 FF 中 稠密 但 在 中 不 闭 ; 荐 (*) 足 xG) 的 有 界 点 列 * 收 敛 于 下 的 一 点 ,但 
不 在 气 c) 中 , 斌 证 ,序列 《s*(xw)》 收 敏 于 蕊 的 一 点 , 它 不 在 E 中 ,利用 履 在 
E 上 的 限制 弟 单 射 这 一 事实 ) 

8)》 记号 与 假定 如 (11.5.9)。 设 (4) 是 递减 的 正 数 列 使 对 每 个 如 附 标 
?满足 加 一 上 的 个 数 等 于 dim(EC px)); 设 (ss) 是 5 中 直 交 系 ,使 对 加 二 wk 
的 那些 附 标 "mm 构成 E(p4) 的 盐 。 我们 说 (为 ) 是 # 的 严格 正 固有 值 的 完 
满 序列 。 

a) 斌 证 ,加 是 《wz*)iz*) 的 最 大 值 ， 这 里 * 在 下 的 满足 lz = 1， 
《lee) = 0 (1 和 AS 一 1) 的 子 集 上 变动 ;进而 ,最 大 值 对 * = mm 达到 ( 利 
用 (11.5.7.4)). 

b) 设 sm: 是 E 中 任意 向 盟 ， 用 p(s，，…s5.，) 表示 (afr)|1z) 
的 上 确 界 ,这 里 * 在 E 的 满足 sj 一 1， (zlzt) 一 0 (1<k<w 一 1) 的 子 
集中 变化 。 试 证 为 =6《 sess) 所 pw-1)(“ 极 大 极 小 原职;” 取 
= 属于 由 “。…“。 生成 的 子 空 间 并 验 朋 关 系 (zjza) 一 0， 对 1<k<* 一 
D. . 

5) 设 w*，w” 是 两 个 紧 白 伴 算 子 , 并 设 # 一 十 wr”; 设 (加),( 知 ) 分 
别 是 * 与 的 严格 正 固有 值 的 完满 这 列 ，(e:) 与 (ax) 为 相应 的 直 交 系 、 试 
证 ,着 入 知 与 为 1o~， 有 定义 ， 则 hoye-s 二 为 十 玫 《 著 碟 co(eil aa 
中 "94 4) 车 序列 (加) 是 有 限 的 县 有 项 , 且 若 入 与 b+w 有 定义 ， 则 
8 所 加 (同样 方法 , 注意 若 对 1&j<N, (x|o7) 一 0， 则 有 (x (2)ix) 专 
0). 

4) 在 与 6) 同 昼 概 设 下 , 试 征 ;着 闪 与 为 已 定义 ,出 [4 一 | <4 
(利用 关系 为 一 pass rs oo-1))。 进 而 , 若 w" 安 0 (相应 地 、w*<0)， 则 
为 产 加 《相应 地 ， 为 所 加) (同样 方法 ). 

5 当 E 是 有 限 维 时 ， 转 述 关于 ExE 上 Hermite 型 的 bj。e),d) 结果 
( 见 问题 9)。 应 用 于 下 列 问 题 : 设 ji(1<i<*w) 是 紫 区 间 1 一 [e351 上 的 


规则 静 数 ， 并 令 一 [5 4] 是 含 于 5 中 的 一 区 癌 ; 令 和 一 de (zz 


人 ~ det( 了 140) 是 相应 于 1 与 的 Gram 行列 式 ; 央 未 Gram 行列 式 为 
固有 值 的 乘 众 ; 试 下 A'< A, 

9) 4) 设 # 是 复 Hilhert 空间 中 紧 自 伴 算 节 ， 令 刀 是 到 的 团子 空间 ， 并 
令 ? 为 了 到 日 上 的 直 交 射影 (6.3)。 试 证 pew (或 po4op) 在 五 上 的 限制 尽 
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紧 的 与 自 伴 的 且 对 ?6 是，《z(?)17》 一 (KG7)y) 《利用 关系 式 所 = ?9). 设 
《和 4)，(Ew》 分别 是 “与 ”的 严格 正 踢 有 和信 的 完满 序列 . 试 证 若 b 与 pr 有 定 
义 ; 风 Ar 委 和 【利用 问题 gsb)). 

b) 再 设 « 是 正 的 。 斌 证 对 的 任何 有 限 点 列 (zo) weansdet( (a(x)jx1》 
入 der (zs |x)) (应 用 2) 于 由 xs 生成 的 子 空间 9). 

10) a) 设 * 是 复 准 ithert 空间 E 中 的 Hermite 算 子 。 试 证 对 任何 整 
数 ”> 0 与 任何 x€ 5 eC < fe) ent) (利用 Cauchy- 
Schwarz 不 等 式 )。 

5) 设 E 是 Hilbert 空间 ，# 是 紧 自 伴 筑 子 。 若 a(*) 关 0。 斌 证 对 任何 
整数 "> 0，xe(z) 兴 0， 上 且 正 数列 mm 一 ant(z)lyler(z) 递增 并 趋 于 一 极 
限 ， 它 等 于 # 的 某 个 固有 值 的 绝对 值 。 用 * 的 典 则 分 解 刻画 固有 值 ; 问 何 时 
向 量 列 "(x*)Wwn《x 首 在 中 有 极限 ?利用 (11.5.7).) 

11) 设 # 是 复 Hitbert 室 间 FE 中 紧 自 伴 算 子 ,并 设 1 是 谱 Sp(x) 上 定义 
生 进 综 的 复 信和 函数。 试 证 有 唯一 连续 算 子 ”使 得 (用 (11.5.7) 的 记号 ) ”在 
ECp4) 上 的 限制 (相应 是 ,ECw)*EK(0)) 是 映射 CHa)y( 相 应 地 ,ys 人 vs》 
yp yx0)。 这 算 于 记 为 Aw); 我 们 有 (14))* 二 7(w). 著 8 是 Sp(9) 中 连 
续 的 第 二 个 列 数 , 且 # 二 f+ g《 相 应 地 ,5 = 78)， 则 (x) 二 共 #) 二 EC) 
(相应 地 ,8(#) 一 藉 z)s(z))。 为 使 所 ws) 是 自律 的 《 柜 应 地 , 正 帕 伴 的 ), 必 须 
且 只 须 , 1(&) 在 sp(x)《 相 应 地 ,在 5p(*) 中 f(&) 之 0) 是 实 的 ;为 使 1(#) 是 
紧 的 ,必须 且 由 贷 式 0) = 0。 或 E 是 有 限 维 的 。 

12) 设 #* 是 复 Hilbert 空间 E 中 紧 正 Hermite 算 子 。 试 证 存在 E 中 唯 
一 的 紧 正 Hermite 算 子 使 一 ww “ 称 为 * 的 平方 根 ( 见 问题 11)。 

13) 设 是 可 分 复 lilbert 空间 ，(e)s>, 是 的 真 交 基 ， 设 #* 是 E 中 
紧 算 子 ， 由 xc = 0，#(es) 二 6517，#>1 定义 。 试 证 不 从 在 E 中 连续 
算 子 。 使 #* 二 # (注意 ,与 的 核 是 不 同 的 , * 的 核 的 维 数 是 1,》 

14) 设 五 为 可 分 复 Hilbert 空间 (casx 是 一 标准 直 交 基 ,* 是 E 中 紧 


正 Hermite 算 了 ,出 (ey) 一 0,4(ex) 一 /m9 n>1 定义 . 点 a 二 DD (erf 


#) 不 属于 wx(E)， 设 E。 是 E 的 笛 密 子 空间 ， 它 是 “(FE》 与 一 维 子 空间 
Clso + 4) 的 直 和 。 证 明 * 在 Eo 上 的 限制 * 是 紧 正 Hermite 算 子 ， 它 是 非 
退化 的 ,虽然 它 在 上 的 连续 延 拓 5 二， 是 退化 的 ; 此 外 ,在 向 量 “+ae E。 
的 典 出 分 解 (11.5.8) 中 ,被 加 项 不 全 属于 EB。 

15) a) 设 * 是 复 Hilbert 密 间 E 中 紧 算 子 ， 并 用 RR 与 上 分 别 表示 紧 正 
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Hermite 算 子 UtU 与 00* 的 相应 平方 根 ( 问 题 12)。 试 证 存在 中 叭 一 的 
连续 算 子 P， 它 在 一 KE) 上 的 限制 是 到 DU(E) 上 的 等 距 ， 它 在 5 的 
直 交 余 P 上 的 浴 制 是 ,并 且 它 满足 二 VR (注意 上 zj = Rel， 对 每 个 
x€E), 证 明 R= VU ~ RV*p, 且 工 = VRV*, 

5) 设 (ss) 是 只 的 严格 正 国有 值 的 完满 序列 ，(e) 为 相应 的 直 交 系 ( 河 


题 8)。 若 如 一 Va， 试 证 (为 ) 是 标准 直 交 系 ， 且 对 任何 *e Bs zz 一 >) 


mm(z|o)5s， 这 里 右边 级 数 收敛 ( 若 Rez = )at(*lat)aty 利用 (11.5.7) 的 
be 


证 明 , 试 证 lim |R 一 tl 一 90。 并 应 用 3))。 由 此 结果 导出 。(“*) 也 是 工 的 
严格 正 固 有 值 完 满 序列 ,县 ( 姑 ) 是 入 应 的 直 交 系 ， 序列 (en) 也 称 为 0 的 窜 
异 值 的 完满 序列 。 

5) 设 (8。) 是 的 非 零 相 异 固有 值 序列 , 排 成 下 列 次 序 , 对 每 个 2, [anl 
之 Histul， 若 mr: 有 定义 ; 令 四 是 N(pw) 的 级 数 , 并 设 (加 ) 是 这 样 的 序 
列 , 使 入 = &,、 且 对 每 个 #44 有 定义 时 ，| 加 | 之 | 和 +4:|，、* 且 对 每 个 使 
上 有 定义 时 , 满 是 加 一 kx 的 附 标 = 构成 六 的 一 个 区 问 : 有 上 央 个 元 。 试 证 ， 
对 于 使 如 与 w。 有 定义 的 每 个 附 标 *,， 和 12al< Ti %。( 设 Y 是 于 空间 


NC44)，1 Ker 的 (直接 ) 和 :并 设 Uy 是 0 在 上 的 限制 ; 试 证 在 了 中 有 标 
淮 直 交 基 《ci)acice 使 对 A>1# 《D(ei)]e) 一 0; 对 Sm。 若 隐 , 是 了 的 
子 空间 ,以 eob…e 为 基 , 令 名 为 已 在 Ws 上 的 限制 ， 并 令 严 为 二 在 耳 。 工 
的 直 交 射影 。 试 证 上 13j 等 于 友 0, = PyU*UP, 的 行列 式 , 并 应 用 问题 
9a).)》 

4)》 设 7 是 5 中 任意 连续 算 子 ,并 令 (rm)〈 相 应 岂 ，(9))》 是 CT( 相 应 地 ， 
TU) 的 奇异 值 的 沁 满 序列 。 试 证 ,对 于 使 myys 与 5， 有 定义 的 一 切入 5， 7, 过 
oT 相应 地 ,6s 志 owT1X( 荐 5 二 7TU, 注 意 5*5 志 [TO*U 并 应 用 问题 86))。 

e)》 设 了 还 是 紧 算 子 ， 并 设 (PB) 是 它 的 奇异 值 的 完满 序列 。 试 证 


5<( 江 wp) 闪 一 可 全 wy 与 有 定义 的 入 < 成立 (应 用 辣 


总 oo))， 
16) 设 E 是 复 Hilbert 空间 ，(e) 是 下 中 的 点 列 ;( 加 ) 为 实数 列 . 试 证， 


380 


车 级 数 wz) 一 ju(xjeo)o。 对 每 个 rEE 在 E 中 政 伊 ; 则 # 是 中 Her 


mite 算 子 车 一 般 项 为 4an]* 的 级 数 绝对 收敛 , 上 述 收 伍 条 件 总 能 满足 . 
如 果 (ss) 还是 标准 直 交 系 ， 则 当 序 列 4a) 有 界 时 收敛 条 件 也 满足 当 
加 关 0 晶 收 约 条 件 满足 ,* 是 正 Hermite 算 子 . 

17) 设 E 是 复 Hilbert 空间 , Eo 是 的 称 密 向 量子 空间 ; (xjy) 与 jx 
表示 EE 中 的 纯 最 积 与 的 范 数 。 设 在 E。 上 给 出 第 二 个 范 数 |xho, 它 使 杞 成 
为 Banach 空间 ,并 且 对 每 个 me E, 满足 fr| 和 es - 由。 这 盟 4 是 常数 ( 狗 
名 话说 ， 具 有 范 数 fo 的 可 到 其 有 由 可 的 准 Hilbert 空间 的 构造 导出 的 
范 数 | 志 的 EE 的 恒 等 映 射 je。 是 连续 的 )， 

a) 设 口 是 五 中 的 Hermite 算 子 (事先 并 不 假定 它 连 续 ); 试 证 藻 如 关于 
范 数 xh 连续 , 则 它 对 范 数 jx| 也 连续 . 《车 E 的 范 数 由 jzll 给 出 时 路 
是 (Eo) 的 范 数 ， 试 证 ， 对 每 个 整数 *， 当 x E。 时 有 fx /i 所 


(到 六 we， 利用 不 等 式 0 各 <Da Jose 上 (问题 10)a)).) 


b) 设 台 是 到 上 的 连续 延 拓 , 它 是 中 的 Hlermite 算 子 , 试 证 立 的 谱 
含 于 悟 的 谱 中 ( 当 U 看 成 关于 范 数 如 le 的 Banach 空间 二 的 自 同 态 时 )，( 涂 
5 是 关于 如 的 正则 值 ,注意 《V 一 651s。)” 可 连续 延 拓 到 ,利用 a).) 

5) 区 的 每 个 固有 值 是 实 的 ; 若 了 一己 一 2 lz 且 EK4) 一 Vy(0) 在 
5 中 是 有 限 维 的 ， 则 VCE。) 对 于 5 的 准 Hilbert 构造 正 交 于 EC4)。 叉 设 
恕 业 紧 的 及 4 天 0; 则 VC) 是 5 的 余 集 ,> 并且 它 关 于 范 数 xl 是 闭 的 ;由 
(12.16.8) 得 知 V 在 PE) 二 F(4) 上 的 限制 是 FC4) 到 自身 的 关于 范 数 
Il 的 线性 同 脏 。 试 证 。 若 六 = 六 一 4. 1s, 则 在 E 中 有 P+(0) = EG(%) 
与 YE) = CD (应 用 2) 于 V 在 KX) 上 的 限制 的 逆 ). 

4) 由 <) 推 证 ,车 (或 5 的 宕 ) 是 中 的 紧 算 子 (关于 范 数 lzlo), 则 立 
是 紧 算 子 (车 (加) 是 刁 的 固有 值 序列 ， 由 b) 与 <) 推 证 直 交 于 所 有 子 空 间 
到 和 ) 的 E 的 子 空间 是 六 的 楼 ，) 

18) 设 E 是 无 穷 纵 复 Hilbert 空间 。 对 EF 中 正 Hermite 算 了 了 ,十 列 条 
件 等 价 : 1”7T(E) 在 互 中 稠密 ; 2 T (0) = {0}; 3°(Tx|x)>0 对 任何 
=* 关 0 成 立 ( 对 (Tx|y) 应 用 Cauehy-Schwarz 不 等 式 ); 4” 了 是 非 退 化 的 . 
我 们 说 中 连续 算 子 品 是 氢 Hermite 的 , 若 存在 非 退 化 的 正 Hermite 算 子 
了 使 TU 一 DeT. 

a) 试 证 口 的 得 个 固有 值 是 实 的 ; 若 UV 是 紧 的 ;又 设 Y=U 一 4.1g 且 
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P -0) 是 有 限 维 的 ， 则 是 V(E) 与 ZKo) 的 拓扑 直 和 ， 有 内 4 是 (5 一 
slg) 是 单 极点 。 〈 考 天 用 纯 基 积 〈Tzjy》 将 巨 完备 化 所 得 的 Hitbert 空 
间 , 并 应 用 问题 7。) 


b) 设 (w) 是 满足 2) 中 所 1 的 不 同 实数 的 无 穷 序列 ， 设 E 号 维 数 为 


dim(Es) = n(n 之 1) 的 有 限 维 Hilbert 空间 序列 可 的 Hilbert 和 ， 在 所 中、 
设 (cin) eer 是 Hilbert 基 , DV, 是 五 中 的 这 样 的 算 子 : 当 i<# 一 1 时 
De = eit Um 一 oem 试 证 0o?, 而 对 满足 151 一 1 


的 任意 复数 5， 有 人 KU + 5 。15,) -中 > 广 V。 存在 E 上 唯一 的 连续 算 子 


局 它 在 每 个 五 上 的 限制 是 0,: 证 明 吕 是 拟 lenmite 的 ,并 且 是 它 的 固 
有 值 , 且 它 的 谱 包 1 oi 

中 设 吕 足 紧 氢 Hermite 算 子 。 试 还 着 00， 则 上 0 的 谱 不 会 运 化 为 点 
0, 的 固有 值 <0 是 (一 ，1s)” 的 单 极点 , 且 有 NC; D) 一 EC; 
吕 ) 与 YCE( 和 3D)) 一 ECj30*)。 进 箱子 空间 F( 和 ;0) 的 交 等 于 《0)， 
且 DY(0) 与 雹 硬 的 交通 化 为 0(4) 的 方法 ). 

4) 设 E 是 可 分 的 ,0 是 中 具有 下 述 狂 质 的 紧 连 续 算 子 ， 存 在 0* 的 实 
厨 有 信和 序列 (使 EC 和 ;0*) 的 和 在 5 中 称 密 、 试 证 是 拟 llermite 的 . 
(证明 存 在 中 的 全 序列 (如) 使 9 如 一 hnbn (对 适当 的 kz))， 并 定义 Ts 
使 Tx = 可 web。 对 适当 的 wm>0 威 立 . 问题 16。》 


=) 设 E 是 可 分 的 ,十 是 马 中 满足 下 述 性 质 的 紧 算 于 : (1) 口 的 所 有 固有 
值 为 是 实 的 ,县 对 每 个 * 有 《( 为 ; UV) 一 1; (2) 于 空间 F( 为 ; 5) 的 交 等 于 
UA(0); (3) U7(0) 与 可 (本 的 交 是 {0}。 试 证 是 拟 Hermite 的 (利用 
{11.5.5) 与 4))。 

1) 设 E 是 可 分 的 (es)sxe 是 EE 的 Hitbert 基 。 试 证 由 


Dom = 0 Venn = FT (m+ 


jee), ?>0 
定义 的 算 子 唔 是 紧 的 、 氛 Hermite 的 , 但 和 071(0) + UE) ( 它 是 一 代数 直 
和 ) 不 是 拓扑 直 和 (参看 6.5 节 问 题 2)。 

8) 用 和 中 同样 记号 , 设 0 是 由 Veo 于 cjn。，pe cm (> 


定义 的 算 子 ; 试 证 是 紧 的 , 拟 Hermite 的 ,但 和 07'(0) + VCE) 在 E 中 不 
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秋 密 ; 措 证 0* 不 是 氢 Hermite 的 。 

19) 设 E 是 Hilbert 空间 。 是 E 中 的 连续 算 子 ， 设 存在 中 一 元 崇 
0， 使 (1) 对 > 学 0， 元 素 m 一 Ura(Vr4 一 a) 形成 5 中 的 全 序列 ; (2) 在 
Hermite 算 子 了 一 局 十 之 下 EE 的 舟 是 一 维 子 空间 PD = Ka 

设 豆 是 五 的 闭 向 量子 空间 ,不 退化 为 0, 且 满足 UC 名)C Eo; 又 设 太 是 
品 在 Ea 上 的 限制 ,而 P。 是 E 到 E。 上 的 直 交 投影 . 

a) 试 证 不 能 与 了 直 交 。( 注 意 对 任意 与 直 交 的 y,， Uy 一 一 D0*y, 并 
推 证 若 5 与 也 交 交 , 则 对 每 个 YE 名 有 Wry = (一 1)"w**y; 再 证 这 与 假设 
条 件 Ze 形成 E 中 的 金 序列 相 蔬 盾 .》 

b》 试 证 对 每 个 x€ Eo, Usx 一 PoU$x 一 PoUtx, 

e) 试 证 在 Vo = zu + 豆 之 下 的 象 不 退化 为 0， 因 而 是 一 维 子 空间 
Do = Pa(D)《 利 用 Pos 0 与 5) 的 结果 )。 

4) 试 证 元 素 U3(Pox) 组 成 中 的 全 序列 ，〔 设 五 是 由 此 序列 生成 的 
5 的 泌 向 量子 空间 ,， 且 是 名 在 名 中 的 直 交 余 。 证 明 而 与 2 直 交 且 
DF) = U(F6) CFo; 如 a) 中 那样 推 证 。》 

20) 设 王 是 可 分 Hilbent 空间 ,是 也 中 的 紧 算 子 ， 它 的 谱 由 下 列 元 素 
组 成 : 0 与 满足 多 (和 ) = 1 的 互 不 相同 且 夫 0 的 固有 值 的 无 限 序列 (jy 
且 对 每 个 4，E( 加 ) 是 一 维 的 ， 又 对 每 个 * 设 a 是 相应 于 为 的 5 的 固有 各 
量 , 是 相应 于 为 的 U* 的 固有 疝 量 ( 见 (11.5.5))3 并 选 mybo 使 (oz16) 一 
1 


2a) 设 4 与 B 是 分 别 由 mm 与 和 生成 的 E 的 闭 向 量子 空间 ,BB 与 了 分 
别 为 了 与 4 的 直 交 余 。 试 证 ? 关于 是 稳定 的 ,包含 本 (0) 的， 且 了 在 
8 上 的 限制 具有 退化 为 0 的 谱 . 

b) 设 一 般 项 为 | 和 | "ion "ll 的 级 数 是 路 敛 的 。 试 证 对 任意 *《 4， 
Da 二 > 入 (zl 和 )os。， 这 里 级 数 在 E 中 收效 ;5 (0) 包含 4nB 


ec)》 给 出 4n 玉 是 无 限 维 且 2(4nB) 一 4nB 的 例子 。 可 以 利用 下 面 的 
方法 : 设 了 是 三 个 无 限 维 Hilbert 空间 F, R$ 的 Hilbert 和 ,而 它们 分 别 有 
Hilbert 基 (ja)， (tx) 与 (5); 在 F 十 RR 中 定义 一 个 序列 (zw)， 使 有 是 
在 F 中 的 射影 ， 且 由 wm 生成 的 闭 向 量子 空间 是 + R。 为 此 ， 注 意 在 具有 
Hilbert 基 (〈er)szo 的 Hilbert 空间 吾 中 ;由 m + ex(z 关 1) 生成 的 闲 向 量子 
空间 等 于 如。 我 们 将 把 F + 取 为 每 一 个 等 于 总 的 Hilbert 窗 间 的 无 穷 
和 ， 定 义 U, 使 对 1，Dar 一 oery 2 二 parts Ur 一 0 Use = fasnysy 
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这 里 序列 《1)》 与 (4,) 足够 快 地 趋 于 0 (参看 11.2， 问题 3)。 因 此 可 得 到 
B=F, A=F+RSS ANB=R, 


6，Fredholm 积分 方程 


列 在 我 们 应 用 前 面 的 理论 于 例 (11.2.87. 这 电学 讶 1 一 To 
上 过 续 复 值 冰 数 的 准 Hibest 空间 (1g) 一 | jC) 3 Ca 是 算 子 
使 0f 为 函数 


se | KC DH. 


我 们 说 算 季 避 由 核 函 数 天 所 定义 . 
C11.64)》 G 中 紧 算 子 口 有 紧 伴随 , 它 由 核 函 数 K*，K*(s, 人 一 
KG 定义 ， 

我 们 对 “< x 心 4 证明 恒 乏 式 


(11.6.1.1) [Mere a 0 fs)as | Cae, 


由 此 取 * 一 5， 据 定义 ， 即 得 所 需 结果 。 据 (8.7.3) 与 Leibniz 法 
则 (8.11.2)。(11.6.1.1) 两 边 是 x& [a， 5] 的 可 微 函 数 ; 它们 当 
一 “时 为 0, 且 据 (8.7.3) 与 (8.11.2) 它 们 的 导数 在 每 个 xe La,6] 
相等 ,因此 它们 在 [a,6] 中 处 处 相等 (8.6.1)。 

关于 特殊 情形 《Fredholm 交替 组 ) 的 判别 法 (11.5.6) 的 表示 ， 
我 们 留 给 读者 。 : 

若 开 (4 9) 一 K(s,1) (这 时 称 粮 K 是 Hermite 的 ), 紧 算 子 口 是 
自 伴 的 ， 因 准 Hilbert 空间 G 是 可 分 的 ((7.4.3) 或 (7.4.4)), 它 能 看 
成 Hilbert 空间 的 稠密 子 空间 (6.6.2)， 因 而 可 对 算 子 忆 应 用 
(11.5.8) 的 结果 ， 我 们 将 用 (4。) 表示 忌 的 ( 正 或 负 ) 固 有 值 序列 
重复 者 按 重复 次 数 照 算 ， 并 依 14。] jaonm} 的 方式 编 序 ; 又 用 
(ps) 表示 G 中 标准 直 交 系 ,使 得 车 满足 4, 一 px《 相 应 地 ,44 一 2》 
的 = 的 值 是 ;mm 十 1 w 十 7Y， 则 mspmhis"… "Pmty 构 城 
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本 


有 空间 ECpx》( 租 应 地 ,ECv4)) 的 基 ; 因 而 有 对 每 个 >，V(9) 一 
.9s。 称 g。 为 核 玉 的 固有 函数 . 
《11.6.2》 若 开 为 Hermite 核 , 则 级 数 3, 避 收敛 且 


了 二 人 a IKGs2) )gs. 


其 实 ， 若 对 函数 :一 K(s,t) 与 标准 直 交 系 (9。) 应 用 Bessef 
不 等 式 (6.52), 我 们 得 到 ,对 任何 和 


La 一 一 

>| | G8, as| < 上 {ECs, 2) lds 
亦 即 ,对 每 个 +e 了， 
O1621) DipOF < IKGDhs. 

bpy MM 
两 边 在 工 上 积分 并 利用 关系 式 (puj9,) 一 1 便 得 结果 . 

企 何 函数 6 G 在 忌 中 的 典 则 分 解 可 写成 f 一 ,cops 十 到， 
这 里 o = (jlp,) 一 上 fC) 5 本 4 但 如 已 看 到 的 ,所 可 能 不 
在 G 中 ( 见 问题 4); 另 一 方面 ,级 数 ,csp。 在 Hilbert 空间 已 中 
政 敛 ， 但 在 Banach 空间 一 多 (1) 中 不 一 定 收 策 ( 换 句 话说 。 


级 数 EcogaG) 未 必 对 每 个 *《 工 收敛 多 《 见 问 题 3)。 然 而 ; 
《11.6.3) 若 K 是 Hermite 核 , 且 对 其 个 函数 ge G 有 ff 一 Ug 


( 即 1 一 (DCDa)， 则 级 数 cvs(a) 在 1 上 绝对 且 一 


致 收敛 于 1)。 

在 如 中 我 们 已 有 上 典 则 分 解 & 一 ?sdug。 二 go 因 U 是 G 到 
E 二 WF.(1) 的 连续 线性 映射 C11.2.8), 如 连续 地 延 拓 到 5, 有 Ugo 一 
0， 我 们 有 了 一 Ug 一 31odsg。。， 这 里 收敛 指 E 中 收敛 意义 ; 即 
级 数 F414sdrqpn(r) 在 工 中 一 致 收敛 于 藉 D; 因 ce。 一 (fp。) 一 
《ga)》 = (glUgpo) 一 ing 一 Modr 这 样 除了 绝对 收敛 性 以 
外 我 们 已 证 明了 (C11.6.3). 但 对 任何 整数 Y, 据 Cauphy-Schwarz 不 
等 式 ( 对 有 限 维 空间 ) 
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Cin) < (Sn Dainon) 


且 据 Bessel 不 等 式 (6.5.2) 与 《11.6.2.1)， 右 边 以 与 N 无 关 的 数 为 
界 . 

《11.6.4》 若 KK 是 Hermite 的 ,又 若 2 不 在 吕 的 谱 中 旦 2 过 0 对 
任何 g€ G， 方 程 0f 一 对 一 8& 的 唯一 解 了 满足 


一 一 工 一 ， 
1 Ot ED 


这 里 级 数 在 工 中 绝对 且 一 致 收敛 ,并 有 do 一 (gj 

我 们 知道 , U1 一 好 一 # 在 互 中 的 解 属于 G, 这 是 因为 &€ G 
(11.5.6) 且 据 (11.5.11) 有 co 一 (fy) 一 di/(44 一 和 ). 四 8g 二 
寻 二 Uf, 可 以 应 用 (11.6.3), 这 就 证 明了 结果 。 

若 玉 是 hermite 的 , 且 4 关 0 在 口 的 谱 中 , 则 对 ge G, 方 程 在 
中 有 解 当 且 仅 当 《gq9%) 一 0 对 所 有 的 整数 加 (有 限 数 ) 成 立 ， 
且 4 一 加. 解 由 (11.6.4) 的 公式 给 出 ,其 中 对 任何 满足 4 一 2 的 
mm， 我 们 把 hwdn/2(4w 一 2) 换 成 任意 复数 ;级 数 在 了 中 绝对 且 一 
致 收 合 。 
(11.6.5) 在 与 (11.6.4) 的 同样 假设 下 ，Df 一 4f 一 g 的 唯一 解 可 


写成 fD 一 一 二 gD 二 RG 6 De(Dar。 这 里 R55 = 


一 喜 KGD 十 2. 语 pa (pa 站 ,而 级 数 对 (552) € LX 1 


(1o — 4) 
绝对 且 一 致 收 敏 . 
由 (11.6.3) 的 证 明 , 有 2。24sdrpa(z) 一 Ug(2)， 级 数 在 了 中 绝 
对 且 一 致 收 全 
一 LL io 
HoH FD 
《11.6.4) 中 公式 给 出 


HO = — Lg) —E) KG Dl as 
4 Er 
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+ 去 | Ge 


为 证 明定 至, 只 要 证 明 级 数 3 好 j9。(9) 上 的 一 致 收敛 狂 即 可 事 
实 上 ,有 5 > 0 使 对 每 个 4，|4s 一 4 空 9， 因此 据 Cauchy-Schwarz 


Sn 入 ， 2 
马 i LAGLAGIES 语 电 LAEROLAGH 


< 二 人 on) ze ， 
这 就 证 明了 级 数 2 加 (Cg。(C) 在 I X 了 中 绝对 且 一 
至 收敛 ;于 是 结论 贝 (8.7.8) 得 出 ， 
现在 考虑 函数 HG) 一 KCuss)KCtsd)dus 对 每 个 国定 的 
4€ 7, 我 们 可 以 对 它 应 用 (11.6.3 妃 并 且 团 到 
Hlsw) 一 Eadspals) pr lt) 
这 里 级 数 对 任何 偶 (st)€ TX 了 收敛， 特别 ,对 任意 se€ 了 ， 
Ce 一 Zo21pa(s) 1 且 Hls, 9) 连续 ; 据 Dini 定理 (7.2.2), 收 
伊 性 在 I 中 是 一 下 的， 证 完 . 
(11.6.6) 若 玉 为 Hermite 的 ; 则 
sm RGD ~ Pamela = 0 
a Rl 


对 * 6 了 一 致 成 立 。 
用 (11.6.5) 证 明 中 记号 ,我 们 有 


(11.6.6.1) lim( HCG») 一 2 入 C9)) =0 


对 + 6 了 一 致 成 立 ;如 果 利用 ps 是 可 的 固有 向 景 以 及 它们 是 直 交 
的 事实 去 计算 (11.6.6) 中 所 述 积分 , 我们 得 到 (11,6.6.1) 左 边 的 表 
示 式 ,从 而 得 到 结果 . 

一 般 地 ,级 数 3ul ps0:)pal?) 不 是 对 一 切 (seE TX 了 路 
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敛 ; 但 我 们 有 特殊 结果 : 
(11.6.7) 《Mercer 定理 ) 设 紧 算 子 了 由 Hermite 核定 义 , 且 是 正 
的 ， 则 我 们 有 Gs, 让 一 24s wa(s)gsb), 这 里 级 数 在 TX 了 上 
绝对 且 一 致 收敛 

我 们 记 住 ， 这 里 对 一 切 *, 有 1, > 0(11.5.9)。 首先 我 们 证 
阴 ， 对 每 个 *E 了 ,级 数 Znle|9pw(C)1 收敛 ， 对 任何 < 了 ,有 
(s,s) 之 0。 否则 ,将 存在 :在 了 中 的 邻 域 ,使 对 (5, 中 EVXV 
有 弦 (K(s',)) 所 一 8 之 0， 设 9 为 了 到 [0,1] 的 连续 映射 ,在 点 
等 于 1, 在 I 一 上 等 于 0(4.5.2)， 则 据 (8.5.3) 有 


fa 天 (Co p(s ds < —8 (0 pd) < 0. 


但 左边 是 (Ug19)、 因 而 这 与 U 是 正 算 子 的 假定 相 违 . 
现在 注意 , 对 任何 有 限 个 固有 值 (1 所 《所 阅 ， 民 (一 


Gs) 一 > heaCs)ot(z) 是 正 算 子 UV 的 核 部 数 , 因 我 们 有 


(Uf) = (VHD — 己 Ge 


但 容易 验 明 , 此 方程 的 右边 可 写成 (Vgjg)， 这 里 g 一 1 一 2) 


= 
(lpxe)pr， 因 此 握 假 设 它 是正 的 ， 效 据 (5.3.1》, 由 Ks,:) 守 0 
得 知 ,级 数 252419sCs2 上 | 收 第 , 且 对 一 切 s € 工 有 254o1pAOP 专 
Kls,5), 据 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ,我 们 断定 ,对 一 切 (s,1)€ 工 X 
了 有 
# 


《11.6.7.1) > ,laCs) Pst)| 
<{S uteO0 (Balto) 


<{xGD (DloOF). 


np 
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内 天 (ts6) 在 工 中 有 界 , 对 固定 的 5 了 ， 级 数 > 24 pa(s)gps (2) 


对 + € 了 一 致 收敛 ， 据 (11.6.6), (8.7.8) 与 (8.5.3), 我 们 断定 对 一 
切 《90)E 了 XI 了 有 Zohn Pa(s)8ol?) 二 Ks, 1， 这 是 因为 > 


IKGsD) 一 入 489r(s)wot2) 上 在 I 中 连续 且 它 在 IT 上 的 积分 为 0. 


特别 地 ,有 K(s, 5s) 二 2.4,1pa(s) 1]; 因而 据 Dini 定 理 (7.2.2), 级 数 
sis]9a(5)| 在 工 中 一 致 收效 ， 且 (11.6.7.1) 证 明了 级 数 3,4。 
(5) ps(D) 在 工 X 工 中 绝对 且 一 致 收效 ， 这 就 完成 了 证 明 ( 见 问 
题 3 与 8). 

(11.6.8) 风 注 ，(11.6.7) 的 结果 当 仅 假 定 上 有 有 限 个 加 有 值 
加 < 0(1 所 处所 加 ) 时 仍 是 正确 的 。 因 为 (11.5.7c)) 证 明 , 在 与 6 
中 E(m) 十 … 十 (wm) 的 直 交 余 空 间 For 中 , 算 子 的 限制 
是 正 的 ,并 且 我 们 应 用 (11.6.7) 于 这 个 算 子 ,容易 验 明 , 它 对 应 于 核 
函数 Ke 一 B44 pa《 人 palt)， 这 里 # 取 遍 一 切 满足 44 之 0 的 
附 标 ( 有 限 个 数 )， 结 论 立即 得 到 . 

(11.6.9) 我 们 能 在 较 大 的 准 Hilbert 空间 中 考虑 算 子 UV, 即 规则 
函数 的 空间 E+(7,6), 它 是 右 连续 的 ( 亦 即 满足 对 a 所 :<5, 有 f(z 


0) 一 KKD)》 且 满 足 jC5) 一 0 对 这 样 的 函数 ,关系 | 1KCO Tar 


一 0 蕴含 f) 一 0 在 了 一 [s,2] 中 处 处 成 立 ， 因 为 它 蕴含 除了 
一 个 可 数 子 集 疙 外 , f(z) 一 0 ( 据 (8.5.3)), 并 且 满 足 a 所 1<5 的 
每 个 * 都 是 工 一 闪 中 递减 点 列 的 极限 ， 空间 G 可 以 等 同 于 F+ 的 
一 子 空间 ， 由 最 终 改变 连续 函数 1 €& 6G 在 点 的 值 而 做 到 ; 容易 
证 明 ( 利 用 (7.6.1))，G 在 F+ 中 称 密 。 于 是 (11.2.8) 的 论证 表明 ， 
U 是 F+ 到 Banach 空间 互 一 客 -(7 的 紧 映 射 (从 而 更 加 是 准 
Hilbert 空间 F+ 到 咎 身 的 紧 有 映射 )， 当 6G 用 F+ 代替 时 , 所 有 已 证 
结果 对 6 中 算 子 U 仍 然 正确 。 
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问 是 


1) 推广 11.6 节 的 结果 ( 除 (11.6.7) 以 外 ) 到 K(s, #) 满足 8-11 节 癌 题 
4 的 假设 下 的 情形 (利用 那个 问题 以 及 11.2 节 问 题 5)。 
32》 在 11.6 节 的 准 Hilbert 空间 6G 中 ， 令 (加 ) 是 全 标准 直 交 系 (6.5); 


全 KoD 一 立 60 光 林 ， 关 令 二 (= 上 1X1ar (标准 直 交 系 


(1) 的 第 Lebesgue 函数 )， 对 任何 函数 gE6, 令 (2) = (elf) 


以 致 ae (x) 一 】 (rpe(9ae 对 任何 * & 了 成 立 。 

2) 试 证 ; 若 对 基 个 “6E1， 序列 《H(zo)) 是 无 界 的 ， 则 有 函数 ge G 
使 序列 《sw(8)(z。)) 无 界 。 《利用 反 证 法 ,并 证 明 , 在 相反 假定 下 可 定义 严格 
北 赠 整数 序列 《m4)， 以 及 G 中 印 数 译 列 (24)， 具有 下 列 性 质 ; 
人 ge per(ow | ( 报 候 设 它 是 一 有 限 数 )，。 令 小 一 


1° 令 二 sun| 
a 


ps 
则 
ma 2 (ga + 1)(d + 大) 
2° 设 gu 是 违 续 函 数 , 浦 足 pa) = px(2) 二 0， 在 了 中 |pko|<1 且 


gape) | 之 m12 ( 见 8.7 有 问题 昌 ; 则 ma=pw/CGxee + D)。 


于 是 证 明 阴 数 z -总 6 在 /中 省 续 且 与 假设 矛盾 ， 为 计算 积分 K(xw 


jes)at， 分解 2 为 玉 gi + sk 十 六， gr 将 第 二 个 积分 极 小 化 而 将 另 两 
Er Ez 


个 积分 极 天 化 (滑动 驼峰 法 ).》 
b)》 试 证 ;对 ?二 了 一 1, 1] 中 三 角 系 (6.5)， 第 = -Lebesgue 函数 是 常数 


om 


有 im 和 一 二 oo (注意 | 


in rmt 
5 


na 上 > 才 对 于 2<t<m), 断定 


对 任何 《1: 存在 1 中 连续 函数 8g、 使 g( 一 1) = g(1) = 0, 对 于 它 ,# 的 
“Fourier 级 数 ” 部 分 和 了 修 eos) er 对 > = = 无 界 。 
一 放 上 
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3) 设 = 是 上 一 【一 1;1] 上 定义 有 连续 的 复 值 话 数 ,满足 28( 一 1) 一 21) 
二 0; 延 拓 # 为 RR 上 以 2 为 周期 的 连续 函数 。 设 K(s,) 为 gl: 一 } 在 
7 x 7 上 的 限制 ; 若 8( 一!) = 5 07。 用 核 K(s， 1!) 定义 的 紧 算 对 是 自 伴 
的 。 试 证 沙 数 pr(:) = ef/Y 2 是 如 的 固有 向 量 ， 相 应 的 固有 值 是 # 的 
“Fourier 系数 ”mw 一 了 gC)eias, 

利用 这 结果 与 问题 ?给 出 Hermite 核 衣 数 天 的 例 , 关 于 它 以 和 gs (*) 
yn!) 为 通 项 的 级 数 对 某 些 * 与 * 的 值 有 无 界 部 分 和 ?并 给 出 一 个 正 Herm- 
ire 核 消 数 , 关于 它 有 销 数 1 《 G 使 级 数 (19s)ga(:) 对 某 些 :的 值 


有 无 办 都 分 和 。 
4) 设 工 一 [一 zz 3z]， 在 1 x 1 上 定义 Ky1) 如 下 ， 对 0 <<: < 27， 


0<t<2r 它 等 于 绝对 收 伍 级 数 Dp singssinnt， 对 于 【1 x 了 中 的 其 它 (5, 让 


值 它 等 于 0。 给 出 函数 1 & G 的 例 使 在 f 的 典 则 分 解 中 :为 不 属于 G，(& 的 
固有 函数 是 满足 pe(:) 一 0 (对 一 2z<t<0)，9e(7) 一 汽 sinm (对 0 < 


志江 ) 的 国 数 gr。 取 1 为 了 上 的 过 续 函 数 ， 使 在 [02z] 上 等 于 2 一 
并 证 明 级 数 (jpgx() 在 了 中 处 处 收 伍 ， 但 有 不 连续 和 ,) 


5) 用 11.6 节 的 一 般 记 号 , 设 关 是 定义 在 上 x 1 上 的 Herinite 核 * 并 设 
如 是 G 上 和 相应 的 紧 自 伴 算 子 。 试 证 ， 对 每 个 #>4，t 对 应 于 Hermite 核 
Ks， 它 由 归纳 法 如 下 定义 : K, = K, 且 


， 
Ke 7) = | Rass KC td, 


证 明 对 j>2，Hi(o 四 二 守 对 B0J pn 人) 级 数 在 1 x 中 绝对 且 - 一 至 


收 化 ， 再 证 久生 X66 有 D1 = 总 Ju 而 序列 (Los/A) 是 志 


增 的 ， 有 有 极限 等 于 |%.1?， 这 蛙 入 是 5 的 宛 有 值 的 最 大 绝对 值 ( 科 中 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 )。 

6) 用 11.6 节 的 记号 , 令 K 为 1 x 7 上 任意 连续 核 函 数 , 并 令 U 是 G 中 
相应 的 紧 算 子 , 令 沁 是 6 中 满足 0CM)CM 的 有 限 维 子 空间 ; 设 (84) ,erer 是 
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窑 间 邓 的 标准 直 交 基 记 pb = 如 ob. 证 明 台 eu'<p HsO1 


本 《对 每 个 16 1 应 用 Bessel 不 等 式 (6.5.2) 于 函数 *->k(sy 0) 与 6 中 
标准 直 交 系 (Fs).) 
设 (各 ) 是 吕 .5 节 问题 15c) 中 定义 的 (关于 算 子 的 序列 。 证 明 级 数 


bp 1] 收 敏 , 且 > Ta < ef KCsDPa (用 11.5 节 问题 15c) 的 
记号 ,应 用 前 面 结果 于 也 空间 NC) 的 任何 和 .) 

7) 给 出 Hermite 校 Ke 的 例 ,使 得 : 着 是 c 中 相应 的 紧 算 于 ,Vv 
是 态 的 平方 根 (11.5 有 有 问题 12)， 没 有 Hermite 核 与 紧 算 子 相 对 应 ， 车 
存在 这 样 的 核 。Mercer 定理 (11.6. 力 应 能 应 用 于 它 ; 于 是 取 攻 为 问题 3 中 的 
第 一 个 例 于 ,) 

8) 试 证 为 使 由 Dermite 核 Kt) 定义 的 紧 算 于 口 是 正 的 ， 其 充 要 条 
件 为 ,有 是 (在 ! x 1 中) 一 个 正 弄 本 数 (5.3 节 ， 问 题 人)。( 为 证 必要 性 ,对 于 
在 了 的 有 限 个 点 “(1<i<”) 的 任意 小 信 域 之 外 为 0 的 函数 写 出 不 等 式 
人 7 GssDKs)dr20， 为 证 友 分 俱 ， 利 用 与 8.7 节 问 题 1 相同 的 方 
法 )。 四 此 链 质 与 6.3 节 问题 8,6.6 节 问题 5 给 出 Mereer 定理 的 新 证 法 。 


9) a) 定义 在 1 x ?7 上 《1 = [0, 引 ]) 并 满足 8.11 问题 4 假设 的 核 函 
数 KCs,t) 称 为 Valterra 核 ; 若 对 *>b KGsst) = 98. 令 M= sup |K (ss 


ExT 
人 11， 着 如 是 6 中 相应 于 天 的 紧 算 子 ( 问 题 )， 试 证 "对 应 于 一 个 “Volterra 
核 Ks 满足 对 # > 1 与 5 专 二 1K)| NM" 一 sz 一 1)1 (利用 对 
?的 归纳 法 )。 由 此 推出 ， 口 的 谱 化 为 0 且 对 任何 5E Cs(16 一 60) 一 
10l MI ema 

b) 取 4=0, 5 一 1 对 st，K(4 人 二 1 而 :>t Ky 二 9。 斌 
证 ， 对 这 样 的 核 ，C11.6.5) 中 的 函数 R(s,t,4)， 当 :过 :时 等 于 一 4?exp 
(i 一 /4)， 而 当 s > + 时 等 于 0。( 利 用 (8.14.2) 计 算 .》 

10) 设 是 (11.6.9) 中 定义 的 对 于 区 间 1=[0, 1] 的 准 Hilbert 空 
闻 ， 忌 是 问题 %b) 中 定义 的 算 子 ， 因 而 对 每 个 函数 *E Pty，y = Ux 是 函数 


Lan se. 空间 Pa 在 Hilbert 空间 E 中 是 狂 密 子 空间 (56.6.2); VV 被 连续 


地 延 折 成 为 E 中 的 紧 算 于 ,并 仍 记 为 0(11.2.9)， 在 本 问题 中 ， 将 确定 E 的 
一 个 闭 子 空间 二， 它 不 等 于 0 与 5, 县 满足 UCB) cE 
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=》 试 证 《利用 (7 .4.1)) , 算 于 上 满足 11.5 节 问 题 19 的 条 件 ,在 那里 取 < 
为 在 1 中 等 于 1 的 常 画 数 ; 设 mE Bo 使 Pua = "ooo， 其 中 > 0,|ol 一 1， 使 
0<so<1， 对 每 个 x€ Bo Vox = 如 (x14o)as (11.5 节 问 题 19 的 记号 ). 

b) 对 每 个 非 零 5EC， 设 15) 一 1 一 中 (De 一直 ) -slm)。 试 证 对 
天 0， 有 从 一 5) 开 司 一 1，( 为 计算 这 个 积 ,利用 从 a) 推出 的 关系 式 (ze 十 
一 (De 全) 1ao|ao)，。 并 化 为 表示 式 (D8 一 全 (Dot D8) (U。 
+61)"',) 从 上 述 关系 式 与 问题 9) a) 推 证 ,i(#"') 是 C 中 非 堆 整 函数 。 利 
用 问题 9)a) 的 控制 与 10.2 节 问题 8)c), 推 证 1(67') = exp(:36)。 

5) 由 b) 与 问题 9b) 推 证 ,函数 a 在 0 和 :<1 一 点 中 等 于 0, 而 在 1 一 
号 1&1 时 等 于 1, 并 且 EF。 是 由 在 区 间 0<*<1 一 号 中 为 0 的 本 中 的 通 
数 生成 的 子 空间 在 三 中 的 闭 包 . 

11) 对 定义 在 [0,1] 中 的 任意 两 实 值 连续 函数 j，z, 用 f* 8 记 定 义 在 
[0, 1] 中 的 函数 帮 *) 一 人 Xz 一 2)(y)ay。 试 下 1+。 是 连续 的 ， 且 等 于 


8 车 五 ,二 , 记 是 定义 在 [0, 1] 中 的 三 个 连续 函数 ， 试 证 (fxf)*j, 一 
hs(hx1)， 记 为 ftfokj。 对 每 个 整数 *>0， 可 归纳 地 定义 1*” 为 
pra fe) MN rp em 

设 # 在 [0, 1] 中 连续 且 区 0) 关 0。 试 证 ,着 对 定义 在 [0,1] 中 的 连续 隙 数 
吾 有 fj*8 一 0， 则 中 关 0 (“Titchmatsh 定理 ”)， 注意, 用 问题 10) 的 记号 
Vf 二 a* 4， 并 由 问题 10) 推 证 ， 存 在:, 使 0<:<1 县 由 # 与 094，n 之 1 
生成 子 空间 在 中 的 闭 包 , 也 是 这 样 的 在 [0, *] 中 为 0 连续 前 数 的 集 的 闭 包 ; 
假设 条 件 f0) 0 歼 合 :二 0， 最 后 注意 ;函数 一 *e(1 一 :) 属于 5 筷 与 每 
个 Znf(* 关 0) 直 交 ， 

12) 设 ECC* 是 具有 再 生 核 的 Hitbert 空间 (6.3 节 ， 问题 4; 参见 
9.13 节 问题 )。 设 0 在 E 上 连续 且 0* 是 它 的 伴随 。 

a) 证 明 ， 对 任意 7EX， 消 数 U0* * K('，y) 属于 5; 若 令 L(x,y) = 
(0* 。K(,,y))(*)， 则 对 任意 函数 1E 5， 我 们 有 (0 ,站 (Y) = (L(y))。 
我 们 说 算 子 是 算 于 0 的 核 函 数 . 

b) 证 明 ,函数 (zy?) 一 区 ?35*) 是 算 子 0* 的 核 函 数 。 如 果 上 是 唯一 的 、 
则 我 们 有 

Co) LC 1)) = Ky,#). 

5) 假设 E 可 分 。 如果 (如 ) 是 E 的 Hilbert 基 , 且 吕 是 唯一 的 , 则 mm = 
如 。 扣 构成 E 的 Hilbert 基 ， 并 且 对 于 局 的 核 函 数 。 我 们 有 L(x,y) 一 
Ff) Be) 
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7. Sturm-Liouville 问题 


我 们 考虑 在 如 的 紧 区 间 7 一 [a, 5] 的 二 阶 线性 微分 方程 
117.1) y* ~— gle)y + hy = fC), 

这 里 g(x) 是 了 上 的 实 信 连续 函数 , f(x) 是 工 上 复 值 正则 函数 , 它 
除了 有 限 个 内 点 外 是 连续 的 ,并 且 4 是 复数 . 《11.7.1) 的 解 指 的 是 
一 连续 可 微 复 值 函数 y(x)， 使 y'(x) 是 仅 具 有 限 个 不 连续 点 的 正 
则 函数 的 原 函 数 , 且 关系 式 

yx) 一 9 + p(x) ~— fx) 
在 了 的 有 限 子 集 关于 了 的 余 集 上 成 立 。 Sturm-Liouville 问题 是 去 
找 方程 的 解 ， 使 它 还 满足 两 个 边界 条 件 
《11.7.2)》 (Ke) 十 和 Co) 一 0。 和 (3) + ky’) 一 0， 
这 里 页 , 币 ， 各， 息 是 实数 , 且 后 无 不 全 为 Mi 一 1, 2). 

下 面 我 们 假定 已 有 了 线性 微分 方程 的 初等 理论 ( 见 (10.8))。 
首先 考虑 齐 次 方程 
《11.7.3》 yy" — gre)y+y~ 
注意 ,对 于 (11.7.3) 的 任何 解 y” 在 工 中 连续 . 

《11.7.4) 存在 数 7 > 0 使 对 实数 1 所 一 + , (11.7.3) 的 满足 边界 
条 件 (11.7.2) 的 仅 有 解 是 0. 

因 q，4， 所 ,如 都 是 实 的 ， 很 清楚 ， 若 (11.7.3) 的 解 满足 
(11.7.2), 它 的 实 部 与 碟 部 也 是 满足 同样 边 值 条 件 的 解 ; 因而 可 限 
于 考虑 实 的 解 。 首先 设 记名 到 0， 因 此 可 设 多 二 石 一 一 1 于 
是 还 可 以 设 y(a)* 关 9， 否则 我 们 将 有 ye) 一 0, 且 据 存在 定理 
〈10.6.3) 和 (10.8), 我 们 得 到 定理 的 证 明 ， 用 适当 常数 乘 y, 便 可 假 
设 ?Ca) 一 1，y(a) 一 加， 注意 若 对 yz) 关 0 令 = 一 YA 则 
有 
《11.7.4.1) 2 = gC) 一 1 一 好 
令 M 一 sp ln)1, 并 设 1 委 一 凡 一 如 一 1; 那么 有 ss)== 
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32(a) 一 2 一 寻 关 1， 因 而 > 在 关于 工 的 某 个 邻 城中 严格 递增 . 
我 们 证 明 在 了 中 y(x) 关 0 且 对 一 切 x > a，z(x) > 看， 首先 设 
y(x) 在 I 上 为 零 ， 并 令吉 为 ylx) 一 0 满足 > 。 的 最 小 解 。 则 
对 a 私 >z<xoy(xe) > 0，、 因 此 y《x1) 之 0 ( 它 不 能 为 9, 否则 y 
将 在 了 中 和 恒 等 于 0, 这 是 由 于 唯一 性 定理 《10.6.3)) 并 且 因 对 任意 
x EJ， 4g(x) 一 2 之 0， 所 以 据 (11.7.3) 对 a 所 x 之 ny 9)>> 
0， 因 此 y 对 4 所 x 过 x 递增 ,从 而 在 这 区 闻 上 < 0; 于 是 知 当 
+ 之 x 趋 于 x 时 , z(x) 将 趋 于 一 22。 因 z 对 4 把 + 之 x 连续 ,在 
这 区 间 上 应 有 最 小 数 和 > 使 z(z2) 一 加 且 对 a 所 x 过 x 
石 < x(x)。 这 效仿 s(x2) 所 0; 但 我 们 有 (xza) 一 (zz) 一 2 一 
如 之 1， 这样 得 出 矛盾 , 这 就 证 明了 我 们 的 两 个 论断 、 辣 样 可 知 ， 
若 4% 志 一 M 一 太一 1， 则 在 I 中 (x) 所 如， 这 样 函数 z 在 了 
中 将 满足 1z(*)| 科 ec 一 snPC| 友 |， [il)， 这 里 “与 1 无 关 。 现 
在 由 (11.7.4.1) 得 到 2x"(x) 之 一 M 一 1 一 ?一 yp， 其 此 ， 据 中 入 
定理 , 如 一 向 二 2z(6) 一 2《4) 之 p(5 一 a)， 若 取 4 满 足 
4M 一 一 | 引 二 和 | 一 1， 
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我 们 得 到 一 个 矛盾 ， 这 就 完成 了 (11.7.4 当 kk 了 0 时 的 证 明 . 

其 次 , 设 石 一 0, 名 天 0《 因 此 我 们 能 假设 如 二 一 1)， 那 么 ， 
用 适当 常数 乘 y， 可 以 设 y(n) 一 0， y(n) 一 1; 于 是 当 x > “和 趋 
于 “时 xz 趋 于 +co， 设 1 所 一 M 一 2; 我 们 首先 证 明 在 7 中 
yx) 之 1， 因 据 (11.7.3) 对 * > 4 在 4 的 一 邻 域 中 有 y"(*) > 0， 
故 y(9 之 1 对 + 之 4 在 4 的 这 一 邻 域 中 成 立 ， 设 对 某 个 x > a， 
有 y'x) 一 1， 并 令 六 为 此 方程 的 最 小 解 ， 则 对 4 三 + 志 罗 有 
y (Ce)1, 因此 在 这 区 间 上 y (x)>0 且 据 (11.7.3) y”(x) >0; 但 我 
们 应 有 y”(x1) 所 0, 这 是 一 个 矛盾 .这 样 ，? 在 工 上 是 严格 增加 的 。 
因此 < 对 a<zr<4 是 有 限 的 . 我 们 证 明 zC)> VM 一 4 一 1 
否则 , 将 有 最 小 的 < 满足 z(xz) 一 MV 一 M 一 4 一 1， 且 在 这 点 处 
将 有 zx) 所 0。 但 由 (11.7.4.1) 得 出 2'(x2) 2 一 M 一 4 一 22(xz)》 
关 1， 因 而 又 得 了 矛盾， 如果 设 1 满足 如 过 一 M 一 4 一 1， 则 可 
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见 关系 式 z(2) 一 忆 是 不 可 能 的 ， 因 此 定理 在 这 情形 得 证 .大 一 
0, 所 天 0 的 情形 可 类 似 处 理 。 最 后 , 若 多 一石 一 0， 我 们 又 可 
设 yCa) 一 0，y(a) 一 1， 且 前 面 论证 表明 一 旦 1 急 一 M 一 2， 
? 在 了 上 便 严 格 递增 ;这 当然 同 条 件 (2) 一 0 矛盾 ,证 完 ， 

如 有 必要 ， 用 g(x) 十 ”代替 4(z) 并 用 2 十 7 代替 4, 我 们 
可 从 现在 开始 假设 没有 对 4 所 0 满足 两 个 边 值 条 件 《11.7.2) 的 
(11.7.3) 的 非 平 凡 解 ， 

我 们 将 利用 下 列 恒等式 
(11.7.5) ee — va)de 一 (Ce 人 (WE — a(b)b)) 

— (wove) — uCa) va)), 

它 是 (8.14.1) 的 特殊 情形 ?一 2 的 直接 推论 (wx ”与 ”都 假定 为 了 
中 的 正则 函数 ). 
《117.6)》 对 任何 满足 a < :<< 吉 的 忆 有 了 上 实 值 连续 函数 * 一 
K(x)， 满 足下 列 性 质 : 

2) 在 区 间 a 志 x 之 +1, ! 之 x 七 5b 的 每 一 个 中 , K, 是 两 次 连 
续 可 微 并 且 是 y” 一 9(x)y 一 0 的 解 . 

b》K; 满 足 边 值 条 件 《11.7.2). 

c) 在 点 x 二 1，Kilx) 有 右 极 限 与 左 极限 , 且 天 :(: 十 ) 一 
KG 一 ) 一 一 1 

据 线 性 微分 方程 的 基本 理论 ， 有 满足 条 件 Araka) 十 wi(a) 
一 0 《相应 地 ,hua(5) 十 ws《6) 二 0) 的 方程 ”一 q(x)y 一 0 的 解 
级 天 区 相应 地 ;二 天 0), 且 四 与 如 是 不 成 比例 的 (否则 将 有 对 4% 一 0 
满足 两 个 边 值 条 件 (11.7.2) 的 (11.7.3) 的 非 平 凡 解 ); 因 此 y” 一 q(x)y 
一 0 的 任何 解 能 唯一 地 写成 y 一 cam 十 camay ch cz 为 常数 , 且 函 
数 和 (有 Ce) 一 ta(x)wi(x) 是 一 常数 4 关 0( 据 (8.14.1))， 我 们 
仅 需 选择 常数 c,,e2, 使 函数 K,, 对 a 所 x* 所 1 等 于 cm, 对 所 
z+ 把 56， 等 于 cyw， 在 点 :定义 且 连 续 ,并 满足 条 件 c),， 它 得 出 关 
系 式 


C(t) 一 cnals) 一 0， 
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cl) 一 CE 一 1» 

从 而 给 出 6 = 一 mC2)/4，cz 一 一 (2)/d， 作 为 我 们 问题 的 解 . 

我 们 说 (说 得 含糊 些 ) K, 是 方程 ”一 g (x)y 一 0 相应 于 奇 
点 :的 基本 解 ;函数 (t,x) 一 KK,《x) 也 记 成 KC1,x》 并 称 为 相应 
于 所 论 Sturm-Liouville 问题 的 Green 函数 . 它 仅 对 “< 上 < 一刀 
4 扫 z 包 0 定义 ， 对 z< 和 上 等 于 一 we)u(x)/4， 对 x 实 : 等 于 
一 9(Dx(s)V/d， 因 此 是 连续 的 ， 进 和 而 可 以 取 KCas x) 二 一 m(a) 
Cw) /4 与 天 (65xz) 一 一 WC5)u(x)/4 将 它 延 拓 使 得 对 + 一 e 与 
+ 一 0 连续 ;此 外 它 有 对 称 性 质 
(11.7.7) K(#,x) — K(x,t). 
这 可 立即 由 它 的 表示 推出 . 
《11.7.8) 为 使 通 数 y(x) 为 方程 "一 gCx)y 一 f(x) 的 解 并 满足 


边 信条 件 (11.7.2), 充 要 条 件 是 y) 一 一 [KG4s xde (f 是 1 


上 复 值 正则 函数 , 它 除了 羡 的 有 限 个 点 外 是 连续 的 )。 
a) 充分 性 . 因 


7 = Sf wf a + 2 Tata, 


微分 方程 (在 f 和 和) 与 办 和 人 的 和 证 从 为 
《并 利用 (8.7.3)). 

b) 必要 性 。 应 用 恒等式 (11.7.5) 对 两 个 区 间 a 志 1 所 x 与 
EID dD) 二 yG) 与 MD 一 天 so 关系 式 yx) 一 


上 oaD7Da 立即 由 Green 函数 的 性 质 (11.7.6) 得 到 


由 (11.7.8) 得 到 , Sturm-Liouvilie 问题 的 任何 解 是 具有 Hermite 
核 的 Fredholm 积分 方程 的 解 : 


Q1179) 3 一 2 人 Ko 一 ea， 
这 里 


一 一 GaOKOa， 
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其 道 亦 然 。 相 应 于 核 函数 下 《11.2.8) 中 定义 的 准 Hilbert 空间 6 
中 算 子 也 的 非 零 固有 值 的 着 4。， 称 为 Smurm-Liouvile 问题 的 固有 
值 .我 们 现在 叙述 下 面 的 定理 , 它 解 决 每 种 情形 的 Sturm-Liouvilie 
问题 ， 
《117.10) 对 紧 区 间 7 一 [sa:2] 上 的 任何 实 值 连续 冰 数 4(x): 
a) Sturm-Liouville 问题 有 一 个 无 穷 严 格 递增 的 固有 值 序列 
《44)， 它们 是 实数 ,请 足 Himlu 一 oo 且 级 数 361/ 路 售 ， 
b) 对 每 个 因 有 值 zw， 齐 次 Sturm-Liouville 问题 有 一 个 实 值 的 
解 mv(9， 满足 上 WCG)dx 一 1, 且 每 个 其 它 的 解 为 pe 的 党 数 售 。 


) 序列 Cg) 是 准 Hilbert 空 间 G 中 全 标准 直 交 系 (用 (11.6) 的 
记号 ). 

d) 设 ww 是 了 上 揽 和 值 连续 通 数 ， 它 是 一 个 规则 函数 w 的 原 函 
数 ,满足 : GD) w' 在 工 上 除了 有 限 个 内 点 外 是 连续 的 ; (i zw 在 它 
的 每 个 连续 的 区 间 上 是 只 有 有 限 个 不 违 续 点 的 正则 黄 数 w” 的 原 
函数 ; (ii) w 满 足 边界 条 件 (11.7.2)， 那么, 若 一 (wjp) 一 
全 wpe.(COa， 风 我 们 有 w(s) 一 34csps(w)， 这 里 级 数 在 上 
绝对 且 一 至 收 但 

) 若 1 不 是 任 一 加 有 值 au， 则 对 每 个 在 I 上 除了 有 限 个 点 以 
外 连续 的 正则 函数 fj/，Stmrm-Liouvile 河 题 有 唯一 解 w, 使 ,一 


(Cejgo) 由 公式 一 4/(4 一 各) 给 出 ,这 里 如 一 下 7Opo(D ， 
ds, 


从 对 4 一 ls， 为 使 Sturm-Liouville 问题 有 解 的 充 要 条 件 是 
上 De-CDa 一 0. 于 是 ,对 任何 解 w，c。 ~ 《wlg。) 是 任 党 的 ， 


且 对 m 并 nw，cw 由 <) 中 同样 公式 给 出 ， 
齐 次 Sturm-Liouville 问题 不 能 有 两 个 线性 独立 的 解 ， 否 则 它 
将 有 这 样 的 解 y, 使 y(4) 与 y(n) 是 任意 的 , 这 是 个 矛盾 ;这 证 明 
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了 b). 一 切 固 有 值 1。 为 实数 的 事实 是 由 于 (11.7.7) 与 (11.5.7); 此 
外 。 由 《11.7.4) 得 知 ， 至 多 有 限 个 4 是 负 的 。 据 Mercer 定理 
《C11,6.7) 与 (11.6.8)), 对 Green 函数 有 


(1.7.10.1) KG 2)= 3 Tp pa), 


这 级 数 在 TX 了 上 绝对 且 一 致 收 伍 ( 我 们 可 以 假设 0 不 是 任 一 个 
2,)。， 我 们 注意 到 , 当 附加 假定 w 在 工 上 连续 时 , d) 击 (11.6.4a) 与 
《11.7.8) 推 得 。 为 证 明 9) 在 一 般 情形 下 亦 真 ， 令 4(1 所 i mm) 
是 主 的 点 ,在 那里 w' 不 连续 ,并 令 m 一 we 人 Cn 十 ) 一 wn 一 ). 于 


是 函数 "一 如 十 Dor, 满足 d) 的 所 有 条 件 并 且 据 (11.7.6) 还 


有 连续 导数 . 利用 (11.710.1 我 们 完成 由 的 证 明 . 据 E= 儿 (DD) 
到 G 的 恒 等 变 换 为 连续 一 事实 推出 ， 对 满足 d) 中 条 件 的 函数 w， 
我 们 也 可 等 w 一 3。cogas 这 序列 在 准 Hilbert 空间 G 中 收敛 ,为 证 明 
人 ) ,只 须 证 明 这 些 秀 数 wv 的 集 ? 在 G 中 和 初 密 便 可 。 那 么 ,对 任何 区 


数 4 G, 考 起 连续 月 数 ws 它 在 | 十 二 ,5 一直] 中 等 于 w 在 


[es + 泪 ] 中 (相应 地 , 尼 一 寺 ,相等 于 线性 函数 exe 


并 满足 第 一 〔 相 应 地 , 第 二 ) 边界 条 件 (11.7.), 且 在 区 问 | 二 二， 


“二 二 | 与 [一 二 ,4 一 亏 ] 的 每 一 个 上 者 分 别 等 于 级 性 本 


数 ， 此 外 还 可 以 假设 wn 在 点 4,5 处 的 值 是 0 或 1; 于 是 明显 地 。 

在 区 间 ee 十 二 | 与 [一直 ,5| 的 每 一 个 上 ， 当 mm 半分 大 时 ， 
元 广 

则 有 jz(a) 一 wk] < Hisdl 二 2, 因而 据 中 值 定理 ,ji 一 wa 可 

任意 小 ; 因 w 满足 4) 中 一 切 条 件 ， 便 证 明了 我 们 的 论断 ， 这 样 

一 旦 <) 被 证 明 ， 上 明显 地 全 序列 《p。》 必然 是 无 限 的 ， 而 《应 用 

(11.6.2)) a) 也 得 证 ， 最 后 ,<) 与 日 立即 由 (11.5.11) 得 到 . 
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附注 .可 能 得 到 p。 与 1。 的 更 精确 讯息 ， 且 特别 地 可 证 明 
hn/z2 趋 于 一 个 有 限 极 限 ( 见 问题 3 与 4 ). 

当 我 们 不 再 假设 Sturm-Liouvile 问题 对 2 委 0 没有 非 平 凡 
解 时 , 我 们 已 看 到 ,存在 + > 0, 使 得 当 g(x) 换 成 g(x) 十 + 时 , 相 
应 的 Sturm-Liouville 问题 对 4 声 0 没有 非 平凡 解 . 车 (加) 是 这 
后 一 问题 的 固有 值 序列 ,那么 ,我 们 涪 2, 一 4 一 + 是 原来 的 
Sturm-Liouville 问题 的 面 有 值 。 


问 题 

1) 设 1 一 [4,8] 是 尽 中 的 紧 区 间 。 且 令 5 为 1 上 所 有 的 实 值 连续 可 

微 函数 的 实 向 是 空间 ;用 数 积 
(21) = fey + oa 

将 如 ,作成 一 个 实 的 准 Hilbert 空间 ， 

2) 试 证 如。 是 可 分 的 (用 多 项 式 (7 .4.1) 表 近 靖 数 =E Bu 的 导数 ); 因 而 
局 是 Hitbert 空间 #H(6.6.2) 的 狗 密 于 空间. 

b) 若 ( 避 ) 是 准 Hitbert 空间 可 中 的 Cauchy 序列 。 试 证 序列 (%) 一 
致 收敛 于 1 上 活 绕 函数 。, 且 若 (y) 是 zi 中 具有 回 样 极限 (在 互 中 ) 的 第 二 
个 Cauchy 序列 则 (在 1 上 一 致 收效 于 同一 函数 只 这 拌 , 情 的 元 能 与 
上 其 个 连续 国 数 便 同 。 然 而 它 未 必 在 1 的 每 一 点 可 微 。 《注意 对 每 个 函数 
x€EHo, 在 1 上 lz (Dz(o)| < VT (Pera).) 试 证 对 任何 函数 
+E Hs。 它 在 1 上 两 次 连续 可 微 且 满足 =(e) = =(8) 二 0 我们 有 

(Cols) = 一 了 yet + < 

<) 设 mp 为 两 个 实数 ，4 是 了 上 韦 续 国 数 ， 试 证 在 避 中 ， 范 数 x 

(<) 一 人 qv)d 一 a(x(o)): 一 (x(5)》 连续 。 设 4 为 有 的 子 集 ， 


由 满足 了 wet 一 ! 的 函数 = 组 成 (注意 它 不 是 Hiiper 空间 已 中 的 有 界 集 )， 


试 证 在 4nm 中 B(x*) 的 下 确 界 是 有 限 的 。 (我 们 只 须 考察 a>0, 8>0 
的 情形 、 候 定 有 序列 (xn)C4n Ho 使 lim B(x) = 一 co， limzr (e) 一 十 


0 且 车 训 一 (dr) ,im 一 o05 考虑 函数 列 nm 一 mro 并 从 下 述 事 
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实 推出 矛盾 ， 一 方面 lim | 只 = 0 且 另 一 方面 , 有 一 区 间 [es <] C1 与 
一 数 o>0 使 对 每 个 = 与 每 点 16 [asej 有 xx(DO1>>o.) 

4) 设 证 为 g(z) 在 40 中 的 下 萌 界 。 试 证 ， 落 (ev) 是 405 中 
的 序列 满足 time(m) 一 各， 则 (xx) 在 如 中 有 界 (与 <) 中 方法 相同 ))。 由 
此 结果 锥 出 ,选取 适当 的 子 序 列 ， 我 们 可 以 很 定 序列 《xx) 在 1 上 一 致 收 煞 于 
一 函数 (然而 它 并 不 事先 属于 右 ) (利用 Ascofi 定理 (7.5.7))。 

) ez) 是 嫩 上 的 二 次 式 ， 即 (< +2) 一 (x) + 09) 二 22(x， 
)，、 这 里 是 双 线 途 的 ;对 于 了 上 两 次 连续 可 微 的 任何 范 数 z， 满足 * (<) 一 
(6) = se) 二 z(5) 一 0， 我 们 有 (#1) 一 -了 a ese wr 
>) 能 对 ! 上 任何 连续 函数 。 用 同样 公式 定义 ， 试 证 对 任何 这 样 的 函数 < 与 
任何 实数 有 tim (8 (ms 十 名) /了 (s+ 吉 )d1) 尖 上 并 由 此 结果 推出 

Pee 一 quz + paz)az 一 0。 
因此 ， 若 w 是 两 次 过 续 可 敬 函 数 ， 满足 w” = qu 一 jun， 据 分 部 积分 有 
他 Ge 一 wat = 0 可 肖 定 4 一 必 是 次 数 <1 的 多 项 式 (注意 ,由 一 w 城 
去 一 个 适当 的 所 1 次 多 项 式 ?， 有 要 数 < 满足 2’ 一 «一 才 一 a(4) 一 
a4》 一 =(e) 一 2 (5) 一 0)， 因 此 4 是 两 次 连 绽 可 敏 的 满足 微分 方程 
Ww’ gut Hn = 0 . 


并 满足 上 wde = 15 此 外 ， (6) 一 一 ex(e)yw(6) 一 Buk2)，( 为 证 明 后 一 


论断 ,对 任何 =E Bt 与 任何 实数 坪 写 出 @(x 十 部) 汪汪 )di 

2) a) 用 (11.7.10) 的 记号 ， 首 先 设 外 夫 0， 并 令 < 一 总， 6 一 一 
入 /ts。 试 证 g 能 用 下 列 条 件 定义 (准确 到 符号 );， 1"g, 满足 。 在 G 中 球面 
:09])=L 上 ; 国 数 台 (在 问题 lc) 中 定义 的 ) 对 于 ?一 9, 达到 它 的 最 小 值 ,下 
最 小 信 等 于 4; 2* 对 > TD 令 瀛 是 4 与 起 平面 9184) 一 0, 1<R<e-1 
的 交 ; 则 gw 满 撩 ,在 4 上 2 对 于 2 一 9 达到 它 的 最 小 信 且 最 小 信 等 于 为， 
(gi 的 表征 立 可 由 问题 ! 的 结果 推 得 ;利用 辣 样 的 论述 去 起 征 go)， 

b) 着 一 0， 天 0， 证 明 类 似 的 结果 ,在 @ 中 用 0 代替 «但 对 球 4 
则 用 它 与 中 超 平面 Xe) = 0 的 交代 蔡 。 对 末 全 zz0 与 如 二 0 或 = 
上 一 0 情形 类 似 闻 作 一 下 。 
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<) 在 4) 的 假设 下 ， 令 #1.…,zr-， 是 1 上 4。 一 4 个 二 次 连续 可 徽 通 数 ， 
并 令 B(z1，"…3sn_1) 是 4 与 2 一 上 个 超 平面 (yl) 二 0(1<AEr 一 上 的 
交 ， 试 证 ,在 B(w,…s2%1) 中 ,水 数 和 在 B(%,，…,z. 1)》 的 一 点 达到 最 小 
值 ols,…s sr- )， 且 各 是 ofzo…am-) 当 zi 在 ! 上 两 次 连续 可 微 函 数 的 
集中 变动 时 的 上 确 界 ( 极 大 极 小 原理 ;用 与 :) 中 同样 方法 证 明 最 小 值 的 存在 

- 性 ;用 11.5 节 问 题 8) 中 同样 方法 证 明 不 等 式 )。 推广 这 结果 到 一 0 的 

情形 , 

3)》a) 在 同一 区 间 ! 考虑 两 个 二 阶 线性 微分 方程 内 一 ay 十 如一 0 
六 一 gy 十 妙 二 0， 带 有 同一 边界 条 件 (11.7.2); 设 〔 叉 9)。( 科 7) 为 这 两 
个 stvrm-Liouvilie 问题 的 商 个 严格 递增 的 固有 全 序列 。 试 证 ， 若 4 所 gs， 
则 对 等 个 *，% 和 <4， 并 上 且 若 在 7 上 4) 一 wa， 则 对 每 个 #， 
1 一 各 站 委 M 【利用 极 大 极 小 原理 )。 

b) 由 a) 断定 存在 常数 。 使 对 每 个 "有 

IY ~ fl ey 

这 里 1 二 5 一 4。( 研 究 Sturm-Liouville 间 题 , 当 9 为 常数 的 特殊 情形 )。 

4 2) 没 y 是 (11.7.3) 在 T= 了 4,8] 上 对 42 和 %>0 的 任何 解 。 试 证 存 
在 两 个 常数 4* wm， 使 为 Volterra 积分 方程 
(RY yD) = 4sin VA w)+ 去 Cal sin V Tls as 
的 解 《11.6 节 , 间 题 3)。 

斌 证 存在 与 4 无 关 的 常数 8, 使 了 <8Cy[y) (和 用 CauchySchwarz 不 
等 式 使 ( 米 ) 右 边 积分 极 大 化 )。 

b) 由 <) 推 证， 着 在 sturmr-Lioaville 问题 中 ， 光 0， 则 有 商 个 常数 
Go， Co 使 对 每 个 # 与 每 个 *E1 有 


EN 


a 


lee) 一 ei 


这 里 1 一 6 一 a 《利用 *) 与 问题 3b) 的 结果 )。 当 = 0 时 ， 相 应 结果 如 
何 ? 
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附录 ”线性 代数 概要 


在 数学 中 ， 除 了 布尔 代数 (1.2) 之 外 , 没有 比 线性 代数 使 用 得 
更 为 普遍 的 理论 了 ; 尽管 一 批 教授 与 教科 书 作者 用 关于 矩阵 的 十 
分 茸 雇 的 计算 捷 盖 了 它 的 简洁 性 , 却 很 难 有 任何 较为 初等 的 理论 。 
我 们 将 给 出 在 本 书 中 所 用 的 线性 代数 概念 与 结果 的 简 权 概 述 。 至 
于 更 完整 的 论述 ,读者 可 参考 Halmos [11]，Jacobson [13] 或 
Bourbaki 141 的 著作 。 


L 向 量 空间 


CA.1.1) 在 整个 附录 中 ，、 用 KK 表示 固定 的 (可 换 ) 域 , 它 的 元 素 称 
为 纯 量 ，KK 上 的 向 量 空间 (或 简称 向 量 空间 ;如果 关于 KK 不 会 有 混 
活 的 话 ) 是 指 赋 予 如 下 两 个 映 庙 所 定义 的 结构 的 集合 E: 
EXE 到 E 的 《x,y 一 x 十 yy 《 称 为 加 法 )， 
KXE 到 E 的 (az) ie 《 称 为 乘法 )， 
它们 具有 性质: 
《LI》 r+ Cyt = 二 +s  {( 记 为 x 十 y+ 3); 
(2) r+y—=yt x; 
(1.3) 存在 一 零 元 素 0€ E， 使 对 每 个 xE 召 有 > 一 0 十 xz 
(1.4) 对 每 个 zré E， 存 在 元 素 一 + EE 使 +z 十 (一 +) 二 0; 
(2) Qo+ pr = hx + prs 
1.2) ax + y= tr dys 
《4.3) 1Car) = Cp)r; 
(1.4) 1.z 一 rr. 


1 经 验 表 明 : 与 某 些 作者 的 意见 相反 ， 用 同一 符号 0 来 表示 所 有 向 量 空间 的 零 元 
烷 没 有 混 沂 的 危险 (特别 荆 与 中 的 专 元 素 》. 
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《在 这 蜂 条 件 中 , x, yz 是 的 任意 元 素 ， 而 2。 2 是 上 中 的 任意 
元 未 )， 
条 件 《11) 到 (1.4) 表示 是 关于 加 法 的 一 可 换 群 。 可 以 得 
出 : 如 果 《x)ien 是 中 元 素 的 有 限 族 , 则 和 人 ”是 唯一 确定 
3€H 


的 . 《读者 记 住 , 约定 2 2 一 4) 


ES 

由 (13) 与 (1.2) 可 推出 xz 一 MXz 十 0) 一 hz 二 210， 因此 
对 所 有 26 天, 有 0 二 0， 从 01.1) 得 到 4x 二 (1 十 0)x 一 4z 十 
0xz*， 故 对 所 有 *e 已 ， 有 0x 一 0。 最 后 ， 从 上 面 负 个 关系 式 与 
.4)，(IL1) 以 及 《II.2)， 我 们 得 到 4x 十 MK 一 切 一 20 一 0 县 
rf 十 《一 2)x 一 0z 二 0， 从 而 (一 2)x 一 人 一 站 一 一 (xz). 

至 中 元 素 通 常 称 为 向 是. 
(A.1.2) 由 单一 元 素 0 组 成 的 加 法 群 是 向 量 空间 ; 纯 量 乘法 是 
天 X {0} 到 {0} 的 唯一 的 映射 . 域 玉 是 它 自身 上 的 向 量 空间 , 纯 重 
乘法 就 是 中 的 乘法 ， 消 天 是 KK 的 于 域 , 且 若 EE 是 K 上 的 向 量 空 
间 , 则 如 果 我 们 定义 纯 量 乘法 为 映射 《4,*) 一 2x 在 K' XE 上 
的 限制 ,E 也 是 K' 上 的 向 量 空 间 . 
(A.1.3) 若是 向 量 空间 , 8 的 向 量子 空间 (或 简称 子 空间 ) 定 义 
为 己 的 这 样 的 子 集 F: 使 对 任意 纯 量 4,p， 关系 x*E€ PF, yEFP 
蕴含 jx 十 py € FF 

EE 中 加 法 《相应 地 , 纯 量 滋 法 ) 在 F X F 上 的 (相应 地 ,K X FF 
上 的 ) 限 制 是 到 F 的 映射 ,因此 是 关于 这 些 映射 的 向 量 空间 、 这 
术语 是 合理 的 . 

如 果 (xi)iciae 是 F 中 向 量 的 任 一 有 限 族 , 县 《Xs)icias 是 纯 
量 族 , 则 由 关于 » 的 归纳 法 我 们 看 到 了 ) hxiE E。 形 如 > hx; 

Ee | 


《这 里 二 6 已 ， 生 6 玉 ) 的 向 量 称 为 x; 的 线性 组 合 。( 线 性 组 合 总 
是 指 有 限 和 ,甚至 , 当 召 是 ,例如 , 贼 范 空间 (5.1)。 其 中 一 定 的 无 限 
和 有 定义 (5.3) 时 也 如 此 ). 
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在 向 量 空间 E 中 , {0] 与 B 基 向 量子 空间 ( 称 为 平凡 向 量子 空 

间 ),， 若 {M。jeer 是 的 于 向 量 空间 的 任意 族 , 则 交 们 M。 也 是 
1 er 

向 量子 空间 .车 4 是 的 任 一 子 集 , 则 包含 4 的 子 空间 (这 样 的 子 
空间 是 存在 的 ,例如 自身 ) 的 次 就 是 包含 4 的 最 小 子 空间 ， 我 
们 说 朋 由 丰 生 成 ,或 4 是 MM 的 一 个 生成 系 . 
《A.1.4) 由 4 生成 的 向 量子 空间 M 是 4 的 元 素 的 有 限 族 的 所 有 
线性 组 合 的 集 . 

从 上 面 可 知 ,这 样 的 线性 组 合 属于 包含 4 的 每 个 向 量子 空间 ， 


因此 属于 M .反之 ,着 一 > Yix; 与 》 了 61 是 4 的 元 素 的 


两 个 线性 组 合 , 则 44 + py = > (C277)xi 十 > 《p57)yi 亦 然 。 


于 是 所 有 这 样 线性 组 合 的 集 是 £ 的 向 量子 空间 ， 它 包含 4( 和 由 
《了 I.4)， 因而 与 MM 重合 . 

特别 ， 取 4 为 E 的 向 量子 空间 族 《Np)per 的 并 ， 则 4 的 
元 素 的 每 个 线性 组 合 都 取 xs, 十 xp 十“… 十 xpw 的 形式 ,这 里 
(Beixm 是 了 的 元 素 的 任 一 有 限 族 , 且 对 每 个 jxaie Wei， 因此 
所 有 这 些 和 的 集 是 包含 所 有 Ns 的 最 小 向 量子 空间 ， 称 它 为 Ns 的 


和 (不 要 与 它们 的 并 混淆 1》 且 记 为 PE 当 ={1,2} 时 , 世 


使 用 记号 Ni + NW， 对 指标 集 的 任意 有 限 集 也 类 似 ， 显 然 ，M 十 
N=NtM 与 M+ (NP)=(M 十 NN) 十 P 对 EE 中 任意 三 
个 向 量子 空间 成 立 ， 关 系 MCN 等 价 于 M 十 N=N， 

对 每 个 zxe E, 由 x* 生成 的 的 子 空间 记 为 Kx ( 当 x* 关 0 时 
有 时 称 它 为 "射线 ")， 荐 (x。)wes 是 中 任意 向 量 族 ， 则 由 这 个 


族 生成 的 子 空间 是 了 ) Kx。。 


EA 
(A.1.5) 设 《Es)wes 是 任 一 向 量 空间 族 ， 由 这 个 族 我 们 将 构造 
一 个 新 的 向 量 空 间 互 ， 称 为 族 (E。) 的 直 和 (或 外 部 直 和 ) 并 记 为 
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四 已。 三 的 元 素 是 族 = (ze)ser, 这 里 对 所 有 os xce Bu 且 除 


也 
去 有 限 个 附 标 外 对 每 一 个 c，xe 一 0， 向 量 ze 称 为 在 X 中 附 标 a 
的 分 其 ， 互 中 的 加 法 与 纯 量 乘 法 由 如 下 公式 定义 : 

za) 十 (yo) = xo 十 yo) 

Mxo) = Cxe) 
《Gxs) 属于 ,因为 40 一 0)，(&.1.1D) 的 条 件 可 直接 验证 (E 的 
0 元 素 是 满足 对 任意 = 有 xs 一 0 的 族 (xo)).。 当 了 = {1,2} 时 ， 
使 用 记号 8, 多 E,， 对 附 标的 任 一 有 限 集 也 类 似 。 当 了 为 有 限时 ， 


集 B 等 于 积 集 也 BEe。 落 了 是 任意 的 而 是 了 的 子 集 (不 是 中 或 
«EE. 


)， 则 可 由 一 个 明显 的 方式 使 向 是 空间 @ 5. 伍 同 于 (四 时 
aE. 和 


e( 钊 ， 5.). 


当 所 有 E。 都 等 于 KK 时 ,它们 的 直 和 记 为 KP， 它 是 了 到 K 的 
所 有 这 样 的 映射 a 一 Ma) 的 集 ; 对 除 有 限 个 附 标 wt 7 之 外 ,有 
la) = 0. 


2. 线 竹 有 映 庙 


(A.2.1) 设 瑟 , R 是 同一 域 K 上 的 两 个 向 量 空间 .映射 #: EF 
称 为 线性 的 ,如 果 它 对 任意 纯 量 1, p 与 E 中 任意 向 量 满足 条 件 
《A.2.1.1) Miz dt py) = u(x) 十 PC 
特别 ,我 们 有 x(0) = 0. 出 《A.2.1.1) 对 用 归纳 法 可 得 
(A212) « (> nn) = ao)， 

j=1 


这 里 《xij)yeics 是 中 的 任意 有 限 向 量 族 ，(%) een 是 纯 量 族 . 
吾 到 的 线性 映射 称 为 E 的 自 同 访 。 到 攻 的 线性 肌 射 称 为 
E 上 的 线性 和 型。 
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(A.2.2) 设 x: EF-> 卫 是 线性 映射 若 M 是 8 的 任 一 子 空间 ( 往 
应 地 ,F 的 任 一 子 空间 六)， 可 以 直接 验证 它 的 象 x(M)《 相 应 地 ， 
逆 象 wT!(N)) 是 FCE) 的 子 空间 ， 若 M。 是 也 的 任意 子 空间 族 ， 


则 a (F Ms) = > uC Me). 


特别 , xCE)( 称 为 * 的 象 ， 记 为 ImCx)) 是 F 的 子 空间 , 并 
且 0)《 称 为 * 的 核 ， 记 为 ker(x)) 世 是 的 子 空间 ， 陕 射 * 
是 单 射 的 当 且 仅 当 #0) 一 {0}， 因 为 关系 式 u(x) 一 u(x”) 等 
价 于 x(x 一 x) 一 上 0. 

若 * 是 双 映 射 , 则 称 它 为 到 上 的 同 构 .( 若 闻 时 有 FEE， 
则 称 它 为 互 的 自 周 构 )， 若 > 是 双 映 射 ， 显 然 逆 映 射 x7'; 一 瑟 
是 线性 的 ， 因 此 是 下 到 E 上 的 同 构 。 两 个 向 量 空间 EE,F 称 为 同 
构 的 ， 若 存在 EF 到 F 的 间 构 。 此 时 ,由 对 证 明 的 任何 定理 (包括 
对 互 的 子 空间 ) 可 以 直接 给 出 关于 下 的 相应 定理 (包括 问题 中 向 量 
与 子 空间 的 象 ). 

若 w: EE 习 是 单线 性 映射 则 « 可 看 成 E 到 它 的 象 x《) 

上 的 同 构 。 
(A.2.3) 线性 映射 的 例 . 向 县 空间 已 到 自身 上 的 重 等 映射 (通常 
记 为 1z 或 7s, 或 简单 地 记 为 1 或 了) 是 线性 的 .到 仅 由 0 组 成 的 
向 量 空间 中 的 唯一 的 上 映射 也 是 线性 的 。 对 每 个 4€ 尺 ， 肤 射 及; 
x* 玉 tx 是 互 的 自 同 态 ， 称 为 关于 比率 1 的 位 似 映射 。 若 1 一 0， 
则 它 的 象 是 王 中 的 零 子 空间 {0}， 车: 关 0， 则 为 是 双 映 射 并 且 
它 的 逆 自 同 构 是 关于 比率 三 1 的 位 伏 映 射 ， 因 为 由 《II.3), 我 们 有 
x 一 和 (ixz)， 对 每 个 xoE 已 ， 天 到 E 的 映射 点 一 5x 是 线性 
的 .车 xo 一 0, 它 的 象 就 是 {0}; 否则 ,这 映射 是 单 射 , 因 若 过 0， 
我 们 有 $x0) 一 xo 0 《由 I13 与 了 I.4) 并 且 得 出 $xo 关 0. 因 
而 E 中 的 每 条 "射线 ”Kxo《 这 里 xo ss 0) 是 到 天 中 的 同 构 ， 且 对 每 
个 非 等 纯 量 4, 把 它 记 为 KC4z0)。 

车 是 E 的 任 一 向 量子 空间 , 典 则 单 映射 j: F 一 EC1.6.1) 是 
线性 映射 。 
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设 《E。)ver 是 向 量 空 间 族 , 且 E 一 外 E 是 它们 的 直 和 .对 


ao 
每 个 ce 7 了, 我 们 由 下 述 规则 定义 一 线性 映射 js: E。~> E， 这 里 
和 (xs) 一 (Jp)aerxee Es; 且 若 8 也,yp 一 0; 而 ys 一 xo。， 显 然 ,js 
是 单 映射 ,因而 它 的 象 js(E。》 是 8 的 子 空间 ,并 同 构 于 Ec。 这 个 
子 空间 称 为 附 标 < 在 E 中 的 分 量子 空间 、 通 常 它 与 E。 恒 同 。 我 
们 也 定义 线 任 映射 ps: E 悦 E。( 对 每 个 a€1) 如 下 : 若 x 一 
人 xg)ger 是 中 的 元 素 , 则 px) 一 zs。 显然 ps 是 一 个 满 映射 . 若 
有 限 ， 则 ps 是 关于 附 标 “ 的 射影 (1.3)。 对 每 个 x*eE E, 使 


p(x) 失 0 的 附 入 we 7 所 成 的 集 吾 是 有 限 的 ， 且 有 x = > ) 


ZE 
jo pe)). 
《A.24) 若 w: E 习 了 与 x: EF 是 两 个 线性 映射 ,而 7 是 纯 
量 , 可 以 直接 验证 : 映射 

x> ux) + w(x) 
与 

x -> ur) 

是 己 到 F 的 线性 上 映射， 分别 记 为 十 ww 与 jw。 于 是 按 常规 可 
验证 B 到 的 线性 映射 所 成 的 集 ( 记 为 Homk (BE,F)， 或 简 记 为 
Hom(E,F)) 是 关于 加 法 (wu,w) 一 十 w 与 纯 量 本 法 《2,4) 一 
ja 的 向 量 空间 。 换 名 话说 ,(A.1.1) 中 的 八 个 条 件 满足 . 

设 w: EE 下 FF 与 s: FG 是 线性 上 映射。 则 它们 的 合成 von:; 
EE 一 G 也 是 线性 的 .此 外 , 若 w: EE 一 了 与 w: FF 一 G 是 另外 
的 两 个 线性 映射 , 1 是 纯 量 , 则 有 
《A.2.4.1) volu 十 办 ) 一 pot + vou'y 
(M2.4,2) 《pr + vou = yon 十 ouy 
(A2.4.3) uvofaz) 一 (oz)ox = Avon). 

《如 果 记 住 丙 个 映射 相等 的 定义 (1.4)， 则 上 述 关系 的 验证 是 显然 
的 )。 
互 的 自 同 构 集 Hom(E,E》 也 记 作 End(E) 或 Endx(E). 赋 


408 。 


予 这 个 集 加 法 〈(w, z) 一 w 十 ” 与“ 乘法”(w， 2) 一 wov， 它 就 成 
为 以 1s 为 单位 元 素 的 环 ( 一 般 是 不 可 换 的 )。 这 一 点 由 上 面 的 公 
式 与 由 1.7 节 便 可 得 到 . 性质 (A.2.4.3), 它 把 End(E) 的 环 结构 
与 它 的 向 量 空 间 结 构 联 系 起 来 , 可 用 End(B) 是 天 上 的 代数 这 种 
说 法 来 表示 , 


3. 子 空间 的 直 和 


《4.3.1) 设 (E。)ser 是 向 量 空间 族 。F 是 向 量 空间 。 并 且 对 每 个 
GE 7， 设 we: Be -> F 是 线性 肤 射 ， 则 存在 直 和 一 名 EF. 到 


ET 

的 唯一 的 线性 喘 射 +, 使 得 对 所 有 ae 71， 有 wojs 一 《这 里 
7: 一 已 是 (A.2.3) 中 定义 的 四则 单 射 ). 

对 每 个 xEE， 有 * 一 >， 1(pe(x))， 这 里 再 是 了 中 包含 使 


ae 


久 (x 天 0 的 所 有 的 任 一 有 限 子 集 . 因此 必定 有 表示 s(x) 一 2) 


ba 
wu(ja(pa(*))) 一 2 ae(ps(x))， 由 此 可 得 出 * 的 唯一 位 。 反 之 ， 
Era 
如 果 我 们 用 这 个 公式 定义 ,就 可 直接 验证 « 是 线性 的 (利用 如 下 
事实 : 在 EB 中 给 出 x 与 y, 可 以 取 玉 为 了 中 包含 使 pslx) 天 0 或 
u(y) 天 0 的 所 有 附 标 “ 的 有 限 集 )， 证 完 . 
(A.3.2》 设 E 是 向 量 空间 ，(M。)ser 是 王 的 子 空间 族 , 且 对 每 个 


ae 71， 设 j: M。 一 EE 是 典 则 单身 由 (4.3.1), 存 在 M = 人 M。 


Er 
到 旺 的 线性 映射 J 使 对 所 有 ae 7， 有 fojs = f。 按 定义 ，f 的 
象 是 E 的 子 空间 M' 一 2， M。 如 果 1 是 单 映 射 , 的 子 空间 的 
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和 上 M。 称 为 直 和 而 这 表示 府 于 了 M。 的 每 个 向量 * 可 以 


aa ET 
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叭 一 地 表示 为 式 > , +。， 这 里 对 是 了 的 有 限 子 集 ,而 ze 5。 且 对 


Era 


所 有 ae H 有 zs 天 0. 《车 + 一 0， 我 们 必得 取 二.) 
通常 我 们 将 通过 把 了) M。 与 外 M。 等 同 起 来. 


a€1 Er 


《4.3.3) 向量 空 间 的 子 空间 族 (M。)ser 的 和 是 直 和 , 当 且 仅 当 对 
任意 ce 171, Mf 3 Ms = {0}. 
Ea 


因为 ， 说 (A.3.2) 中 定义 的 映射 了 不 是 音 射 ,就 意味 着 存在 有 
限 个 非 零 元 素 ze Ms(1 所 i 攻 #) 使 > xu 一 0(A.2.2)， 这 


方程 可 以 写成 x。 一 >) (一 zi), 它 表示 x 属于 Ms 由 Ms。 


后。 

因此 结果 得 证 . 
(4.3.4)》 车 如 等 于 次 个 子 空间 M 与 N 的 直 和 , 我 们 称 M 与 N 是 瑟 
的 互 余子 空间 《或 M( 相 应 地 , N) 是 NN 的 余 (相应 地 , M))， 这 表 
示 放 十 NN 一 E 且 MNN 一 {0}， 因此 我 们 有 线性 映射 zp; E> 
M 与 9: E>N, 是 到 M 与 N 上 的 “射影”, 使 对 所 有 x€E 有 
二 P(x) 十 9(*x)。p《 相 应 地 ，9) 的 核 是 N《 相 应 地 ，M)， 县 
PPC#)) = phx), g(x)) = gb). 

说 子 空间 M 的 “这 个 ”余子 空间 一 语 是 不 合适 的 ， 因 为 一 般 说 
来 余子 空间 多 于 一 个 ， 然 而 有 如 下 结果 : 
《A.3.5) 设计 ,N,N' 是 E 的 子 空间 ,使 M 与 N 为 互 余 的 ,而 M 与 
N 也 互 余 , 又 设 9: E> NN 是 EB 到 N 上 的 射影 ,相应 于 直 和 分 解 
EE 二 MO@BN.。， 则 4 在 的 限制 4; x*~*gq(x) 是 VN 到 NN 的 同 
构 。 

因为 4 的 核 是 M， 4 的 核 是 MNN 一 {0}, 因此 是 单 
射 ， 另 一 方面 ,车 > 是 8 中 的 任意 元 素 , 则 存在 yEM 与 zs€EN，、 
使 * 一 ?十 g。 故 9q(s) 一 g(x) 一 x， 这 是 因为 9(?) 一 0. 于 
是 4 是 满 射 。 
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4 基 , 维 数 与 余 维 数 


(4A.4.1》 ”向量 空 间 E 中 的 向 量 族 (x。)se: 称 为 自由 的 , 且 基 中 向 
基 称 为 线性 无 关 的 , 若 对 工 的 每 个 有 限 子 集 媚 , 关系 式 > loxc 一 


Era 
0 北 含 1 二 0 对 所 有 aE 五 成 立 ， 可 以 得 出 ， 对 所 有 ae 1,xs 天 
0, 生 若 p a， 有 xs 到 xs《 否 则 就 应 当 有 1: zx + (一 1)xe=0). 
t 子 空间 Kx 是 同 构 于 kK 的 "射线?"， 且 x 线性 无 关 可 以 表示 
为 : 所 有 x。 者 是 非 零 元 素 ,并 且 射 线 Kxs 的 和 是 直 和 ， 

(A.4.2) 族 (xs)se: 是 自由 的 , 当 且 仅 当 对 每 个 ee 1， 向 量 x 不 
属于 由 zx(p < a) 生成 的 子 空间 . 

这 可 由 上 面 附注 与 (4.3.3) 得 到 . 

(A.4.3) 设 w: E 一 是 线性 映射 , 且 (ys)oey 是 KE) 中 元 素 
的 自由 族 。 对 每 个 a€1, 设 xx6 满足 w(xs) 一 ys。 则 族 


(xo)ser! 是 自由 的 ,并 且 kerGw) 与 已 Kxe 的 和 是 直 和 . 


假设 对 了 的 茶 个 有 限 子 集 右 有 形 如 人) Noxs 十 3 一 0 的 关 
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系 ,这 里 ye ker(w)， 便 可 推出 eo)™ 90， 因为 u(y) = 0。 


又 因 族 Galso) Doen 是 自由 的 ， 我 们 推出 对 所 有 = “有 ?ju 一 0, 因 此 
y 一 0。 证 完 . 
(A.4.4) ” 瑟 的 向 量 冯 《5s)ser 称 为 可 的 基 ; 如 果 它 是 自由 的 ,并 且 


生成 E; 或 等 价 地 , 如 果 和 了》) Kb。 是 直 和 和 且 等 于 E; 或 又 等 价 


EL 


于 : ”如 果 对 每 个 *E E， 存 在 唯一 的 纯 量 有 限 族 (2。)sen、 使 
日 CI 且 对 所 有 mE H,， 有 4s 关 0, 以 及 x 二 了) 1b 


ER 


因此 ,每 个 自由 族 是 向 基 子 空间 了 Kx 的 基 。 


Er 
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在 向 量 空间 K" 中 , 用 c。， 对 任意 se 7。 记 这 样 的 向 量 
《Bpu)ser: 使 当 8 天 时 gm 一 0, 而 6or 一 1， 显然 族 《cs)ser 
是 K 中 的 基 。 称 它 为 KK 中 的 典 则 基 。 若 向 量 空间 E 有 基 《5s)cer， 
则 存在 Ke 到 马上 的 唯一 的 同 构 ， 对 每 个 se 7， 它 把 cs 映 到 
(A.3.1). 

《A.4.5) 设 人 是 向 量 空间 EE 的 向 量子 空间 , 且 设 忆 由 了 与 有 限 族 
(sireres 的 向 量 集 的 并 生成 , 则 存在 这 样 的 于 族 (za)xter; 它 是 
VV 在 中 的 余子 空间 的 基 ， 

7Y 是 满足 下 述 条 件 的 最 大 整数 : 存在 (xD)icia。 的 子 族 
(Cx)rersr， 使 了 与 Kxix 的 和 EE' 是 直 和 。 故 只 要 证 明 E' 二 就 
够 了 . 

假设 E’ 关 互 ， 则 存在 附 标 j, 使 1 所 ij 所 4 与 EE (否则 
E' 将 包含 7 与 所 有 wi、 因此 由 假设 条 件 得 出 E' 等 于 8). 于 是 如 
果 我 们 能 证 明 了 , Kxx 与 Kx; 的 和 是 直 和 ,就 会 得 出 矛盾 .为 此 考 


虑 形 如 ri 十 > pew 十 y 一 0 的 关系 ,其 中 ye VV 首先 ,这 将 


含 4 二 0 (否则 一 一 也 Gipixa 一 4-Yy， 它 属于 BE). 则 


@ 
由 (xin)ierer 的 定义 知 对 所 有 天， 一 0 与 y ~ 0 证 完 , 
(A.4.6) 由 向 量 的 有 限 集 生成 的 每 个 向 量 空间 具有 属于 这 个 集 
的 向 量 组 成 的 基 . ， 

在 (A.4.5) 中 取 了 一 {0. 

当 除 去 “有 限 * 这 一 条 件 时 ,上 面 最 后 两 个 结果 仍然 成 立 (参看 
f4]) ,但 本 节 中 却 不 需要 用 这 种 推广 . 
(&.4.7) 设 B 是 具有 有 限 基 (8;)icige 的 向 量 空间 ， 则 三 的 每 个 
基 都 恰好 具有 ”个 元 素 . 

只 要 证 明 厂 的 每 个 另外 的 基 至 多 有 ?个 元 素 就 够 了 ， 因 为 我 
们 此 时 可 交换 两 个 基 的 位 置 ， 对 用 虹 钠 法 ， 当 = 一 0 时 结果 是 
显然 的 ， 设 (54)wer 是 的 基 , 我 们 考虑 这 个 基 的 元 泰 太 与 8 的 
射线 了 一 Ks， 于 空间 J 一 >) Rb。 与 7 在 中 是 互 余 的 . 另 


a 
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一 方面 ,B 由 了 与 刀 生 成 , 因此 存在 (Bi)igicen 的 子 族 (bakar 
使 所 有 冯 互 不 相同 ,县 使 Z "一 > Kbi 与 V 在 中 互 余 (A.4.5)。 
和 


我 们 不 能 有 + 一 +， 否则 将 得 出 Y” 一 EE， 而 这 是 莞 谚 的 ， 因 此 
WV 有 r( 所 4 一 1) 个 元 素 的 基 ， 故 术 与 V” 是 同 构 的 (A.3.5)， 
从 而 得 到 7 具有 (< 一 1) 个 元 素 的 基 ， 故 妇 纳 法 假设 表明 
了 一 {17} 至 多 有 * 一 1 个 元 素 , 因 而 了 至 多 有 * 个 元 素 . 证 完 . 

具有 有 限 基 的 向 昌 空 间 E 称 为 有 限 维 的 。 《4.4.7) 中 的 整 
数 nx， 也 就 是 的 任 一 基 中 元 素 的 个 数 称 为 (在 K 上 的 》 维 
数 ， 记 为 dimE 或 dimxE。 如 果 dimE wn, 则 E 同 构 于 K*， 不 
是 有 限 维 的 向 量 空间 称 为 无 限 维 的 。 关 系 dmE ~ 0 等 价 于 EE 一 
{0}. 
《A.4.8) 《i) 在 其 有 有 限 维 * 的 向 量 空 间 E 中 ， 每 个 生成 系 包含 
互 的 一 个 基 且 至 少 有 ?= 个 元 素 ， 由 =” 个 元 素 组 成 的 任 一 个 生成 系 
是 一 个 基 . 

(ii) 在 具有 有 限 维 = 的 向 量 空间 EE 中， 向 晤 的 每 一 自由 组 含 
于 互 的 一 个 基 中 ， 且 至 多 有 :个 元 素 ， 由 * 个 元 素 组 成 的 自由 组 
是 一 个 基 . 


如 果 (xn)uccw 是 一 自由 组 , 把 (A.4.5) 应 用 到 了 ~ 六,Kx 


与 的 基 (bi)ieicn 上 , 便 得 出 。 存 在 一 子 族 (Bj,)icwer， 使 xi 与 
5 构成 五 的 基 ， 故 (i) 得 证 .论断 Gi) 由 CA.4.7) 与 (A.4:6)C 在 有 
根 生 成 系 的 情形 下 ) 推 得 ， 在 一 般 情形 下 ,只 村 证 明生 成 系 8 包含 
个 元 素 的 自由 组 就 够 了 、 如若 不 然 ， 设 从 S 中 取出 的 自由 组 
中 元 素 的 最 大 个 数 是 mw << #， 基 (yi)ciem 是 这 样 的 自由 族 ， 则 


由 (A.4.7) V 一 如 Ky 不 能 等 于 瑟 , 因 此 存在 ze 5 而 不 售 于 六 


3 


于 是 由 (4A.4.5):% 与 形成 十 Kz 的 基 , 因 而 也 构成 mw 十 1 个 
元 案 的 自由 族 , 这 个 矛盾 完成 了 我 们 的 证 明 ， 
(4.4.9) 向 量 空 间 E 的 子 空间 广 称 为 有 限 余 维 的 , 如果 了 在 了 中 
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具有 一 个 维 数 是 有 限 的 余子 空间 .所 述 维 数 不 依赖 于 余子 空间 的 
选择 《4A.3.5)。 并 称 之 为 了 在 E 中 的 余 维 数 ， 记 为 codimy 或 
codimsV， 如 果 V 没有 有 限 维 余子 空间 , 则 7 称 为 在 中 是 无 限 余 
维 的 。 由 (4.4.5), 帮 在 E 中 是 无 限 余 维 的 当 且 仅 当 五 由 7 与 一 有 
限 的 向 量 集 的 并 生成 . 
《4.4.10) 若是 有 限 维 向 量 空间 ， 则 的 每 个 子 空间 F 是 有 限 
维 的 ,并 且 在 中 也 是 有 限 余 维 的 ,还 有 
(A4.10.1) dimF + codimF 一 dimE. 

应 用 (A.4.5) 于 与 的 基 , 便 推出 ， 存 在 F 在 中 的 余子 空 
闻 下 , 且 dimF' < dimE. 改变 了 与 的 位 置 ， 并 利用 (A.3.5)， 
得 知 卫 也 是 有 限 维 的 ， 若 (zi)icr<e 是 了 的 基 , (xj)icice 是 已 的 
基 , 则 显然 * 与 #3 一 起 构成 的 基 . 
(4.4.11) 设 E 是 有 限 维 向 量 空间 , 了 是 的 子 空间 ， 若 dimF 一 
dimE, 则 FF 一 EE. 

由 (4.4.10.1) 立 即 得 出 
(4.4.12》 设 M 与 N 是 向 量 空间 E 的 两 个 有 限 维 子 空间 . 则 对 十 
六 是 有 限 维 的 , 且 有 
《4A.4.12.1) dim(M + N) + dim(M NN) 

一 dimM + dimN. 
由 M 的 一 个 基 与 N 的 一 个 基 的 元 素 组 成 的 集 将 生成 M 十 N， 
因而 M 十 N 是 有 限 维 的 (A.4.6)， 设 PC 相应 地 ,， 8) 是 MnN 在 
陵 (相应 地 , 入 ) 中 的 余子 空间 ， 显然 必 十 N 是 MNN,P 与 9 的 
直 和 (A.3.3), 因 而 dim(M + N) = dim(M NN) + dimP+ dim9. 
但 又 由 (4.4.10) 我 们 有 dimP 一 dimM 一 dim(M NN), 与 dm8 一 
一 dimN 一 dim(M 由 N)， 因 而 结果 得 证 。 
《4A.4.13) 设 对 与 是 向 量 空 闻 EE 中 的 两 个 有 限 余 维 向 量子 空 
疝 ， 则 M NN 在 中 是 有 限 余 维 的 ,并 有 
《4.4.13,1) codim(M + N) + codim(M mw) 
一 codimM 十 codimN. 
设 V 是 以 在 E 中 的 余子 空间 ， 则 VV 是 有 限 维 的 ， 设 p: E 一 y 
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是 刁 到 史上 的 射影 ， 其 核 为 M(A.3.4)， 则 子 空间 pCN) 是 有 限 维 
的 (&.4.10)， 设 (5i)wcm 是 PCN) 的 基 ， 且 对 每 个 i， 设 cEN 
使 得 pci) 一 5:， 则 N 由 MNN 与 6 生成 (4.4.3)， 因此 MNN 
在 入 中 是 有 限 余 维 的 ,从 而 它 在 中 也 是 有 限 余 维 的 。 设 PC 相应 
地 , 8) 是 MNN 在 MC 相应 地 , N) 中 的 余子 空间 , 且 R 是 M+ 入 
在 E 中 的 余子 空间 ， 则 ZE 是 MNN， P，@ 与 R 的 直 和 ， 故 有 
Codim(M NN) = dimP + dimQ+dimR, codimM —dimQ@ + dimR, 
codimN 一 dimP + dimR 与 codim(M 二 N) = dimR, (A.4.13.1) 
可 直接 从 这 些 公式 得 出 。 
(A.4.14) 向 量子 空间 中 余 维 数 为 1 的 于 空间 称 为 £ 中 的 超 平 
面 . 若 E 是 《有 限 ) 维 的 ， 则 中 的 每 个 超 平面 部 是 w 一 1 维 的 
(A.4.10.1). 
《A.4.15) 车 及 是 中 的 超 平面, 是 存在 上 的 线性 型 1 0, 使 
六 《0) 一 日 。 又 车 f 是 E 上 另 一 个 满足 f《0) 一 日 的 线性 型 ， 
则 存在 一 纯 量 7 关 0, 使 f 一 rf. 反之 , 车 # 是 E 上 的 任 一 非 零 
线性 型 , 则 g-1(0) 是 E 中 的 超 平面 . 

车 五 是 一 超 平面 ， 存 在 向 量 a# 晶 , 使 是 要 与 Ks 的 直 和 ， 
因此 每 个 *€ E 可 唯一 地 表示 为 * 一 y 十 f(x)a 的 形式 ,这 里 
fx) EK， 因 + 一 jx)a 是 线性 的 (A.3.4), 故 * 一 js 也 是 线性 
的 (A.2.3); 因 而 f 是 线性 型 ， 并 且 甘 是 它 的 核 (A.3.4)， 若 了 是 任 
一 满足 广 K0) 一 吾 的 线性 型 ， 且 令 Ka) 二 a, 了 (a) 一 8, 则 我 
们 有 a 性 0,8 天 0 而 且 of 一 fj 是 8B 上 的 线性 型 , 它 在 及 上 与 在 
a 为 0, 因此 在 互 一 下 十 天 。 上 恒 为 0。 这 表明 了 一 a8f。， 最 
后 ,车 天 = g-!(0)， 则 存在 向 量 b#H'， 因为 g 关 0 设 7 了 一 
g(5) 天 0， 于 是 对 每 个 x*E E 有 g(x 一 ?7-1g(x)5) 一 0， 故 对 某 
个 yeH 有 x 一 y 十 7-1g(x)b， 这 表明 E 一 Kb 十 村, 且 因 
上 5 基地 ,这 个 和 是 直 和 。 因 此 好 是 超 平面 . 
《A.4.16) 设 a: E 一 下 是 线性 映射 。 我 们 称 * 是 有 限 秩 的 , 若 
u(E) 是 有 限 维 的 。x( 孔 ) 的 维 数 就 称 为 #* 的 秩 ; 记 为 raak(w)， 若 
ulE) 是 无 限 维 的 , 则 称 * 是 无 限 秩 的 . 
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《#8.4.17) 映射 # 是 有 限 秩 的 当 且 仅 当 ker(x) 是 有 限 余 维 的 ,县 
有 
《4.4.17.1) rank(z) 一 codimg(ker(n)). 

车 ker(w) 具有 有 限 维 余 向 量子 空间 ， 则 * 在 了 上 的 限制 是 
7 到 尽 B) 上 的 河 构 , 故 x( 互 ) 有 有 限 维 数 , 且 等 于 dimF. 反之 ， 
车 (2)iercn 是 a(B) 的 有 限 基 , 设 m 是 也 中 满足 MeD) 一 和 (1 委 
i 安 2) 的 沿 量 .。 则 是 kerCe) 与 Kai 的 直 和 (CA.4.3). 
(A.4.18) 设 己 ,P 是 两 个 向 量 空间 , ws: E 一 下 是 线性 映射 。 

人 车 下 是 有 限 维 的 ， 则 rank(w) 志 dimF; 而 且 rank(w) 一 
dimF 当 且 仅 当 * 是 满 射 . 

(i) 若 卫 是 有 限 维 的 , 则 rank(w) < dimE; 而 且 rank(w) 一 
dimE 当 且 仅 当 * 是 单 射 。 

第 一 个 论断 是 rank(x) 的 定义 与 (A.4.11) 的 直接 推 沦 。 为 证 
明 (只 要 注意 到 : 若 dimE 一 #*， 则 由 (CA.4.17) 与 CA.4.10) 知 
w-1(0) 是 4 一 rank(u) 维 的 ， 
《A.4.19) 设 B 是 有 限 维 向 量 空间 ，w 是 E 的 自 同 态 映射 。 则 下 
列 论 断 是 等 价 的 : - 

《i) 是 双 映 射 

Gi) «是 单 映 射 ; 

(Gi) * 是 满 映 射 ; 

(Civ) rank(w) 一 dimE. 

这 直接 由 (A.4.18) 得 到 。 
(A.4.20) 设 E 是 域 K 上 的 向 量 空间 , K' 是 KK 的 子 域 。 设 (5s)se 
是 在 KK 上 的 基 , 县 《pi)e 是 当 KK 看 作 KK 上 的 向量 空间 时 的 
基 ， 则 泛 (px6。), 这 里 (4, o) 取 遍 了 X 1, 是 E 在 K 上 的 一 个 
基 ， 因 为 显然 由 这 个 族 的 元 素 生 成 (在 K 上 )， 另 一 方面 ,假设 


我 们 有 了 811bs 一 0, 其 中 纯 量 bxne K'。 这 个 关系 也 可 写 为 
台 ( 避 cp) 5, 一 0， 因 为 如 在 K 上 是 线 企 无 闫 的, 便 得 出 台 
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Swp4 一 0 对 每 个 附 标 a& 7 成立 ,于 是 对 每 个 (4,o)e X 1， 有 
4 一 0， 因为 pi 在 KK' 上 是 线性 无 关 的 。 因此 pbs 在 K' 上 是 线 
性 无 关 的 ,从 而 我 们 的 论断 得 证 ， 特 别 地 ,有 

(4.4.21) 若 B 在 K 上 是 有 限 维 的 ， 而 KK 在 KK 上 是 有 限 维 的 , 则 
如 在 K*" 上 是 有 限 维 的 , 且 有 

《A.4.21.1)》 dimgrE = dimkE dimgK. 


5 矩阵 


《4.5.1) 设 E, 下 是 域 K 上 的 向 最 空间 , 且 E 是 (有 限 ) 维 的 . 设 
《emicree 是 的 基 ， 因 而 E 是 Ka; 的 直 和 ， 由 (A.3.1) 存在 E 到 
了 的 线性 映射 + 与 F 的 7 个 向 量 的 族 《Bi)igzcn 之 间 的 一 一 对 应 ; 
这 个 对 应 由 二 一 w*(a) (1 所 i 所 #) 确定 。 于 是 向 量 空间 Hom 
《EE ) 与 F* 是 同 构 的 . 

(A.5.2) 进一步 假设 了 是 如 (有 限 ) 维 的 ， 且 《jctcm 是 了 的 
基 ， 则 存在 向 量 》e F 与 KK 的 m 个 元 素 的 族 《%y)rsem 之 间 的 一 


一 对 应 ,由 y 一 汪 入 妇 确定 。 因而 存在 线性 映射 4: 一 与 


天 中 元 素 的 "二 重 " 族 《op) (1 所 j 所 m, 1 所 i 所 #) 之 间 的 一 一 
对 应 , 它 由 关系 式 


A521) ula)— Dos Ui<n) 


j=1 
确定 . 
这 样 的 族 称 为 K 上 的 m 行 nR 列 的 矩阵 (或 m X mn 矩阵 )、 它 

们 构成 Kk 上 的 一 向 量 空间 ,与 Rn” 漳 构 。 子 族 (ey)ieien 是 矩阵 
《wr) eiam rcicn 的 第 7 行 ， 而 子 族 《oj)qam 是 它 的 第 i 列 .由 
《4A.5.2.0) 定 义 的 矩阵 M (4) 一 (aj) 称 为 # 关 于 基 (si) 与 Cj) 的 
矩阵 。 若 ,ww 是 互 到 下 的 两 个 线性 喘 射 ,而 1 是 任 一 纯 量 , 则 

Ml# Te) 一 Mo 二 Mi(e)， 

HG) = LM Cn), 
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在 上 面 每 一 情况 下 , 矩阵 都 是 关于 刁 的 同一 基 (a,) 与 了 的 同一 基 
(5;) 取 的 . 
(A.5.3) 设 G 是 天 上 的 另 一 个 有 限 维 向 量 空间 ，(〈cti<t<p 是 G 
的 基 . 设 w: EE 一 与 v: F 一 G 是 两 个 线性 映射 ， 且 设 一 
vou: EE ~> G， 假 设 w 关 于 (41) 与 (57) 的 矩阵 M《w),v 关于 (5) 
与 人 ct) 的 矩阵 M(v) 是 已 知 的 ,让 我 们 来 计算 中 关于 《oj) 与 (cx》 
的 矩阵 MKw)， 若 MC(w) 二 (62), M (一 (pt)，M (we) 一 
C74)。 则 由 定义 有 
了 人 忆 
Ep 
k=1 f=! f=1 
了 
一 六 js 的 Re 小 

由 此 推 得 
《A.5.3.10) Tb 一 六 Bajoii, 


p Xa 矩阵 MM(w) 称 为 bp X w 和 矩阵 MM (v) 与 m Xw 和 矩阵 M(x) 
的 积 , 记 为 
M(von) = Mo) ME). 

因而 两 个 矩阵 的 积 是 由 "第 一 个 矩阵 的 行 乘 以 第 二 个 矩阵 的 列 " 来 
计算 的 ， 

给 出 这 些 定义 后 我 们 对 线性 映射 建立 的 大 多 数 结果 当然 都 
能 转换 为 矩阵 语言 、 我 们 将 继续 做 这 一 转换 工作 : 其 实 , 在 实际 
中 , 当 和 矩 阵 代数 的 问题 出 现时 ,用 相当 灵活 与 合适 的 线性 映射 的 语 
言 改 述 它 ,几乎 总 是 有 益 的 。 例 如 ,对 于 线性 映射 的 核 与 象 的 重要 
概念 ,如 果 异 用 答 阵 的 语言 ,就 没有 简单 的 解释 , 


6. 多 重 映射 ,行列 式 


(A.6.1) 设 Bi …B, 与 F 是 域 K 上 的 r 十 1 个 向 量 空间 ， 映 
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射 x: EX EX .… X 一 了 称 为 + 线性 的 ,着 它 “关于 每 个 变 
元 是 线性 的 ”; 也 就 是 说 ,对 每 个 一 1, 2,"…,r 与 任 选 的 每 个 元 
素 ai€ Ei(i 天 让，Ei 到 了 的 偏 映射 

和 全 Ma 
是 线性 的 。 特 别 ,这 比 合 对 的 所 有 选择 ,有 

Ha 0 aitts" 0 


对 二 用 归纳 法 ,由 定义 得 到 “ 
《A.6.1.1) a (5 Exys > Ex si) 
esl 各 和 全 


DD bys Sn a sr) 
uD 


这 里 右边 的 和 在 所 有 满足 1 in，… ,Ij<en 的 组 (j,"…… sj) 
上 取 的 ; 68 是 纯 量 而 xii 是 EF; 的 元 素 (1 < 委 六 1 < 生 7 科 四. 
EX .… X E, 到 Kk 的 ?线性 映射 称 为 7 线性 型 . 
(A.6.2) 设 每 个 向 量 空间 E;(1 所 i 忆 +) 具有 有 限 基 (bi)scigni 
则 由 公式 (A.6.1.1) 得 知 ，E Xx E; Xx … X E, 到 FF 的 7 线性 映 
射 # 四 和 109-… 坟 个 向 量 2 563, -67 《对 每 个 i 一 
1 2: 7 有 1 所 广安) 唯一 确定 。 反之 ， 若 我 们 给 出 F 中 
zp2.* "2 个 向 量 的 任意 组 《eiijey,)， 则 存在 Es x EX … X 
,到 下 的 唯一 的 7 线性 上 映射， 使 对 每 组 附 标 《jj，*…s 训 ) 有 
HB 639s55) 一 cinje。 为 看 出 这 一 点 ;只要 用 公式 (A.6.1.1) 
《在 那里 取 比 所 有 关 大 的 4, 并 对 j 委 my 有 二 二 而 对 了 六 
有 xz 一 0) 来 定义 zx 就 够 了 , 而 且 可 直接 验证 这 样 定 义 的 映射 * 
确实 是 7 线性 的 。 
(A.6.3) 考虑 所 有 E; 都 等 于 同一 个 向 最 空间 E 的 情形 。 Y 线 
性 映射 vs: E' 一 F 称 为 交错 的 ， 若 每 当 二 不 同 附 标 ;<j 满足 
二 一 如 时 就 有 za ye) 中 0， 由 定义 推 得 ， 对 所 有 & EE， 
有 


(CC 


rss) TF 
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人 

换 句 话说 , 着 我 们 交换 * 中 两 变量 4;, xi， “的 信 改 变 符号 ， 因 和 集 
{l2， sr} 的 每 个 置换 o 可 以 表示 成 轮换 的 积 ， 故 容易 得 到 下 
述 推论 : 
(A.6.3.1) w(xows ons are) 一 eolxiy ta st) 
这 里 sv 是 置换 = 的 符号 . 

若 刀 是 有 限 维 的 ,而 〈 坊 )ici<r 是 它 的 基 ， 则 由 定义 ,每 当 附 
标 js 中 的 两 个 相等 时 ，xz(2 2，… 5) 为 零 .， 由 于 
(53.6.3.1), 对 不 同 附 标 (#) 的 递增 序列 i 过 六 过 扫 因 民有 ， 
85) 的 值 是 确定 的 ， 反 之 , 著 我 们 对 递增 序列 取 刁 的 任意 元 素 
ez 则 存在 唯一 的 交错 7 线性 映射 wx: E' 一 F， 使 当 j 过 
方 莹 WBj, si) 二 cjviznir， 这 个 斤 述 的 验证 
留 给 读者 . 
《A.6.4) 考虑 E" 上 的 交错 4 线性 型 这 一 特殊 情形 ， 这 里 # 是 EE 
的 维 数 ， 上 面 的 附注 指出 ， 这样 的 型 了 由 它 的 值 51,62，"…… 6s) 
完全 确定 ， 其 中 (4b;) 是 E 的 任 一 基 ; 并 且 了 恒 等 于 零 当 且 仅 当 
fb,…"s 6s) 一 0， 可 以 推出 : 若 有 是 这 些 非 零 型 中 的 一 个 ， 则 
E" 上 每 个 其 它 的 交错 = 线性 型 都 能 写成 如， 这 里 是 纯 量 在 
本 节 后 面 的 部 分 ,这 些 假设 与 记号 仍然 保持 . 
《A.6.5) 设 x 是 妃 的 自 同 态 。 则 存在 唯一 的 纯 量 detCw)， 使 得 车 
f 是 BE" 上 的 任 一 交错 = 线性 型 , 就 有 
《A.6.5.1)》 Fulxi) sux2) ys ua)) — det(n) 大 tx xo) 
对 选取 的 所 有 “6 E(1 志 i < w) 都 成 立 . 

只 要 对 f 一 九 证 明 就 够 了 , 而 这 种 情形 的 结果 又 可 出 (A.6.4) 
与 下 述 事实 推 得 : (xis……， zs) foCu(xs),"……，u《xa)) 是 E* 上 
的 交错 = 线性 型. 

纯 量 det(w) 称 为 x 的 行列 式 ， 显 然 我 们 有 
(A.6.5.2) dct(Te) = 1, 
(A.6.6) ”车 wx 是 巨 的 两 个 自 亲 态 , 则 有 
《A.6.6.1) det(wov) 一 detCa)detCr), 
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把 (A.6.5) 应 用 于 交错 4 线性 式 : 
《ea 
与 回 坊 v, 便 得 
flu w(x)) ss oxs))) 一 detCv fo ux) ssa)) 
一 dettz)detGzDja(z st), 
因为 是 非 零 的 ， 故 公式 (4A.6.6.1) 立 即 击 det(uov) 的 定义 得 出 . 
(A.6.7) det(w) 天 0 当 且 仅 当 # 是 双 映 射 。 

著 # 是 双 映 射 , 则 它 有 遂 映 射 性 :， 满足 neon"! 一 lz， 因 此 由 
《A.6.6) 与 (A.6.5.2), 我 们 有 detCx)detCu"!) 一 1， 显然 det(4) 六 
0. 反之 ,车 #* 不 是 双 射 ， 则 它 不 是 单 射 (4.4.19)， 因 此 存在 
如 天 0 使 w2) 一 0. 这样 ,存在 包含 如 的 E 的 一 个 基 (bi)ge 
(4A.4.5)， 因 而 我 们 有 C2，…， 56s) 性 0， 于 是 和 zx(20 
Ms) 一 0。 类 det(w) 一 0 
《A.6.8) 设 (bi)serer 是 E 的 基 , 且 M(4) 一 (ez) 是 # 关 于 
的 两 个 基 (51) 与 (5;) 的 矩阵 (或 如 通常 所 说 ,# 关于 基 (8) 的 抢 
距 )， 因 fC,…… Bs)》 天 0， 公式 (A.6.1.1) 与 (A.6.5. 了 DD 给 出 


A.6.8.1) det (4) 一 DY ecaotaaoop any 


这 里 oa 取 遍 {1,2,"…,n} 的 所 有 置换 的 对 称 群 2 

矩阵 Ma) 的 行列 式 定义 为 x 的 行列 式 .这 提供 了 我 们 的 理论 
与 原始 形式 下 行列 式 的 古典 理论 之 闻 的 联系 ， 我 们 并 不 需要 用 后 
一 理论 ,并 且 把 我 们 的 结果 转 写成 古老 记号 下 的 工作 , 留 给 对 这 类 
计算 有 兴趣 的 读者 . 在 应 用 中 , 回 到 定义 (A.6.5) 总 是 比较 简单 的 ， 
因为 我 们 将 用 自 同 态 的 固有 值 来 解释 . 
《A.6.9) 自 同 态 * 的 固有 值 的 定义 由 《11.1.1) 给 出 ， 只 要 把 那里 
的 域 C 用 任 沪 的 域 K 来 代替 ， 由 (4A.6.7) 直接 得 出 ， 这 些 固 有 值 
是 方程 ( 称 为 “的 特征 方程 ) 
{A.6.9.1) det(e 一 17 一 0 
的 根 。 由 公式 (A.6.8.1) 直接 证 明 ,上 述 方程 的 左边 是 首 项 系数 为 
《一 19* 奔 的 = 次 多 项 式 ， 下 面 我 们 将 假定 域 玉 是 代数 封闭 的 , 故 
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detks 一 414.15》 可 分 解 为 线性 因子 : 《4 一 和 Ch 一 2 一 
2). 
《34.6.10) 存在 E 的 基 (6.,…,6,)， 使 
《A.6.10.1)》 wb)=Lb mindin 于 十 ms 人 LS 实则 
反之 若 《2)act<s 是 具有 这 样 性 质 的 基 , 则 

det(z — 2 15) = (C—O Oo — 1). 

证 明 可 对 * 用 归纳 法 得 到 。 由 假设 ,存在 中 向 量 九天 0， 
它 是 * 的 关于 固有 值 4 的 固有 向 量 ; 换 名 话说 ，w(6。) 一 45b，。 
我 们 把 分解 为 直 和 KB 十 了， 且 设 p: E -> V 是 相应 的 射影 
(A.3.4)， 肌 射 * 一 plu(x))》 是 的 自 同 态 ， 因 此 存在 V 的 一 个 
基 (B64,…,ba-) 使 

Pubi)) = pibi + oiribits TF + ionibnmt 
(lien 1), 


从 而 
而 ) 一 paibi + Ginbitt +t 十 的 wii + 本 ma 
(1&i<s—l), 
其 中 mn 为 适当 的 纯 量 ， 于 是 我 们 有 
fola(B1) — bs" su (bs) — 6a) 
fog — 26 tt bsp 


mba ss pas — Mbnt 十 bs 
{2 — 4)6s). 
如 果 借 助 于 (A.6.1.1) 把 右边 展开 并 利用 交错 多 重 线性 型 的 定义 就 
容易 看 出 ,不 为 零 的 项 仅 是 


Ca — A — Meeps — 4) 1, 一 1 有 (5 by)s 
因此 
det(z — 4 1a) = Cm — pe — DD) pt — 4) Cs — 1), 
这 就 证 明了 上 是 (除了 顺序 以 外 ) 纯 量 2 …… jn-:， 且 上 述 计算 
也 建立 了 (A.6.10.1) 的 第 二 个 论断 . 
# 关于 满足 (A.6.10) 条 件 的 基 的 矩阵 称 为 下 三 角形 矩阵 . 
《A.6.11) 对 每 个 整数 > 0, 我 们 有 
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AGILI) dewt — ls) = 
因由 公式 (4.6.10.1) 得 
ut(bi) Mb 十 obin 十 
故 结 染 由 (A.6.10) 得 出 。 
(A.6.12) 自 同 态 * 是 环 End(E)》 中 的 寡 零 元 索 当 且 仅 当 它 的 所 
有 固有 值 为 零 . 
车 # 是 轿 零 元 素 , 则 由 (A.6.11) 知 * 的 所 有 固有 值 是 零 ， 反 
之 ， 若 所 有 入 为 零 ， 则 公式 (A.6.10.1) 指 出 。 对 《用 归纳 法 ， 有 
wiCE)C Kb 十 天 5kiz 十 .十 天 5 (《 当 大 < 挟 天时) 最 后 w"(E) 
一 {0], 这 就 是 说 me 一 0 


7 行列 式 的 子 式 


《4.7.1》 设 E 是 K 上 的 7 维 向 量 空 间 、 (bi)seren 是 B 的 基 ， 对 
附 标 集 4 一 {1,2,*-…,n} 的 每 个 子 集 1, 设 EC(1) 是 由 Ge 人 
生成 的 子 空间 ， 则 是 BCT) 与 (4 一 了 ) 的 直 和 。， 若 了 一 {i， 
2 这 里 五 生 天 二 …… < 和 设 让 是 K' 到 EC(1) 上 的 双 
映射 , 涨 足 的 eo) 一 2 所 所 r)， 其 中 (cbhstei 是 区 的 典 
则 基 (A.4.4), 又 设 py 是 到 Kr 上 的 线性 满 映射 ,使 得 对 1<A<r 
有 (bi) et， 而 对 1， 有 pi(&) 一 0。 则 pi 的 核 是 
E(4 一 站 而 在 EC1) 上 的 限制 是 (7) 到 Kr 上 的 双 上 映射。 
《A.7.2) 设 # 是 E 的 自 同 态 ，M (w) 一 (as) 是 关于 基 (8) 的 
矩阵 《4.6.8)， 若 1, J 是 附 标 集 4 的 具有 同样 多 个 (+ 个 ) 元 素 的 
子 集 ,考虑 K" 的 自 同 态 wi 一 p1owo 亲 。 它 关于 Kr 的 典 则 基 《ex) 
的 矩阵 由 mi 组 成 , 其 中 ie 1，j6 J。 这 个 矩阵 的 行列 式 (也 就 是 
说 ，det(wjDD)》 称 为 det(w) 的 相应 于 的 基 (5):c<e 及 其 附 标 
集 4 的 子 集 1, 7 的 + x r 子 式 . 

(A.7.3) 瑟 的 自 同 态 # 的 秩 为 7 当 且 仅 当 det(w) 关于 (5) 的 
5 X5 子 式 ( 这 里 *> 1) 是 零 并且 到 少 有 一 个 非 零 的 + x + 子 
式 . 
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设 p 一 rank(w), 用 (A.72) 的 记号 , 我 们 有 wn(K") 一 名 (4 
(BE(7))), 因 此 气 (A.4.18) 有 rank(w1) 一 dim 人 wn(K')) <& dim(% 
《ECD dma(F) = rank(w) 一 6、 若 > 之 po 则 由 (A.4.19) 与 
(A.6.7) 有 det(nn) = 0， 另 一 方面 ,存在 4 的 子 集 10, 包含 p 个 元 
过 ,使 得 E(10) 是 ker(zo) 的 余 集 ; 也 存在 4 的 子 集 0, 包含 P 个 元 
球 ， 使 得 EC4 一 0) 是 ME) 的 余 集 (A.4.5). 我 们 推 得 : 限制 
于 BC) 上 的 * 是 BC 到 ukE) 上 的 双 射 (A.4.19)， 而 限制 在 
4《E) 上 的 pj 是 CE) 到 K? 上 的 双 射 (A.3.5)， 因 此 wios 是 双 映 
射 , 故 dwrm) 天 0《A&.6.7)， 本 命题 直接 从 这 些 附注 中 得 出 ， 
《4.7.4) 用 前 面 的 记号 ,如 果 我 们 到了 一 7 一 (12，…m) 因 
而 4 一 1 一 4 一 J 一 {vw 十 1，…s 4) 本 假设 uro 一 0， 换 
名 话说 , 逢 阵 M(w) 其 有 下 述 形式 

(sz) 
0 ZL 
这 里 外 = Mun) 是 9X mm 类 降 ，Y 二 M(wnan) 是 mX {x 一 
” 功 ) 矩阵 ，Z 一 M(w4-pa-)) 是 (一 me) X (> 一 w) 矩阵 (0 表 
示 (2 一 包 ) X m 的 零 矩 阵 ), 则 有 
《A.7.4.1) detCM(4)) 一 det(X )der(Z). 
因为 车 + 是 ECI) 的 自 同 态 ,以 X 为 其 关于 《8,)isrem 的 矩阵 ,用 
《A.6.10) 的 记号 , 便 有 
fulBs) sr sbm) st bmis) sub)) 
= fv C6) sv Bm) su bimt)s bo)), 
但 映射 
rs tm) > fr stm Bmtt) "(5s)) 
是 (E(1))” 上 的 交错 台 线 性 型 ,因此 ,由 (A.6.5) 得 
FulB)s :7 vB) bmn ) ss bs)) 
= (derX Of Bis ss Bs bmts)s "sbs)). 
对 每 个 j 冯 和 十 1， 我 们 记 wo 一 十 of， 其 中 cy€ E(D)， 
cy e E(4 一 1)。 由 交错 多 重 线性 型 的 定义 ,有 
HB sbms tl bn) bs)) 
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一 基本 Bm cn), 
站 设 w 是 EC4 一 7) 的 自 同 态 ,以 Z 为 共 关 于 《 刀 )mtseies 的 矩阵 ; 
并 对 jE 4 一 1 定义 w《&1) 一 cf， 映射 
xmti ss) > fb sbms mts Ko) 
是 《E(4 一 站 )"-™ 上 的 交错 (oa 一 尼 ) 线性 型 ,因此 类 似 地 得 到 
fb s bm Wbmr)s "3 (bs)) 
= (dctZ)f(b1,*** ,5») 一 detZ 
故 (A.7.4.1) 得 证 ， 对 + 用 归纳 法 ， 得 出 对 任意 “矩阵 的 三 角 阵 ” 


Xu XK 
vo Xs|, 
0 OX 


这 里 Xi 是 mi X ms 矩阵 ,我 们 有 
(AT.4.2) detU 一 det(Xu)derC Xn) "detCRss) 
《分 块 行列 式 的 计算 法 ”)。 
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符 号 表 


在 下 列 符号 中 ,第 一 个 数字 指 该 符号 所 在 章 数 ,第 二 个 数字 指 

节 数 .例如 ,1.4 指 第 一 章 第 四 节 。 

等 于 : 1.1 

不 等 于 : 1.1 

属于 : 1.1 

不 属于 : 1.1 

含 于 : 11 

包含 ，L.1 

不 含 于 ; 11 
EXIP(x)} 和 中 具有 性 质 ? 的 元 的 集 : 1.1 

空 集 : 1.1 
{a} 单元 素 4 的 集 : 1.1 
PX) X 的 子 集 的 集 : 1.1 
X-Y,C:Y,CY Y 在 Xx 中 的 余 : 1.2 
U 并 1.2 
n 交 1.2 
《es 序 偶 ; 1.3 
pncsprzc 第 一 与 第 二 射影 .1.3 
G(x),G7(y) GCX XY 的 交叉 截 瘦 : 1.3 
X Xx Y ”两 个 集 的 积 1.3 
XiXXiX…- XX。 nr 个 集 的 积 1.3 
priz 第 i 射影 :1.3 
pricixC2) 。。 偏 射 影 ，1.3 
xX" 7 个 集 X 的 积 : 1.3 
F(x) ” 喘 射 F 在 x 的 值 : 1.4 


全 人 Un 二 
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YY GZ Y) XX 到 Y 中 的 映射 的 案 : 1.4 
xz 一 了 (x) 映射 1.4 

1x 怀 的 恒 等 映射 :1.4 

F(A) 直接 象 : 1.5 

FA) 道 象 ; 15 

2 ()) ”单元 素 集 {y} 的 逆 象 ，1.5 
Fy)sFlx，,') ACXXY 到 Z 的 映射 F 的 偏 映射 1.5 
ja 自然 单 射 :1.6 

下 双 射 的 着 映射 : 1.6 

GoF 合成 映射 : 1.7 

xx)ier 族 : 1.8 

N 自然 数 集 : 1.8 

{x xs} 有 限 个 元 的 集 : 1.8 

UV 4 【A4， 集 族 的 并 : 1.8 


门 4 门 4 集 族 的 交 : 1.8 


xr 2 


Xx/R 叉 关 于 等 价 关系 尼 的 商 集 1.8 
TI xX， 集 族 的 积 1.8 


he 


Br/ 偏 积 上 的 投影 : 1.8 
Cu) 映射 到 集 的 积 : 1.8 
R 实数 集 : 2.1 

ty 实数 的 和 : 2.1 

xy 实数 的 积 : 2.1 

0 实数 的 零 元 : 2.1 
一 实数 的 相反 数 : 2.1 
I 实数 的 单位 元 : 2.1 


zx,1/x ”上 民 中 的 逆 元 : 2.1 
x 所 y yy 全 x 本 中 的 序 关系 : 2.1 
* 之 yy >* 要 中 的 严格 序 关 系 : 2.1 
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jasb[，[a,6]， [as5[，]as8] 中 中 的 区 间 : 2.1 
RR.,RE 之 0 的 实数 集 , >0 的 实数 集 : 2.2 
jx|>x*,x” 绝对 值 ,实数 的 正 部 与 负 部 : 2.2 

Q 右 理 数 集 : 2.2 

Zz 整数 集 : 2.2 

1.u.b.X，supX 集 的 上 确 界 : 2.3 

ELb.X，infz 集 的 下 确 界 : 2.3 

supf(*)» Jinf Kx) f 在 4 中 的 上 伪 界 与 下 确 界 :2.3 
到 广义 实 直线 : 3.3 

+ ,一 oo 下 中 的 无 穷 大 点 : 3.3 

+ 所 yoy 守 x 大 中 的 序 关 系 :3.3 

4d(4，,B) ”两 集 闻 的 距离 :3.4 

Blasr), Ba;7r),SCa;r) 开 球 , 闭 球 ,中心 为 «半径 为 * 的 


球 ; 3.4 
3(4) 直径 : 3.4 
2 内 部 : 3.7 
4 闭 包 : 3.8 


Fe(4) 边缘 : 3.8 
im， Kz)》 函数 的 航 限 : 3.13 


Jimxn 序列 的 极限 ; 3.13 


9(a; 有 ) ”函数 的 振幅 3.14 

logax 实数 的 对 数 : 4.3 

a 底 为 “的 指数 (x 为 实数 ); 4.3 

C 复数 集 : 4.4 

z 十 2 ，zw” 复数 的 和 , 积 : 4.4 

(3 C 的 元 素 : 4.4 

cr， .Za 实 部 与 弄 部 ，4.4 

#,12| 复数 的 共 轿 ,绝对 值 :4.4 

* 十 yx ， 闻 量 空间 中 的 和 与 数 要 : 5.1 与 (A.1) 


“329。 


0 内 最 窜 间 的 让， 5.1 与 (A.1) 
jz 范 数 : 5 

Djx，。 级 数 的 和 ,级 数 : 5.2 

x。 ”绝对 可 和 族 的 和 :5.3 

(中 趋 于 0 的 序列 空间 : 5.3， 问题 5 
录 (E;F) 连续 线性 映射 空间 ，5.7 


[al 连续 线性 映射 的 范 数 :5.7 

5(5 ER) 连续 多 重 线性 映射 空间 ;5.7 
a 绝对 收敛 级 数 空间 ;5.7， 问题 1 

人 有 界 序列 空间 :5.7, 问题 

《zly7) 纯 量 积 : 6.2 

Py 直 交 射影 ，6.3 


2 序列 的 Hilbert 空间 : 6.5 

沼 5(4); 纪 R(4), 织 c(A4) 有 界 映 射 空间 : ?7.1 
KE) ”连续 映射 空间 :7.2 

史 (E) ”有 界 连 续 映 射 空间 :7.2 
fx 十 ),Kx 一 ) 右 极限 , 左 极限 : 7.6 
x0),Df(x0o) 在 x 的 (全 ) 导 数 ; 8.1 

f ,Df 导数 (作为 函数 ): 8.1 

了 (oa),D+Ke) 右 导数 : 8.4 

萎 (8),D_KCz) 左 导数 : 8.4 

人 es 积分 ，8.7 

esexp(r),logr 《x 为 实数 ): 8.8 
D(al,42)，Daf(a1,42) 人 篇 导数 : 8.9 

fC 0/65:1(5,:…… ,54) 偏 导 数 ，8.10 


Dj) Chr) jocob; 行列 式 ， 8 
Ds) BE sy Te :B10 


(xo),D?f(x0) ,f(xo),D?HKxo) 高 阶 导数 : 8 


frp 正则 化 : 8.12, 间 题 2 
轨 go(4) 次 连续 可 微 刺 射 空间 : 8.13 
lal ,MD*Due 《we 结合 附 标 ): 8.13 
<*,exp《z)《z 为 复数 ): 9.5 

sinzscoss ”正弦 与 余 驴 ; 9.5 

下 9.5 


jogzsAm(s)，( ,CI 十 2) 《st 为 复数 ); 9.5, 问 题 8 
7 反 向 线路 ，9.6 

YIVY， 线路 的 毗连 : 9.6 

Kz)4e 沿路 径 的 积分 : 9.6 

j(a;7) 。 关于 通路 的 附 标 ，9.8 

E(z,p) 。 准 素 因子 : 9.12, 问题 1 

T(z) Bamma 少数 :9.12, 问题 2 

7 Euler 常数 : 9.12， 问 题 2 


As)4 沼 无 点 聊 全 的 积分 ， 9.12, 问题 2 


oa;f),w(a) ”序数 在 一 点 的 阶 ，9.15 

SC5) 算 子 代 数 ， 11.1 

了 tp 结合 算 子 : 11.1 

1 恒 同 算 子 : 11.1 

sp (4) 谱 ; 11.1 

ECG) ES 固有 空间 : 11.1 

bb 连续 延 拓 : 11.2 

NC)sN(4;4),FC4), FC4; wx) 相应 于 紧 算 子 的 国有 信 的 子 
空间 : 11.4 

2), 六 4;u) 固有 值 的 阶 : 11.4 

We* 伴随 算 子 : 11.5 

MM 向 量 空间 的 子 空间 的 和 : A.1 
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全 E。 向量 空间 族 的 直 和 : A 


oe 
Imu，Ker ”线性 映射 的 象 , 核 ;A.2 
Hom(E,F)，Homg(E,F) 线性 也 射 空间 A.2 
End(),Endx《E) 自 同 态 的 代数 : A.2 
ls:7a7 ”和 恒 等 映射 :A.2 

dimE,dimx(E) 向 及 空间 的 维 数 : A.4 
CodimsF，codimF EE 的 子 空间 的 余 维 数 ; A.4 
rank(z) ”线性 映射 的 秩 ; A.4 

M(u) 线性 映射 的 矩 陈 : A.5 

derCn) 自 同 态 的 行列 式 : A.6 
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索 引 


在 下 列 索 引 中 ,第 一 个 数字 指 该 往 念 所 在 剖 数 ， 第 二 个 数字 指 节 数 ， 例 
各“ _ 葬 射 One-to-one mapping: 1.@ 表 示 在 第 一 章 第 六 节 中 可 找到 “一 一 
映射 


一 画 
一 一 映射 One-to-one mapning: 1.6 
一 至 胶 北 序列, 一致 收 敏 级 数 ”Uniformly convergent sequence, uniformly conver 
gent series: 7.1 
一 至 过 续 函 数 Uniformly continous function: 3.11 


一 至 等 诬 连 坪 梨 “Uniformiy equicontinous set: 7.5, 问题 5 
一 致 等 价 虑 离 “Unitormly equivalent distances: 3.14 


二 画 
二 阶 人 bp 阶 ) 叶 数 ” Derivative (second, pth): 8.12 
三 画 


Cantor 集 Cantor's rriadic set: 4.2 问题 2 

不 等 式 “Triangte inequality: 3.1 与 3.5 

多 项 式 “Trigonometric polynomials: 7.4 

三 角 系 Trigonomerric system: 6.5 

上 界 Majorant: 2.3 

上 确 界 Least upner bound: 2.3 

下 界 ”Mineranr: 2.3 

下 确 界 Greatest lower bound: 2.3 

子 序列 Subsequence: 3.13 

子 空间 Subspace: 3.10 

子 族 Subfamily: 1.8 

子 乐 Subset: 1.4 

广义 实 直线 Extended real fine: 3.3 

广义 积分 沿 无 端点 上 路 经 的 广义 可 积 国 数 ”fmproper integral, improperly integrable 
Eunction along aa endless road: 9.12， 问 题 3。 

与 一 集 (一 向 显 ) 直 交 : Orthogonal to a set {vector): 6.1 


1433 。 


开 区 间 Onen interval: 3. 

天 多 圆柱 “Open palydisk: 9.1 

开 邻 域 Open neighborhood: 3.6 

开 球 Open ball: 3.4 

开 集 Open set: 3.5 

开 亿 中 的 导数 Derivative in an open set; 8.1 

开 恰 请 ”Open covering 3.16 

反 疝 线路 “Opposite path: 9.6 

元 案 Element: 1.1 

元 宗族 ”Family of clement; 1.8 

不 动 点 定理 Fixed point theorem: 10.1 

不 等 自 拓 原理 “Principle of extension of ineqitalirics: 3.15 
无 限 次 可 往 瞻 射 Indefinitely Gifferentiable mapping: 8.i2 
无 右 点 路 径 。 Endless coad: 9.12, 问题 3 

中 值 定理 ”Mean value theorem: 8.5 

分 眉 线 性 范 数 Piecewise iinear function: 8.7 

分 部 积分 Integration by parts: 8.7 

站 映射 ; 驱 射 、Bijective mappiag, bijection: 1.6 

双 连 续 瑞 射 ”Bicontinous mapping: 3.12 

安排 超 平面 ”Hyperplane of suppart 5.8， 问 题 3 

区 分 点 (函数 乐 ) Separating points (set of fanctions): ?7.3 
区 间 长 麻 Length of an interval: 2.2 

区 亲 的 始点 ”Origin of an interval: 2.1 

区 闪 的 终点 Extremity of an interval: 2.1 

区 阅 亦 公理 Axiom of nested intervals: 2.1 


五 


下 Hermite 型 Positive hermitian form: 6.2 

正 Hetmite 算 手 Positve hermitian operator: 11.5 

正 Hermite 紧 算 子 的 平方 极 “Square root ofa positive hermitian compact operator: 
人 .5, 问题 12 

正则 化 ”Regularization: 8.12, 问题 2 

正则 函数 ”Remmtlated function: 7.6 

正 型 函数 Function of bositive type: 6.3, 问题 4 

正定 Hermite 型 Positive definite hermitian form: 6.2 

正 国有 值 的 完满 序列 Tull sequence of positive eigenvalucs: 11.5, 问题 8 

正 数 Posirive nvmber: 2.2 
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堪 导数 , 右 导数 ”Derivative on the feft, on the right: 8.4 

左 家 限 , 右 极限 Limit on the left, limit on the right: 7.6 
右 例 递增 ”Inereasing on the right: 8.5, 问题 上 

可 分 距离 空间 ”Separabte metric space: 3.10 

可 换 收 效 朋 歌 ”Commutatiyely convergent scrTies: 5.3， 问题 4 
可 数 集 , 可 数 炭 “Denumerable set，dcnumerabie fumily: 1.9 
全 集 > 由 函数 ”Convex set convex function: 8.5， 问 题 8 

代数 基本 定理 Fundamental theorem of algcbra: 9.11 

对 前 线 Diagonal: 1.4 

对 角 线 法 “Diagonal process; 9.13 

对 等 集 Equipotent sets: 1.9 

对 称 双 线 往 型 Symmerric bilinear form: 6.1 

对 数 Logarithm: 4.3 与 9.5 问题 9 

半 开 区 间 Semi 
平面 的 Brouwer 定理 Brouwer's theorem for the plane: 10.2, 问题 3 
平面 的 分 着 Cur of the plane: 9. 附录 3 

平行 超 平 而 ”Parallet hyperplane: 5.8， 问 题 3 

包含 革 和 Containing a ser: 1-1 

本 性 奇 点 Essential singutar point: 9.15 

本 性 麻 异性 Essential singularity: 9.15 

本 质 映射 Essential mapping: 9. 附录 2 

处 处 称 密 系 Everywhere dense set: 3.9 

用 折线 连接 (点 ) Linked by a broken Jine Choints): 5.1, 问题 4 


-open interval: 2.1 


六 画 


至 多 可 数 集 ,至 多 可 数 族 At most denumerable set, at most denumerable family: 
1.9 

商量 关于 Hermite 紧 算 于 的 典 则 分 解 ”Canonicai decomposition of a vector rela- 
tively to a hermirian compact operator: 11.5 

向 恒基 Vector basis: 5-9， 问 题 2 

向 量 空 间 Vector space: 5.1 

合成 脆 射 ”Cemposed mapping: 1.7 

全 子 集 Toral subset: 5.4 

全 导数 “Total derivative: 8-1 

关于 只 的 于 集 的 导数 Derivative with reshecr to a subset ot RR: 8.4 

关于 区 间 的 Cp 贮 ) 导 数 。Derivative Cgth) with respect to an ineerval: $.12 

关于 林 往 青 点 的 Weierstrass 定理 Weierstrass's theorem on essential singularitics: 
9.15, 问题 2 

关于 另 一 集 的 铜 审 第 “Dense set with respeet to another ser: 3.9 
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关于 第 一 …, 个 变 蝴 的 可 向 Differentiable with respect to the first, se- 
cond，-…-，variable: 8.9 

美 系 的 对 称 人 性 ”Symmetry of a relation: 1.8 

关系 的 传递 体 Transitivity of a relation: 1.8 

关系 的 自 返 姓 ”Reflexivity of a relationz 1.8 

关系 的 图 象 ”Graph of a relation: 1.3 

关于 标准 直 交 系 的 第 = 坐标 “Coordinate (zth) with cespect to an arthonormal 
system: 6.5 

关于 标准 直 交 系 的 第 # 个 系数 ”Coefficient (nth) with respect to an orthonornial 
system: 6.5 

划分 Partition: 1.8 

闭 区 间 Closed intervaf: 2.1 

闭 多 回 柱 Closed polydisk: 9.1 

团 球 Closed ball: 3.4 

佬 尝 Closed set: 3.8 

闭路 Loop: 9.6 与 10.2, 问题 6 

陆路 同 伦 Leop homotopy; 9.6 与 10.2, 何 题 6 

有 上 界 的 党 ,有 上 界 的 函数 ”Majorized set, majorized functio， 

有 下 界 的 集 , 有 下 界 的 函数 Minorized set，minorized fnztion: 2.3 

《中 的 子 集 ) 有 上 界 , 有 下 界 ”Bounded from above, from below (subset of 到 :2.3 

《 慌 的 ) 有 界 子 系 “Bounded subsrt of R: 2.3 

有 界 实 函数 ”Bounded real function: 2.3 

有 限 数 Finite number: 3.3 

有 有理数 ”Rational number: 2.2 

自 伴 算 子 Self-adjoint operator: 11.5 

自然 边界 ”Natural boundary: 9.15, 问题 7 

自然 序 “Natural ordering: 2.2 

店 然 单 射 ”Naturat injcction: 1.6 

多 回 柱 的 中 心 Center of a polydisk: 9.1 

多 副 桩 的 半径 Radii of a polydisk: 9.1 

收 化 序列 Convergent sequence: 3.13 

收敛 级 数 ”Convergent series: 5.2 

在 一 点 的 正切 映射 、Tangent mappings at a point: 8.1 

在 一 点 的 可 微 颇 射 ,在 一 集 内 的 可 微 映 射 Difterentiable mapping at a point, in 4 
set: 8-1 

在 子 集中 重合 的 函数 ”Functions coinciding in a subset: 1.4 

在 驳 射 下 的 靠 的 象 “Image of a set by a mapping: 1.5 

在 直 和 中 的 射影 Projections in a direct suim: 5.4 

负数 ”Negative number: 2.2 
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负 玉 实 宜 线 Negative real half-tine: 9.5, 问题 8 

同 县 距离 空间 ; 同 卫 ”Homeomorphic metric spaces, homeomorphism: 3.12 

凤 伦 线路 , 同 伦 分 略 , 线 路 到 线路 的 网 伦 、Homotepic paths, bemorepic loops, homo- 
topy of a path into a path: 9.6 与 10.2， 问 题 6 

亚 纯 函数 ”Meromoerphic fnnction: 9.17 

导出 距离 Induced disrance: 3.10 

齐 次 线性 微分 方程 Homogeneous linear differential equationt 10.8 

齐 次 超 平 面 “Homogeneous hypcrplane: 5.8， 问 题 3 

再 生 核 Reproducing kernel: 6.3， 问题 4 

阶梯 函数 Step function: 7.6 

回路 “Circuit: 9.6 

园 路 对 点 的 指数 ”Index of a zircuit with respect te a point: 9.8 
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过 道 分 支 “Conneeted Companent; 3.9 

两 线路 的 轩 连 “Juxtaposition of twa paths: 9.5 

两 点 的 虐 离 “Distanee of two points: 3.1 

两 僻 的 Hausdorff 距离 ”Hansdorff distance of two sets: 3.16， 问 题 3 
两 集 的 虐 离 “Distance of two sets: 3.4 

陋 集 的 并 Union of two sets: 1.2 

两 集 的 交 Intersection of two sets: 1.2 

两 人 的 着 Difference of two sets+ 1.2 

级 数 Series: 5.2 

级 数 的 Cauchy 准则 Cauchy criterion for series; 5.2 

级 数 的 《第 3) 余 项 Remainder Cnth》 of a series: 5.2 

级 数 的 (第 如 部 分 和 ”Partial sum (wth) of a series: 5.2 

级 数 的 (第 =) 项 Term Cnth) of a scries: 5.2 

级 数 的 和 Sum of a series:; 5.2 

绩 故 数 Purely imaginary number; 4.4 

鲍 量 Sealar: 9.1 

纯 重 的 线性 微分 方程 组 ”System of scalar Jinear differentiat equations: 10.6 
统 量 积 Scalar product: 6.2 

序 对 Order pair 1.3 

序列 Seqience: 1.8 

序列 的 Cauchy 准则 Cauchy criterion for sequences: 3.14 
序列 的 触 什 Cluster value of a sequence: 3.13 
连通 集 ,连通 空间 Connccted set, connected space: 3.19 
连续 ,在 一 点 连 弦 Continuous, contiauous at a poiat; 3.11 
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连续 可 微 映 射 “ContiauousJy differentiable mapping: 3.9 

严格 正 数 ,严格 负数 Strictly positive, strictly ocgative number; 2.2 

严格 呈 隙 数 Strictly convex function: 8.5, 问题 8 

严格 相对 航天 依 ”Strict relacive maximum: 3.9, 问题 6 

严格 递增 ， 严 格 递 诚 ， 严 格 单调 ”Strictly increasing，strictly decreasing，strictly 
monotone: 4.2 

局 部 Lipschitz 秽 数 ”Locally Lipschitzian function: 10.4 

局 部 闭 集 Locally closed set: 3.10, 则 题 3 

局 部 连通 空间 Locally connected space: 3.19 

局 部 紧 空间 Locally compact space: 3.18 

折线 Broken line: 5.1, 问题 4 

含 于 某 集 中 ”Conrained in a set: 1.1 

更 精 拓 提 ,页 精忠 离 。Finer topology, Finer distances 3.12 

报导 数 , 报 可 向 函数 Quasi-derivatiye，quasirdifferentiable funcrion; 8.4, 问 题 4 

所 Hermire 算 于 “Quasi-Hermirian operator: 11.5， 问 题 18 

完全 不 连 迪 于 集 “Totally disconnected set: 3.19 

完备 空间 “Complete space: 3.14 

邻 域 Neighborhood: 3.6 
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极 大 航 小 原理 “Maximinimal principle: 11.5， 问 题 $，11.7， 问题 2 
线性 形 Linear form; 5.8 

线性 澳 Linear varicty: 5.1 问题 5 

线性 做 的 余 维 数 。 Codimension of a liasar variety: 5.1, 问题 5 

线 竹 徐 的 维 数 ”Dimension of a linear varicty: 5.1, 问题 5 

线性 微分 方程 Linear differential equation: 10.6 

线性 微分 方程 的 巴 解 式 Resolyent of a linear differeatiat equation: 10.8 
线性 微分 算 于 “Linear differential operater 8.13 

线性 微分 算 于 的 阶 ”Drder of a linear differcntial operators 8.13 
线路 Path: 9.6 与 10.2, 问题 5 

线路 的 始点 ”Origin of a path: 9.6 

线路 的 终点 Extremity of 2 path: 9.6 

线 股 ”scgment: 5.1, 问题 4 与 8.5 

址 交 向 县 Orthogonal vectors: 6.1 

直 交 余 ”Orthogonal supplement: 6.3 

直 交 系 Orthogonal system: 6.5 

直 交 庙 影 Orthogonal projection: 6.3 

直接 象 ”Direct image: 1.5 

单位 加 “Unit circle: 9.5 
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单 连 通 场 ”Simply connected domain: 9.7 与 10.2, 问题 6 

单 变量 函数 的 导数 ”Derivative of a function of one variable: 8.4 

单调 函数 “Monotone 和 netion; 4.2 

单 射 , 单 聘 射 Injection，injective mapping: 1.6 

拓扑 Topology: 3.12 

拖 扑 直 和 , 抵 并 直接 被 加 项 ,拓扑 休 ”Topological direct mm, topological direct sum- 
mand, topological supplemacnt: 5.4 

托 扑 等 价 距 次 “了 opologicafly equivalent djstances: 3.12 

狐 扑 概念 ”Topoelogical notion: 3.12 

函数 Function: 1.4 

函数 关系 Functional relation: 1.4 

函数 的 上 确 界 Supremum of a function: 2.3 

范 数 的 图 象 : Functional graph: 1,4 

范 数 的 极限 ,序列 的 极限 ”Limit of a function, limit of a sequence: 3.13 

汞 数 的 捍 幅 “Oscillation of a function: 3.14 

实 向 星空 间 Real vector space: 5.1 

实 直 线 Real line: 3.2 

实数 Real mumber: 2.2 ， 

实数 的 绝对 值 ”Absolute valae of 2 real number: 2.2 

空间 中 的 稠密 提 ”Dense set ia a space: 3.9 

空间 中 集 的 连通 分 支 “Connected component of a set; 3.19 

空 集 Empty set: 11 

非 本 质 册 射 lnessential mapping: 9. 附录 2 

非 退 化 Hermite 算 F Nondegenerat" hermitian operator: 11.5 

孤立 奇 点 Jsolated singular poinc 9 13 

孤立 零点 原理 Principle of isolated zeros: 9-1 

固有 信 的 代数 (几何 ) 重 数 Algebraic (Geometric) multiplicity of an eigenvalue: 
11.4 

范 数 Norm: 5 

格 范 数 收 语 级 数 , 依 范 数 可 和 旋 ”Normally convergent series, normally summable 
family: 7.1 

转移 范 离 “Transported distance: 3.3 

取 ” 次 的 划 位 回 Unit ciccle taken m times: 9.8 

沿路 径 的 积分 lategral along a road: 9.6 


丸 画 
选择 公理 Axiom of choice: 1.4 


映射 ”Mapping: 1.4 
有 陵 射 在 一 点 的 导数 Derivative of 4 mapping at a point: 8.1 
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里 射 的 延 折 Extension of a mapping: 1.4 

庙 对 的 图 象 、Graph of a mapping: 1-4 

庙 射 的 限制 Restriction of a mapping: 1.4 

映射 的 值 Value of a mapping: 1.4 

映射 的 沫 Set of mapping: 1.4 

复 向 重 空 间 Complex vector space: 5.1 

复数 ”Cormplex number; 4.4 

复数 的 共 辑 Conjugate of a complex number: 4.4 

复数 的 绝对 值 Absotute value of a complex number: 4.4 

复数 的 实 部 Real par of a complex number: 4.4 

复数 的 凡人 角 Amplitude of a complex number: 9.5, 问题 8 

复数 的 虚 部 Imaginary part of a complex numbec: 4.4 

钨 对 可 和 族 , 绝 对 可 各 子 集 Absolutely summable family, absolutely summable sub- 
sett 5.3 

绝对 可 和 类 的 和 Sam of an absolutely summable family: 5.3 

绝对 收 敏 级 数 “Absolutely convergent series: 5.3 

标准 直 交 化 ”Orthonormalization: 6.6 

标准 家 交 系 Orthonormal system: 6.5 

标准 吉 交 基 Orthonermal basis: 6.5 

相对 极 大 信 “Relative maximum: 3.9， 问 题 6 

相对 紧 集 Relatively compact set: 3.17 

相应 于 国有 慎 的 固有 空间 Eigenspace corresponding to an cigenvalue: 11,1 

退化 Hermite 型 Degcnerate hermitian form: 6 

退 六 为 一 点 的 路 径 Path reduced to a point 9.6 

恒 等 映射 Identity mapping: 1.4 

恒 等 延 折 原 再 Principle of extension of identities: 

点 Point: 3.4 

点 对 于 回路 的 指数 ”Index of a point with respect to a circuit: 9.8 

点 对 闭路 的 指数 Index of a point with rcspect to a loop: 9. 附录 工 

逆 依 ”Iaverae image: 1.5 

逆 映 射 ”Inverse mapping: 1.6 

残 数 Residue: 9.15 

残 数 定理 Theorem of residues: 9.16 

保 衣 映射 定理 Conformal mapping theorem: 10.3, 问题 4 

指数 函数 ”Exponential function: 4.3 与 9.5 

图 灾 函数 ”Fuaction ef bounded variation; 7.6, 问题 3 

迷 向 向 量 lsotropie vector: 6.1 

时 形 区 域 “Star-shaped domain: 9.7 
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二 画 


图 盘 Disl 
淮 ITilbert 空间 Prehilbert space: 6.2 

准 Hilpert 空间 的 同 构 “Isomorphissn ot prebilbers space; 6.2 

淮 素 因 了 Primary factor: 9.12， 问 题 1 

准 紧 空间 Precompact space: 3.16 

淮 紧 集 Precompaet set; 3.17 

紧 空 间 Compact space: 3.15 

紧 集 Compact set; 3.17 

紧 算 巴 Compact operator: 11.2 

紧 算 子 的 霖 异 位 Singular values of a compact operator; 11.5, 问题 !5 
积分 Integrat: 8.7 

积分 的 换 元 。Change of variables in a integral: 8.7 

原 函 数 Primirive: 8.7 

递增 阴 数 Increasing function: 4.2 

递减 函数 Decreasiag function: 4.3 

糠 函数 ”Kernel function: 11.6 

核 函 数 的 固有 函数 。Eigeufunction of a kernel function; 11.6 
离散 虑 离 空 间 Discrete metric space: 3.2 与 3,12 

射影 (第 一 ,第 二 ,-… 第 1) Projection (Cfirst, seconds -2, sth): 1.3 

秩 定理 Rank theorem: 10.3 


十 一 画 
基础 实 向 量变 间 Underlying real vector space: $.1 
基础 邻 域 系 Fundamental system of neighborhoods: 3.6 
距离 空间 “Metric space: 3.1 
距离 空间 中 开 靠 的 基 Basis for the opep sets of a metric space: 3.9 
隆 离 空间 中 的 有 界 桌 ”Bounded sct in a merric space: 3.4 
距离 空间 的 无 穷 积 lnfinite product of metric spaces: 3,20, 问题 7 
焉 离 空 间 的 积 Produet of metric spaces: 3.20 
球面 Sphere: 3.4 
球 的 中 心 Center of a ball: 3.4 
球 的 平 径 Radius of a ball: 3.4 
偏 导 数 ”Partial derivative: 8.9 
坊 映 射 ”Partial mapping; 1.5 
隐 范 数 定理 ”Implicit fauetion theorem: 10.2 
帘 映 射 ”Constant mapping; 1.4 
商 峙 “Quotienr set: 1.8 
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第 二 中 值 定理 Scrond mean value theorem: 8.7， 问 题 2 
十 二 瑟 


集 ( 集 合 ) Set: 1.1 
集 的 8- 容 是 8-Capacity of a set: 3.16, 问题 4 

集 的 s- 炉 8-Fntropy of a set: 3.16， 问 题 4 

集 的 上 确 界 , 函 数 的 上 确 界 Supremuam of a set, of a iunctio 
集 的 内 点 , 集 的 内 部 Interior point of a set, nterior of a se 
集 的 外 点 , 集 的 外 部 Exterior point of a set, Extcrior of a set: 3.7 
集 的 边 绿 点 , 集 的 边 系 Frontier point of a sct, frontier of a sct 3.8 
集 的 闭 包 Closure of a set: 3.8 

集 的 交叉 地 疫 ;Cross section of a set: 1.3 

集 的 余 Complement of a set: 1.2 

集 的 连通 分 支 “Connecered component of a set: 3.19 

集 的 笛 卡 尔 肥 积 “Cartesian produet of sets: 1.3 

集 的 直 经 ”Diameter of a set; 3.4 

集 的 构 立 点 lsolated point of a set: 3.10 

集 的 触 点 Cluster point of a set: 3.8 

入 的 最 小 元 Infimum of a set: 2.3 

集 的 覆 六 Covering of a set 1.8 

集 族 的 并 Union of a family of scts: 1.8 

和 集 族 的 交 Intersection of a family of sets: 1.8 

集 族 的 和 ”Sum of a family of sets: 1.8 

靠 族 的 积 Product of a family of sets: 1.8 

等 价 范 数 Equivalent norms: 5:6 

等 价 糯 ,等 价 关系 ”Equivalence class, equivalence relation: 1.8 

等 价 路 径 Equivalent roads: 9.6 

等 皮 , 等 中 空间 Isometry, Isometric spaces: 3.3 

等 度 连 续 Equicontinuous: 7.5 

起 平面 Hyperplane: 5.8 与 5.8 问题 3 

超 平面 的 方程 Equation of 2 hyperplane: 5.8 

超 距 不 等 式 Ultrametric inequality: 3.8， 问 题 4 

起 越 整 浮 数 Transccndcntal entire function: 9.15。 回 题 3 

客 级 数 ”Power series; 9.1 

天 级 数 代 人 愤 级 数 。 Substitution of power series in power series: 9.2 
短 级 数 的 收 敏 半径 ”Convergence radius of a power serics: 9.1。 问题 1 
性 离 二 点 ”Separating two points: 9, 附录 3 

跨 东 空间 Normed space: 5.1 

赋 范 空间 的 子 空间 Subspace of a normed pace: 5.4 


3.7 


343， 


荆 范 空间 的 积 Product of normed space: 5.4 

属于 一 集 Belonging to a set 1.1 

最 大 信 原 理 “Principle of maximum; 9.5 

滑动 驼峰 法 。 Method of the gliding hump: 11.” 问题 “，11.5， 问 题 2 


十 三 


解析 开 括 原 理 ”Principle of analytic continuation: 9.4 

解析 通 数 在 一 点 的 奇异 部 分 “Singular part of an analytic tunction at a point' 
9.15 

解析 函数 在 一 点 的 险 “Order of an analytic function at a point: 9.15 

解析 配 数 的 Cauchy 条 件 Cauchy"'s conditions for analytic functions; 9.10 

解析 函数 的 Cauchy 定理 Cauchy's theorem on analytie functions: 9.6 

解析 男 数 的 正则 边 缚 点 ”Regular frontier point for an analytic function: 9.15, 
问题 7 

解析 函数 的 奇 掉 边缘 点 ”Singular frontier point for an analytic function; 9.15, 
问题 7 

解 折 函数 的 极点 “Pole of an analytic function: 9.15 

解析 巩 数 的 办 点 “Zero of an analytic function: 9.15 

解 拆 映 射 、Analytic mapping: 9.3 

解析 通 数 的 唯一 福 集 “Set of uniqueness for analytic functions: 9.4 

微分 方程 ”Differential equation: 10,4 

项 分 方程 的 Cauchy 存在 定理 Cauchy's existence theorem for differential cqua- 
tions: 10.4 

微分 方程 的 解 ”Solution of a differential equation; 10.4 与 11.7 

微分 方程 的 边界 条 件 ”Boundcd conditions for a differential equation 11.7 

微分 方程 的 近似 解 Approximate solution of a differential equation: 10.5 

微分 方程 的 最 大 解 ”Maximal solution of 2 differential equation: 10.7, 问题 4 

给 分 方程 的 最 小 解 ”Minimal solntion of a differential equation: 10.7, 问题 4 

路 径 Road; 9.6 

简单 红 , 簿 单 闭 曲线 ,简单 闭路 ,简单 线路 “Simple arc, simple closed curve, simple 
loop，simple path; 9 限 录 4 

简单 收敛 序列 ， 人 简单 收 合 级 数 ”Simply convergent sequence, simply convergent 


serics; 7.1 


满 映 射 Oato mapping 或 Surjective mapping: 1.6 
满 射 Surjection: 1.6 
算 子 “Operator: 11.1 
算 子 的 正则 值 ”Regular value for an operator: 11.1 
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算 子 的 伴随 Adjoint of an operator: 11.5 
算 子 的 固有 疝 最 FEigenveetor of an operator: 41.1 

算 巴 的 加 有 入 “Rigenvaluwe of an operator: 11.1 

谱 信 , 算 子 的 谱 ”Spectral value, spectrum of an operator: 11.1 


十 六 画 
亡 点 。Condensation point: 3.9， 问 题 4 


整数 ( 正 或 抽 ) Integer (positive or negative): 2.2 
整 冰 数 Entire function: 9.3 


带 人 名 的 定理 或 公式 


Abcl 引 理 CAbel's femma): 9.1 

Abel 定理 (Abel's theorem): 9.3, 间 题 1 

Archimedes 公理 (Axiom of Arehimedes): 2.1 

Ascoli 定理 《Ascolivs theorem): 7.5 

Banach 空间 《Banach space): 5. 

Bergman 核 Bergman's kernel: 9-13， 问 题 

Bessel 不 等 式 (BesseJ's jnequality): 6.5 

Bloch 各 数 《Bloch's constant): 0.3, 问题 5 

Bolzano 定理 (Bolzano’s theorem): 3.19 

Borel 定理 《Borel's theorem): 8.14, 间 题 4 

Borel-Lebesgue 公理 (Borel-Lebesgue axiom): 3.16 

Borel-Lebesgue 定理 《Berel-Lebesgue theorem): 3.17 

平面 的 Brouwe" 定理 〈 锡 五 画 ) 

Cauchy 公式 《Cauchy's formula): 9.9 

Cauchy 不 等 式 《Cauchy's inequatities): 9.9 

Cauchy-Schwarz 不 等 式 《Cauchy-Schwarz inequality): 6.2 

Cauchy 序列 《Canchy sequence; 

解析 尊 数 的 Cauchy 定理 ( 见 十 三 画 ) 

Dini 定理 《Dini's theorem): ?.2 

Dirichlet 函数 “(Dirichlev's function): 3.11 

Rilenberg 准则 (Filenberg"s criterion》: 9. 附录 3 

Fuelid 虐 离 〈《Euclidean gistance): 3.2 

Touricr 《第 ) 系 数 《Fourier tocfficient (nthy): 6.5 

Fredholm 方程 ，Fredholm 交替 组 《Fredholm cquation, Fredholm alternative): 
11.6 

Frobenius 定理 (Frobenius's theorem): 10.9 

Frabenius-Perron 定理 (Frobznius-Perron's theorem): 11.1, 税 题 6 

Goeueat 定理 《Goursat's tbeorem): 9.10, 问题 L 
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人 ram 行列 式 《Gram determinant): 6.6, 问题 3 

Gronwall 定理 (Gronwalls theorem): 10.5 

Haar 未 准 直 交 系 《Haar orthonormal system): 8.7, 问题 7 
Hadamard 三 圆 定理 《Hadamard"s three cireles theorem): 9.5, 问题 10 
Hadamard 缺口 定理 《Hadamard"s gap theorem): 9.15, 问题 7 
Hermite 式 (Hermitian form): 6.1 

Hermite 范 数 《Hermitiaa aorm); 9.5, 问题 ? 

Hermite 算 子 《Hermitian operator): 11.5 

Hermite 核 (lemitian kerael): 11.6 

Hilbert 空间 《Hilbert space): 6.2 

Hilbert 基 Clilbert basis): 6.5 

Hibert 空间 的 Hilbert 和 《Hilbert sum of Hilbert spaces): 6.4 
Jacobi 纸 降 《Jacobian matrix): 8.10 

Janiszewskt 定理 (Janiszewski's theorem): 9. 附 好 3 

Jordan 曲线 定理 《Jordan curve theorem): 9 附录 4 

Lagrange 反 演 公式 (Lagrange’s inversion tormula): 10.2, 问题 芭 
Laurent 级 数 《Laurent series): 9.14 

Lebesgue 函数 (第 %》 CLebesgue function Cnth)); 11.6, 问题 2 
Lebesgue 性 质 (J.ebesgue property): 3.16 

Legendre 多 项 式 《Legendre polynomials): 6.6 与 3.14 问题 1 
Leibniz 公式 《Leibniz's formula): 8.13 

Leibniz 法 则 (Leibniz's rule): 8.11 

Liouville 定理 《Liouville's theorem): 9.11 

Lipschitz 函数 《Lipschitzian fanction): 7.3, 问题 12 与 10.5 
Mercer 定理 (Mcrcer's theorem): 11.6 

Minkowski 不 等 式 《Minkowski's inequality): 6.2 

Morera 定理 《Morera theorem》9.10, 问题 2 

Newton 通 近 方法 《Newton’s approximation method): 10.2, 问题 5 
次 可 敏 (pp times differentiable): 8.12 

进 虑 离 (p-adic distance): 3.2 

Parscval 等 式 (Parseval’s idcmtities): 6.5 

Peano 曲线 《Peano's curve): 4.2, 问题 5 与 9.12, 和 问题 5 

Peano 存在 定理 《Peano's existence theorem); 10.5, 问题 4 
Phragmén-Lindelaf 原理 (Phragméa-Lindelef's principle): 9.5, 问题 16 
Picard 定理 (Picard's theorem): 10.3, 问题 8 

Pythagoras 定理 《Pythagoras’s theorem): 6.2 

Riemann 和 《Riemann sums): 8.7, 问题 1 

Riesz 定理 《CRiesz CF.)'s theorem); 5.9 

Rolle 定理 《Rolle's theorem): 8.2， 问 题 
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Rouchs 定理 《Rouchass thearem): 9.17 

Schoenflies 定理 《Scboenflies's theorem): 9. 附录 ,问题 9 
Schottky 定理 《Schortky’s tbeorem): 10.3, 同 题 6 
Schwarz 引 理 《Schwarz"'s lemma): 9.5, 问题 6 
Simpson 公式 《Simpson's formula): $8.14, 问题 10 
Stone-Weierstrass 定理 (Stone_Weierstrzass theorem): 7.3 
Sturm-Liouville 问题 《Sturm-Liouville problem): 11.7 

Tauber 定理 《Tauber's theorem): 9.3， 问 题 2 

Taylor 公式 《Taylor's formula): 8.14 

Tietze-Urysohn 延 拓 定 理 《Tietze-Urysohn extension theorem): 4.5 
Titchmarsh 定 而 《Titehmarsh's theorem): 11,6, 问题 11 

Volterra 核 《Volterra kernel》; 11.6, 问题 8 

Weicrstrass 逼近 定理 《Weierstrass's approximation theorem): 7.4 
Weierstrass 预 各 定理 《Weierstrass's preparation theorem): 9.17, 问题 4 
Weierstrass 分 解 定理 (Weierstrass's decomposition: 10.2, 同 题 8 

XX 到 X/RR 的 自然 映射 《Natural mapping of X into Xj/R): 1.8 
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